Dodatkowe zadania z algebry i geometrii analitycznej

Zadania te sa produktem ubocznym rozmaitych rachunkéw wykonywanych w celach na-

ukowych lub dla rozrywki. Prawdopodobnie z czasem zadan bedzie tu coraz wigce;j.

Zad. 1.

Jest to rozszerzenie zadania 2.10.

Wiadomo, ze exp(ia) = cos a + i sin « gdy « jest liczba zespolona.
Wykazaé nastgpujace uogdlnienie tego wzoru:

exp(iccA) = I, cos o + iAsin o,

gdzie [, jest macierza jednostkowa stopnia n, A jest dowolna ma-
cierza stopnia n spetniajaca warunek A% = I,,.

Zad. 2.
Unitarna macierz stopnia drugiego Q cyklicznie permutuje macierze
Pauliego w sensie transformacji podobienstwa, tzn.

QloriQ =03, Q@ =01, Q'o3Q = 0. (1)

(a) Wykazaé, ze macierz Q3 jest proporcjonalna do macierzy jed-
nostkowej /5.

(b) Znalez¢ postaé macierzy Qi sprawdzié, ze QP ~ L.
Wskazowki.

Macierz Q3 komutuje z macierzami Pauliego. Wiadomo, ze kazda
taka macierz jest proporcjonalna do /.

Elementy macierzy Q znajdujemy rozwiazujac uktady réwnan linio-
wych 01Q = Qag, JQQ = Qal, JgQ = Qag 1 naktadajac warunek
unitarnosci.

Zad. 3.

Macierz A ma m wierszy oraz n kolumn, przy czym n > m, rzA =
m.

(a) Wykazac, ze istnieje macierz D majaca n wierszy, n—m kolumn
1 rzad rowny n — m taka, ze AD=0.
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(b) Wykazac, ze wektor x = .| jest rozwiazaniem uktadu m
Z.n
réwnan -
Ax =0 (2)
o
2
wtedy 1 tylko wtedy gdy istnieje wektor ¢ = ) taki, ze
CTL*’YTL
x = Dc. (3)

Zatem kazde rozwigzanie rOwnania (2) mozna zapisa¢ w postaci (3).

(c) Wykazac, ze w zbiorze rozwiazan niejednorodnego uktadu réwnan
Ax =y 4)

znajduje si¢ rozwiazanie majace co najmniej n — m wspotrzednych

x', ..., 2" rtéwnych 0.

(d) Przyjmijmy, ze macierz A oraz wektory X, yo, C Sa rzeczywi-
ste, n = 3. W tym wypadku wektor x mozna uwaza¢ za wek-
tor wodzacy punktu w R3. Podaé interpretacje geometryczna wy-
nikéw z poprzedniego punktu. Rozpatrze¢ oddzielnie przypadki
m=1, m=2.

Wskazowki.
Korzystamy z twierdzenia méwiacego, ze uktad réwnan (2) ma n —
m liniowo niezaleznych rozwiazan x(i, ..., X(,—m), Ktore tworza

baze w przestrzeni liniowej wszystkich rozwiazan. Macierz D two-
rzymy z WeKtorow X(i), . .., X(,—n,) Ustawiajac je obok siebie jako
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kolumny macierzy. Poniewaz wektory te sa liniowo niezalezne, rzD
=n—m.

Punkt (b) wynika stad, ze dowolne rozwiazanie uktadu (2) jest kom-
binacja liniowa rozwiazan bazowych. Prawa strona wzoru (3) jest
taka kombinacja liniowa ze wspétczynnikami ¢, ..., "™,

W punkcie (¢) korzystamy z ogélnego rozwiazania uktadu (4). Niech
X( 0znacza pewne jego rozwiazanie. Ogdlne rozwigzanie ma postac

X = Xg + ﬁc, (5)

gdzie wektor c jest dowolny. Te¢ dowolnos¢ wykorzystujemy do
uzyskanla rozwiazania spetniajacego dodatkowe warunki. Poniewaz
rzD =n—m, istnieje nieosobliwy minor d stopnia n. — m macie-
IZy D. Z rozwiazania (5) wykreslamy m wierszy nie nalezacych do
tego minora. Otrzymujemy wzor X = X+ de, gdzie wezyk oznacza
Wektory otrzymane przez wykreSlenie wskazanych wierszy. Ktadac
= 0 otrzymujemy uktad réwnan dla wspolrzgdnych wektora c,
dc = —X, ktérego rozwiazaniem jest c = —d! Xo. Po wstawieniu
tego wektora we wzorze (5) otrzymujemy rozwigzanie ukladu (4)
majace zadana wtasnosc.
Punkt (d). Gdy m = 1, rozwiagzanie ogdllne (5) mozna przedstawic
jako ptaszczyzng. Rozwiazanie szczegdlne ze znikajacymi dwiema
wspOtrzednymi to punkt przebicia tej ptaszczyzny jedna z osi uktadu
wspotrzednych. W wypadku m = 2 rozwigzanie ogdlne daje linig
prosta, a rozwigzanie szczegoOlne daje punkt przebicia przez t¢ prosta
jednej z plaszczyzn: 2! = 0, 22 = 0, 23 = 0.

Uwaga. Macierz D mozemy powigkszy¢ dopisujac dowolng liczbe
kolumn bedacych kombinacjami liniowymi wektorow bazowych x 1),
-, X(n—m)» Jednakze takie uogolnienie nie jest interesujace.



