Rozwigzanie réwnania oscylatora harmonicznego

Motywacja do zebrania réznych sposobow rozwigzania rownania oscylatora harmonicznego:

Px(t)
o = —kz(t) (1)

jest notorycznie zadawane przez studentéw pytanie: jak rozwigzac .

Réwnanie pojawia si¢ wielokrotnie w wielu dziatach fizyki i jest standardowym przyktadem
stosowania réznych metod matematycznych fizyki (MMF). Zapisywane jest w kilku réwnowaz-
nych rownaniu postaciach, np:

P4+wlr=0 w= E (2)
m

Niewiadoma jest funkcja x(t), przy czym czesto pomija sie argument funkcji, ktéry nie
wystepuje jawnie w réwnaniu . Fakt ten jest okolicznoscig pozwalajaca na obnizenie rzedu
r()wnaniaﬂ o czym napisze¢ dalej. Problem rozwigzania mozna sformutowaé¢ stownie w na-
stepujacy sposob: jaka funkcja po dwukrotnym zrézniczkowaniu da samg siebie ze
znakiem minus, dodatkowo pomnozong przez pewng stata? OdpowiedZ na takie pyta-
nie jest wiadoma kazdemu studentowi, ktory potrafi rézniczkowac: takg wtasnosé maja funkcje
sin (sinus) i cos (kosinus). Parafrazujac Lema, mozna powiedzie¢, ze taka odpowiedz zadowoli,
by¢ moze, laika, ale nie jest wystarczajaca dla umystu Scistego. Wypetnieniem tej prézni jest
w zamierzeniu ponizszy tekst. Przedstawiam dziewie¢ istotnie roznych sposobéw ,rozwigzania”

rownania (2)).

1 Ansatz

Roéwnanie jest na tyle wazne, ze jego rozwiazanie kazdy szanujacy sie fizyk powinien umieé
podaé z pamieci. Gdyby ogloszono plebiscyt na 10 najwazniejszych réwnan fizyki, rownanie
wraz z jego rozwiazaniem z pewnoscia znalaztoby sie na tej liscie. Trzy podstawowe postacie
rozwiagzania ogolnego to:

x(t) = acoswt + bcos wt (3a)
z(t) = Asin (wt + ¢) lub rzadziej: x(t) = Acos (wt + ¢). (3b)

oraz postac zespolona: ‘ '
(t) = a e + B e (3¢c)

Aby postaé dawata rozwigzanie rzeczywisteﬂ liczby zespolone « i 3 musza by¢ sprzezone:
0= a.

'Rzedem réwnania rézniczkowego zwyczajnego nazywany stopiefi najwyzszej pochodnej w réwnaniu. Dla
rzad wynosi dwa.

2Réwnanie z matematycznego punktu widzenia moze by¢ traktowane jako réwnanie o niewiadomej ze-
polonej funkcji argumentu rzeczywistego. Fakt ten wykorzystuje sie w fizyce i elektrotechnice celem ulatwienia
obliczen.



https://solaris.lem.pl/ksiazki/beletrystyka/cyberiada/60-smoki-prawdopodobienstwa

Dla przyktadu, sprawdzimy postac . Obliczamy pierwsza pochodng po t:
i = (Asinwt + ¢) = A(sinwt + ¢)' = Acos (Wt + @) - (wt + @) = Aw cos (wt + ¢)
oraz druga pochodna (tj. pochodng pierwszej pochodnej):
i = (Awcoswt + ¢) = —Aw?sin (wt + ).
Po wstawieniu do otrzymujemy:
— Aw?sin (wt + ¢) + w? - Asin (wt + ¢) = 0,

bo obydwa wyrazy upraszczaja sie. Analogicznie mozna sprawdzi¢ prawdziwosé postaci (3al).
Uzycie postaci zespolonej wymaga komentarza. Rownanie jest liniowe, czyli kazda
kombinacja liniowa rozwiazan x(t) i x2(t) tez jest rozwiazaniem:

2(t) = Mz (t) + Aaa(t), (4)
co tatwo sprawdzi¢ wstawiajac () do (2):
(M1 (t) + Xawa (1) + wy (A1 () + Aaza(t)) = Mgy + Aoty + Mw?s; + Aowaxs =
= A (F1 +w?#1) + Ao (2 4+ w?E) = A -0+ X 0=0,

bo funkcje x1 1 x5 z zalozenia spelniaja (2).
Jezeli teraz wybierzemy A\; = 1 oraz Ay = 4, to mozemy rozwiazaé réwnanie zespolone ({2)),
a na koniec wziaé czesé rzeczywista. Jezeli potraktujemy (dla uproszczenia rachunku) liczby «
i B w[3djako zespolone:
a=ag + lag, B = B +ifa,

to otrzymamy:
Re [(al +ian)e™t + (B + iﬁg)e_i“t] = (a1 + 1) coswt + (B2 — ) sinwt,
gdzie wykorzystano fundamentalng tozsamosé:
€'’ = cos ¢ + isin ¢. (5)

Rownanie znane jest jako | wzor Eulera.

2 Roéwnanie charakterystyczne dla problemu liniowego

Ogoélna metoda rozwigzywania réwnan i uktadéow liniowych réwnan roézniczkowych zwyczaj-
nych opiera si¢ o podstawienie:
x(t) = M. (6)


https://pl.wikipedia.org/wiki/Wz%C3%B3r_Eulera

Postawienie @ sprowadza rownanie rézniczkowe do réwnania algebraicznego, ktore daje tyle
r()ZnychH wartosci A, ile wynosi rzad rownania. Rownania odpowiadajace r6znym wartosciom A
sg liniowo niezalezne, a rozwigzanie og6lne bedzie miato postac:

o(t) = AjeMt 4 Ayet (7)
Dla réwnania procedura wyglada nastepujaco. Obliczamy pierwszg i druga pochodna:
=AM, i= AN (8)

Warto zauwazy¢, ze rézniczkowanie eksponenty sprowadza si¢ w tym przypadku do mnozenia
przez A\. Wstawiajac do otrzymujemy:

N2 2N — (/\2 + w2> PR
7 powyzszego otrzymujemy rownanie charakterystyczne o niewiadomej \:
M= 02
Jest to rownanie kwadratowe z A < 0, posiadajace dwa rozwigzania urojone:
AL = iw, Ao = —iw. (9)

Wstawiajac @D do otrzymujemy rozwiazanie ogélne, identyczne z (3¢).

3 Zasada zachowania energii

Roéwnanie nie zawiera ,,czasu” t w sposob jawny. Oznacza to mozliwosé obnizenia rzedu réw-
nania o jeden. Z fizycznego punktu widzenia w uktadzie jest zachowana energia. Mnozymy
przez x i przenosimy wszystkie sktadniki na lewa strone:

mit + kxx = 0.
Calkujemy obustronnie po czasie ([ ...dt):
/mx’idt+/kxz’dt:E (10)

gdzie wszystkie stale catkowania zostaly przeniesione na prawa strone i oznaczone literg E.
Calki ([10]) sa tatwe do obliczenia, pomimo ze zawieraja nieznang (dowolna) funkcje czasu x(t).
W pierwszej stosujemy podstawienie u = &(t), a w drugiej w = z(t):

(t) = u,— Zdt = du, x(t) =w,— &dt = dw,

3Przypadek, gdy wartosci A powtarzaja sie, wymaga doktadniejszego zbadania. Zob. np. I.N. Bronsztejn,
K.A. Siemiendiajew, Matematyka. Poradnik encyklopedyczny, dowolne wydanie, Czesc IV, Rozdz. 5. Uktady
réwnan rézniczkowych liniowych o stalych wspoétczynnikach.



czyli:

u? w?
m/udu—i—k‘/wdw:E, — m?—i—k?:E.
Ostatecznie otrzymujemy:
1 1
5n~ujs2 + 5kx? =K. (11)

Roéwnanie kazdy fizyk powinien potrafi¢ napisa¢ natychmiast jako sume energii kinetycznej
i potencjalnej.
Wychodzac od mozna rozwigzac . Przepisujemy podstawiajac & = dx/dt:

@_ 2F — ka2
dt —\ m ’

Powyzsze jest rownaniem o zmiennych rozdzielonych. Przenosimy wszystkie wyrazy zawierajace
z (w tym dz) na lewa strone, natomiast t na prawa:

dx

2FE —kx?
V m

= dt.

Catkujemy obustronnie:

dx
/\/m :/dt.

Aby obliczyé catke po prawej stronie przeksztatcamy:

dx _[m dx

Podstawiamy:

co daje:

m/du = @r n
”/{; m—w/kacs U.

Rozwiazanie ma postaé (stala catkowania zostata oznaczona przez ¢):

) k
arcsinu =/ — t + ¢.
m

Podstawiajac /k/m =w iu = x/k/(2F), dostajemy ostatecznie:

~—

z(t) = 25 sin (wt + ¢). (12)

Przy okazji dostajemy jako ,bonus” znany zwiazek amplitudy drgan z energia:

[2F 1
A= e czyli: EzikAQ.



4 Obnizenie rzedu réwnania
Przepisujemy rownanie wprowadzajac predkosé¢ v = i:
dv
— = —kuz.
m x

W powyzszym rownaniu dokonujemy zamiany zmiennej niezaleznej, z ¢ na z:

dv  dv dx
dt — dr dt’
ale:
dx
haiadp
dt ’
1 ostatecznie:
dv i
mv— = —kx
dx
Otrzymali$my réwnanie pierwszego rzedu o zmiennych rozdzielonych:
v? x?
mvdv = —kxdx, — m/vdv = —k/:z;d:v, — m? = —/{:5 + const.

Dalszy sposob postepowania jest identyczny z przedstawionym ponizej réwnania ((11]).

5 Metoda zespolona II

Opisany sposob pochodzi od Landaua i Lifszyca. Przeksztatcamy :

:'t+w2x:a(a’:—iww)—l—iwxjthx:%(i—iwx)+iw(a§—z‘wx).

Podstawiamy za wyrazenia w nawiasach:
( =12 —iwx,
co daje: .
¢+ 1w =0. (13)

Roéwnanie jest rownaniem pierwszego rzedu o zmiennych rozdzielonych. Jego rozwiazanie
jest proste do uzyskania:
dg dg

— = —w(, — — = —iwdt.

dt ¢
Catkujac obustronnie otrzymujemy:

a _
- =

In{ = —iwt 4 const,


https://ksiegarnia.pwn.pl/produkt/4998/mechanika.html

czyli:
C(t) = Ae ™"

Teraz musimy rozwigza¢ réwnanie niejednorodne:
& —dwr = Ae ™t (14)
Rozwiazanie rownania sktada sie z dwoch cztondéw: rozwigzania rownania jednorodnego:
T —iwr =0 (15)

i dowolnego (jakiegokolwick) rozwigzania réwnania niejednorodnego (14)). Rozwiazanie
mozna uzyska¢ identycznie jak (13)), co daje:

x(t) = Be™". (16)

Rozwiazanie r. niejednorodnego otrzymamy metoda uzmienniania stalych. Zaktadamy, ze
B w jest funkcja czasu B = B(t), i wstawiamy do (14):

Be™' + Biwe™' —iwBe™' = Ae™™",

po upI"OSZCZGIliUZ
Bezwt — Ae—zwt’ N B = Ae_ZZWt.

Calkujac obustronnie ostatnie réwnanie po czasie dostajemy:

B(t) = /Ae_m’t dt = —Te_mm + const.

iw
Stalg bierzemy réwng zeru, bo interesuje nas jakiekolwiek rozwigzanie. Ostatecznie dostajemy:

A o ) )
. 6722wt61wt — aelwt 4 6671wt.
21w

x(t) = Be™' —

gdzie podstawilem B = o, —A/(2iw) = (.

6 Metoda szeregéw potegowych
W tej czesci, aby nie zaciemniaé procedury, rozwazymy postaé (2)) z w = 1:
Z+x =0, 2z warunkami poczatkowymi: z(0)=1,%(0) = 0.

Rozwiazania poszukujemy w postaci szeregu potegowego:

z(t) =Y apa”,
n=0



gdzie a,, to nieznane liczby. Obliczamy pochodne:

(0.9} o0
i=> na,z"", i=> n(n—1)az">
n=0 n=0

Przenumerowujemy pierwszg sume:

o0 o0

i=Y nn-—1)az""*=> (n+2)(n+ 1)a,22"

n=0 n=0

Wstawiajac do rownania otrzymujemy:

Y (n+2)(n+Dapoz"+ D apz” => [(n+2)(n+1) @y + an) 2" = 0.
n=0 n=0 n=0

Aby wyrazenie po lewej stronie byto réwne zero tozsamosciowo, wszystkie wspotczynniki w
nawiasach musza by¢ rowne zeru:

(n+2)(n+1)ayio + ay. (17)

Otrzymali$my réwnanie rekurencyjne, ktore notabene wcale nie jest specjalnie tatwiejsze do
rozwiazania niz rézniczkowe. W tym przypadku jest to dosy¢ tatwe. Aby rozpoczaé iteracje
potrzebujemy podaé¢ dwa pierwsze wyrazy ciggu: ag i a;. Korzystajac z warunkow poczatkowych
dostajemy:

z(0) = ay, (0) = ay.
Bierzemy ag = 11 a; = 0. Kolejne wyrazy ciagu to:

Qo 1 0 1
————=——a3=0,a4 = ————, ...
1.2 227 T 12,34

Wida¢, ze nieparzyste wyrazy ciggu sa réwne zeru, a parzyste:

_ =

G

aozl,ale,agz

Suma:
n

z(t) = i ((;iil r*" = cosz.

n=0

7 Metoda macierzowa

Rozwiazanie zagadnienia poczatkowego réwnania oscylatora harmonicznego mozna uzyskaé
sprowadzajac problem do wektorowego rownania liniowego pierwszego rzedu.
Zapisujemy (uzywajac podstawienia & = v, tj. predkosci) jako uktad r.r.liniowych I

rzedu:
T =0
18
{Q.}_ : (18)



lub rownowaznie, w postaci macierzowej:

d| x| _
dt | v |
Poniewaz rozwiazaniem rownania:
y= Ay,
z warunkiem poczatkowym y(0) = yq jest:

y(t) = yo e

Y

analogicznie mozemy poprawnie napisa¢ rozwigzanie dowolnego uktadu r. liniowych I rzedu:

1(t)

X=A-X x=| %0

ea(t)
Rozwiazanie zagadnienia poczatkowego X(0) = X to:
X(t) = et X,

Dla oscylatora harmonicznego macierz A to:

0 1
e

i gléwnym problemem staje si¢ obliczenie wyrazenia:

0 t
—wit 0
e
Obliczenie eksponenty macierzy jest mozliwe z definicji:

€A Z A"

T Lyl
= n!

lub poprzez diagonalizacje. Wiecej szczegélow mozna znalezé tutaj: [PDF]|
Wynik koncowy to:
At cos(wt)  sin(wt)/w
e = . ,
—wsin(wt)  cos(wt)
a rozwigzanie rownania oscylatora harmonicznego:

[ig;]:e”“A”'[$0]:[ o cos (wt) + L2 sin (wt) }

Vg v cos (wt) — xow sin (wt)


https://ribes.if.uj.edu.pl/mechanika_klasyczna/Zestaw2_Zad2_rozw.pdf

8 Przeksztalcenie kanoniczne

Hamiltonian oscylatora harmonicznego mozna zapisa¢ w postaci:
21
(19)

b
H(p,q) = om + B mw® ¢°.

Roéwnania kanoniczne Hamiltona maja postac:

czyli:
p=—mwtq  G=-

Zmajdziemy transformacje kanoniczna oryginalnego Hamiltonianu, prowadzaca do bardzo
prostej postaci. Korzystajac z jedynki trygonometrycznej, postulujemy transformacje postaci:

p=Af(P)cosQ, gq= f(P)sinQ.

Poniewaz transformacja nie zalezy od czasu, nowy Hamiltonian ma postac¢ po prostu rowna:

H(P.Q) = Ho(P.Q).a(P.Q) = TEL Q| Ly (psint =

A2 1
= f(P)? <2m cos® Q + §mw2 sin? Q) :
Aby skorzystaé z jedynki trygonometrycznej, musi zachodzié¢:
P!

— = —mwQ,
2m 2

Aby transformacja (p, q) — (P, Q) byta kanoniczna musi zachodzié¢:

czyli A = nmw.

{pa Q}RQ = 1a

gdzie po lewej stronie mamy nawias Poissona liczony wzgledem nowych zmiennych (P, Q).

Obliczamy:
dp dq  Op dq

= mwf(P)f'(P)(cos’ Q +sin* Q) = mwf(P)f'(P)

mw f'(P)cos Q- f(P)cosQ — (=mwf(P)cosQ) - f'(P)sinQ =

Aby tranformacja byta kanoniczna, musi wiec zachodzié¢:

mwf(P)f'(P)=1.

9


https://pl.wikipedia.org/wiki/Nawias_Poissona

Rozwiazujemy réwnanie rézniczkowe na f(P):

df P
el ap L mw’

catkujac obustronnie dostajemy:
1, P
—f° = — + const,
2 mw
przyjmujemy statg catkowania rowng zeru i dostajemy:

o=

H'(P,Q) =wP.

Rownania kanoniczne przyjmuja prostg postac:

Nowym Hamiltonianem jest:

P=0, Q=w
a ich rozwigzanie to:
P(t) =Py, Q(t)=wt+ ¢.
Transformujac z powrotem do funkcji (p, ¢) otrzymujemy:
(t) = \/2mwPy cos (wt + ¢) (t) = 2h sin (wt + ¢)
p - 0 ) q - mw :

Warto zauwazy¢, ze skoro wP jest Hamiltonianem, to wFPy, = FE jest zachowang energia,
i wzor na q(t) jest identyczny wyprowadzonym wyzej wzorem ([12)) (mw? = k).

9 Roéwnanie Hamiltona-Jacobiego

Rozwiazanie réwnan ruchu uktadu opisanego pewnym hamiltonianem, jest rownowazne szuka-
niu rozwiagzan (czastkowego) réwnania Hamiltona-Jacobiego:

0S(t,x) H (85(15,@ x) _o

ot or '

Dla oscylatora harmonicznego, hamiltonian ma postaé , i podstawiajac do niego p = 05/0z
dostajemy:

ot 2m

oS(t.x) 1 (asxux)>2 1

— )+ -t =0. 20
ox 2 (20)
Rozwiazania szczegblnego (calki zupetnej) szukamy w postaci rozseparowanej:

S(t,x) = —Et + s(x).

10



Wstawiajac powyzsze wyrazenie do otrzymujemy:

2
L <d8($)> + 1mu)2x2 = F.

2m dx

Powyzsze jest rownaniem zwyczajnym o zmiennych rozdzielonych. Jego rozwigzanie to:

§ = /\/QmE — m2w?a? dz.

Catka jest typu:
1
/\/1 — x2dxr = 3 (x\/l — %+ arcsinx) ,

co tadnie ,wyprowadza” Wolfram Alpha:
http: //www.wolframalpha.com /input /?i=int+sqrt(1-xA2)
Po catkowaniu i uporzadkowaniu wyrazéow mamy:

1 E
s(z) = §x\/2mE —mlwia? 4+ —arc sin ( % wx)

natomiast catka zupelna réwnania (20)) to:

1 E
S(t,x) =—FEt+ s(z) = —-FEt+ Ex\/QmE — m2w?z? + warcsin( 2%@095)

Zaleznos¢ potozenia od czasu jest wyznaczona w sposob uwiktany pochodng czasows catki
zupetnej wzgledem energii F:

0S(t,x)
R
oF
Obliczenie pochodnej czastkowej po E jest uciazliwe, ale ostatecznie wyrazy nie zawierajgce

arcsin upraszczaja sie:
Os(x) 1 , ( m >
= —arcsin (/== w ),

oF w 2K
otrzymujac:
i < ﬁ ) — (t —t )
arcsin Y5 wr | =w 0)-

Dziatajac obustronnie funkcja sin dostajemy:

\/;wx = sin (w(t — to)),
= i\/fsin (w(t — to)).

Koricowy wynik jest identyczny z (12)), bo w = \/k/m).

czyli:

11


https://www.wolframalpha.com/input/?i=int+sqrt%281-x^2%29

Pochodna 0S(t,x)/0x z kolei daje ped:
oS

p=— =V2mE — m2w?a?.
ox

Warto zauwazy¢, ze réwnanie Hamiltona-Jacobiego przypomina rownanie Schrodingera, na-
tomiast stata ty okresla translacje w czasie, zgodnie z sensem zasady zachowania energii; po
energii F rozniczkujemy catke zupeina.

12
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