Poniedziatek, 2024.10.21 Hydrostatyka, sferyczna symetria, f. Lane-Emdena Zestaw Zadan nr. 1

Zadanie 1.
Zadane jest politropowe réwnanie stanu (EOS)
P=Kp’,

gdzie P - ci$nienie, p - gesto$¢ materii, natomiast stale K oraz wykladnik politropy v = 1 + 1/n sa zadane. Wyznaczy¢
strukture rodziny obiektéw astrofizycznych, wyznaczonych poprzez gesto$é (cisnienie) w centrum P. = Kp). Interesuje nas
rozklad cisnienia P(r) oraz gestosci p(r) wzdluz promienia, a takze entalpia wiasciwa h(r), masa m(r) zawarta w kuli
o promieniu 7, natezenie pola grawitacyjnego g(r) wewnatrz obiektu oraz potencjal grawitacyjny ®4(r). W szczegdlnosci
interesuje nas promien obiektu R (wyrazony w promieniach Schwarzschilda), jego calkowita masa M = m(R), zaleznosé
M (R) lub/i R(M) oraz potencjal grawitacyjny w centrum ®,4(0)/®,(R). Powierzchnia zdefiniowana jest jako miejsce, gdzie
p(r) = P(r) = h(r) = 0. Entalpie wlasciwa definiuje calka

dP
h— / i
1)
Zaprezentowaé szczegdltowo przykltad z uzyciem n wylosowanego zgodnie z reguta dnia tygodnia urodzin.
Pon - n=20
Wto —n=1
Sro —n =2

Czw —n=23

Pig - n=4
Sob - n=5
Nd -n=6

Zadanie mozna rozwiazaé¢ analitycznie/symbolicznie, poprzez funkcje Lane-Emdena, lub numerycznie.
Danymi wejsciowymi sa: K, v oraz P, lub p..
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Zadanie 2.

Analogicznie jak w Zadaniu 1, ale tym razem stala K nie jest znana, natomiast zmierzono promien R i mase M obiektu.
Zakladamy, ze indeks politropowy réwnania stanu jest znany i wynosi n. Oprécz P(r), h(r), p(r), g(r), ®4(r), w szczegblnosci
P, = P(0),p. = p(0),24(0)/Py4(R), wyznaczyé kontrast gestodci a takze polozenie i warto$¢ maksimum g oraz moment
bezwladnosci ciala.

Zaprezentowaé szczegdtowo przyklad wylosowany z reguly znakéw Zodiaku.

e Pisces - Jowisz

e Aquarius - Procjon A

e Capricorn - 33 Polyhymnia
e Sagittarius - Wolf 489

e Scorpio - Betelgeuse

e Libra - UGC 12591

e Virgo - Gromada w Pannie
e Leo - WISE 0855-0714

e Cancer - TRAPPIST-1d

e Gemini - M13

e Taurus - Syriusz B

e Aries - Pulsar Kraba

Zadanie mozna rozwiazaé¢ analitycznie/symbolicznie, poprzez funkcje Lane-Emdena, lub numerycznie. Danymi wejscio-
wymi sa: M, R oraz n.
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Zadanie 3.

Wyznaczy¢ réwnanie stanu (EOS) postaci P = P(p) dla materialu idealnie sprezystego, np: zelaza, o zadanym wspél-
czynniku sprezystosci objetosciowej i gestosci ,nieskompresowanej” pg. Wypisaé¢ uktad rownan rownowagi hydrostatycznej
dla tego réwnania stanu i przedyskutowaé¢ rozwiazania (mase, promien, Srednia gesto$é) w zaleznosci od stopnia kompresji
gestosci centralnej n = p./po, gdzie py jest gestodcia ,naturalng” (bez kompresji).

Obliczy¢ i narysowaé zaleznos¢ R(M) w modelu elastycznym. Poréwnaé wynik z modelem o stalej gestosci (n = 0,p =
const), politropowym (dopasowaé n) oraz realistycznym modelem opublikowanym w literaturze naukowej. Przedyskutowaé
ewentualne rozbieznosci.

Zadanie najproéciej rozwiazaé¢ numerycznie. Alternatywnie, mozna podej$é do problemu analitycznie/symbolicznie, np.
poprzez zdefiniowanie nowych funkeji w analogii do f. Lane-Emdena.
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https://lweb.cfa.harvard.edu/~lzeng/tables/massradiusFe.txt
https://iopscience.iop.org/article/10.1086/521346/fulltext/

