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2.1 Rozwigzywanie réwnan z jedng
niewiadomag

Wprowadzenie Po pojeciem rozwiazania réwnania ze wzgledu na rzeczywista niewia-
doma x rozumiemy jakakolwiek uzyteczna informacje na temat lokalizacji i iloSci rozwigzan na
osi liczbowej. Przyktady ODPOWIEDZI to

o < —12

o 1<z <2,

o . =0.24£0.04,

o 1 =0.12345,

o r = 3.1415926535423789439877987987983489745,

e 1 jest liczba algebraiczna, najmniejszym rozwiazaniem r. wielomianowego 2%+ 22 —4 = 0,
o v=V1+m,

o r=1/137,

e z=0.

Nie kazda z powyzszych odpowiedzi ma taka samg warto$é, ale kazda jest lepsza od braku
odpowiedzi lub odpowiedzi btednej. Zostaly posortowane od najmniej precyzyjnej i niedoktadnej,
ale najtatwiejszej do uzyskania dla najszerszej klasy problemoéw, poprzez coraz doktadniejsze
wyniki numeryczne (liczby zmiennoprzecinkowe sprzetowe, dowolnej precyzji, ball-arithmetic,
arytmetyka interwalowa) konczac na $cistych wynikach analitycznych /symbolicznych, mozliwych
do znalezienia dla bardzo waskiej klasy preselekcjowanych zadan.

Prawidtowa kolejno$é¢ rozwigzywania réwnan to:

(1) metoda graficzna Plot, ListPlot — na wykresie wizualnie oceniamy czy wykresy lewej i
prawej strony przecinaja si¢ i w jakim miejscu; zmieniajac skalg jestesmy w stanie dowol-
nie dokladnie rozwiaza¢ KAZDE réwnanie

(2) metoda numeryczna FindRoot , NSolve — korzystajac z odczytanych na wykresie wartosci
podajemy wartosci startowe lub przedzial do przeszukania numerycznie,

(3) metody symboliczne Solve, Reduce, FindInstance stosujemy na koncu, jezeli z wykresu
wiemy gdzie spodziewac si¢ rozwiazania, a z metod numerycznych znamy jego przyblizong
wartosé.

Zadania Rozwiaz réwnania ze wzgledu na rzeczywistg niewiadoma x:
x=2e" (1a) elT =T(z) (1c)

v" = 22" — 2P+ x4+ 1=0 (1b) V1+ Ve =2—1I(z) (1d)
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cos(4x + ) = sin(2z) + 2 (le) o—2/(a=1) sin (5/2) (1g)

exp (z) —2 =sinx (1f)

2.2 Rozwigzywanie rOwnania z pa-
rametrem

Wprowadzenie Gdyby jedyna mozliwoécia, jaka daje Mathematica (CAS), byla mozli-
wos$¢ wpisania tresci pojedynczego zadania i jego rozwiazanie, to szkoda byloby tracié¢ czasu na
jej opanowanie. Ale réwnoczesnie mamy do dyspozycji jezyk i sSrodowisko programistyczne, ktére
pozwala zautomatyzowaé¢ powyzszy proces, a wyniki otrzymywacé tysiacami w ciagu minut. Za-
danie polega na napisaniu programu/apletu, ktéry automatycznie bedzie rozwigzywal réwnanie

dla dowolnych wartosci parametréw.

Zad allle Rozwiaz w zaleznosci od parametru p dla x > 0 réwnanie
ePl® = T'(x). (2)

Ustal liczbe rozwiazan w zaleznosci od parametru p, a nastepnie napisz funkcje
r(p) rozwiazujaca powyzsze rownanie i narysuj jej wykres.

2.3 Eliminacja kwantyfikatoréw

Wprowadzenie Metoda catkowicie obcg w nauczaniu, a wspétczesnie w 100% zautomaty-
zowana i zalgorytmizowana, jest| eliminacja kwantyfikatorow Tarskiego, zoptymalizowana w 1975
r. poprzez uzycie rozkladu cylindrycznego. W skrocie, kazde ,szkolne” zadanie matematyczne
(skladajace si¢ z wielomianéw, réwnar, nieréwnosci, warunkéw logicznych, . .. ) moze by¢ rozwia-
zane automatycznie, pod warunkiem, ze kazdy literowy symbol w nim uzyty jest interpretowany
jako liczba rzeczywista. Aby jednak wykorzysta¢ powyzsze mozliwosci, radykalnie odmienne po-
dejécie do rozwiazywania zadan jest potrzebne. Zamiast samemu usilowaé rozwiazaé¢ problem,
caly wysilek wkladamy w przepisanie tresci w Scistym jezyku logiki matematycznej: réwnan,
nierownosci, operatoréw logicznych oraz kwantyfikatorow 3,V. Po przepisaniu w ww. sposéb,
uruchamiamy Resolve/Reduce.

Z.adania
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2.3.1 Obliczenie granicy ciagu z definicji ¢ — 9

Oblicz granice ciagu liczb naturalnych n

korzystajac wytacznie z definicji

(n+2)2n—1)
n?—1

-9

<e).

2.3.2 Rozszerzenie typowego zadania maturalnego z réwnaniem kwa-
dratowym na r. dowolnego stopnia

v(€7~€>0Elm,m>0vn,n>m (n >m =

Dla jakiej wartosci parametru m rownanie
(m—1)z" =2mx —m =0 (3)

posiada dwa rozne pierwiastki rzeczywiste rézne od zera. Rozwazy¢ przypadki
n=2n=3n=4n=>5n=0~6.

WSKAZOWKA: zacznij od znanego Ci przypadku réwnania kwadratowego (n =
2), poprzez rozwigzywalne réwnania 3 i 4 stopnia. Nastepnie przejdz do ,nieroz-
wigzywalnego” problemu rownan stopnia 5 1 wyzszych.

2.3.3 Pierwiastki wielomianu stopnia 6

Dla jakiej wartosci parametru m rownanie
(2—m)a®+ (3 -m)z° +1=0

posiada dwa rézne ujemne pierwiastki rzeczywiste.

2.3.4 Precyzyjne formulowanie tresci zadania

Dla jakich wartosci parametru A réwnanie
A% — (A +2)22 + A +2 =0,
posiada:

a) 2 rézne pierwiastki rzeczywiste, b) dokladnie 2 rézne pierwiastki rzeczywi-
ste.
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2.4 Skladanie funkcji

Wprowadzenie Celem éwiczenia jest opanowanie skladania funkeji, np: f(f(f(f(f(z)))))

w programie Mathematica.

Zadanle Jaki jest efekt ztozenia funkcji cos:

a) dwukrotnie,

b) 10-krotnie,

)
)
c¢) 100-krotnie,
d)

nieskonczenie wiele razy?

2.5 Sktadanie funkcji symbolicz-
nie vs numerycznie

Wprowadzenie Celem éwiczenia jest uczulenie i unaocznienie réznic pomiedzy oblicze-
niami symbolicznymi (zawierajacymi liczby wymierne, caltkowite, zdefiniowane stale matema-
tyczne m,00,...) a numerycznymi (zawierajacymi liczby zmiennoprzecinkowe typu 1.5). Po

szkole éredniej na ogoél nie rozrézniamy % od 0.1.

Zadanle Napisa¢ funkcje f ktora wykonuje dziatanie:

flo) =100~

oraz funkcje g wykonujaca dziatanie:
g(x) =10.0x — 0.9

Ztozy¢ funkcje f i g same ze soba wielokrotnie dla argumentu z = 1/10 oraz

z = 0.1, np:
9(9(g(9(g(g(9(0.1)))))))-

Przetestowaé¢ funkcje dla duzej (>100) ilosci ztozen. Wyciagnaé¢ wnioski.
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2.6 Kombinatoryczne sktadanie funk-
cji
Whprowadzenie Celem éwiczenia jest pokazanie skutecznosci (w niektérych zadaniach) po-

dejscia polegajacego na wstawianiu po kolei wszystkich permutacji/kombinacji az do momentu

znalezienia rozwiazania.

Zadanle Zdefiniowaé trzy funkcje:

e funkcja zwigkszajaca liczbe o jeden
e funkcja zmniejszajaca liczbe o jeden
e funkcja obliczajaca odwrotnosé

Czy istnieje takie ztozenie trzech powyzszych funkcji, ktére da w wyniku funkcje
zmieniajacg znak liczby?

Wskazéwka rozwiazania zadan 2.4-2.6 sa latwe, gdy zastosujemy polecenia Nest i po-
1 Q , 8dy jemy p I

krewne
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