9 pazdziernika 2011 Mechanika klasyczna

7ZESTAW ZADAN 2

Zadanie 2. (rozwigzanie)
Oblicz:

exp(At)-(x()), A:[_OQ é] (1)

Vo

1 Obliczenie wartosci wlasnych i wektorow wta-

snych
Obliczamy wartosci wlasne i wektory wlasne macierzy M:
0 t
wons] %] .

Wartosci wlasne sg rozwigzaniami A rownania charakterystycznego:

Det (M — A1) = 0 (3)

1)

Obliczamy wyznacznik (lewa strona réwnania (3)):

gdzie macierz jednostkowa:

Det q __wét _tA D = (=) —t(—w’t) = N + W

Rozwiazania r. charakterystycznego:
N+t =0
to
A = tiwt, czyli: A\ =iwt, Ay = —iwt.

Dla kazdej z wartosci wtasnych wyznaczamy wektory wiasne v speliajace réwna-
nie:

M.-v=J\v, gdze: v:[g]. (4)
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Dla pierwszej warto$ci wlasnej \; = iwt otrzymujemy réwnanie wiasne:

o] )= 5]

Po wymnozeniu macierzy przez wektor otrzymujemy uktad réwnan:

(5)

Bt =1iwtA
—w’t A =iwt B.

Drugie rownanie jest rownowazne pierwszemu, co wida¢ po podzieleniu obu stron
przez iwt (czas t upraszcza sie w obydwoch). Przypominam, ze:

Istnieje nieskonczenie wiele rozwiazan uktadu rownan postaci:

5] Lda]=2 ]

W dalszych obliczeniach wybodr statej A (réznej od zeral) nie jest kluczowy, ale
moze uprosci¢/utrudni¢ obliczenia. Przyjmuje A = 1, co daje ostateczna postaé
pierwszego (do wartosci wlasnej A; = iwt)wektora whasnego:

e[l

Powtarzjac analogicznie obliczenia dla Ay = —iwt otrzymujemy:

e[ L]

2 Obliczenie macierzy transformacji oraz do niej
odwrotnej

Na tym etapie posiadamy juz wszystkie informacje potrzebne do rozwigzania uktadu
r.r.zwyczajnych I rzedu. Poniewaz celem zadania jest jawne obliczenie eksponenty
macierzy exp M, tworzymy dodatkowo macierz transformacyji, ktora sktada sie z
umieszczonych obok siebie w kolumanch wektoréw wtasnych:

W —iw

UZ[Vlavz}Ell ! ],
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oraz macierz zdiagonalizowang posiadajaca na przekatnej wartosci wlasne:

D—=1I. )\1 _ )\1 0 . 1wt 0
N )\2 o 0 )\2 o 0 —wt |’
Macierze M, U, D sa zwigzane nastepujaco:
D=U'!' MU, (6)
lub réwnowaznie (bez uzycia macierzy odwrotnej U~1):
U.-D=M-U. (7)
Sprawdzenie bezposrednim rachunkiem, czy zachodzi to prosty test poprawno-
sci wykonanych wcezesniej obliczen.
Aby obliczy¢ potrzebujemy macierzy odwrotnej. Jest to wykonalne w pa-

mieci, ale najprostszy i pewny sposob korzysta z definicji oraz wspotczynnikéw
nieoznaczonych. Zaktadamy, ze:

-1 _ | a b
vr-[a)
i wykonujemy mnozenie (lub w odwrotnej kolejnogci UL - U):
a1 |1 1 la b _ a+c b+d |10
u-v _[z’w —iw] [c d| |iwa—c) iwb-—d)| |0 1|

Rownos¢ macierzy oznacza réwnosé jej wszystkich elementow. Przyréwnujac je do
siebie odpowiednio i opuszczajac w trzecim iw otrzymujemy uktad réwnan:

at+c=1
b+d=0
a—c=0
iwb—d)=1
ktorego rozwiazanie to:
1 1 1 1
“= 2w T2 YT 2
Ostatecznie: ‘
v F = 7
N I S —5 1 &
2 2w w
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3 Obliczenie eksponenty macierzy
Réwnanie ([6) mozna odwrocié:
M=U-DU". (8)

Obliczenie exp D jest szczegélnie tatwe:

D __ €>\1 0 i €th 0
Tl 0 e | T | 0 e

Przy obliczaniu exp M korzystamy z tozsamosci:
M=U.c2. UL (9)

Dowdd:

1 >0 1
oM _ JUDUT! Z L
n!

n=0 """

n > 1
(U-D-U)" =3 —UDU'UDU'.. .nrazy...U-DU'UDU".
— n!
Czynniki postaci U™'U = I wewnatrz upraszczaja sie, i otrzymujemy:
1 n 1 =1 n -1 D —1
> —=U-D"-U'=U-(> —=D"|.-U'=U-e"-U"
“— n! — n!

Koniec Dowodu.
Ostatecznie:

wt 1 _ i 1 —itw 1 itw jeTMtw  jettw
eM:[ bl ]‘[e Om]‘[% 1‘2‘“]:[12'5 +12€‘t P
) — - 1 . 1, itw,, 1, —itw 1 —itw 1 itw
w w 0 e 5 95 Sle"™w — JieT""w  je + se
Korzystajac ze wzoréw:
eiwt + e—iwt eiwt _ e—iwt )
———— = cos (wt), , = sin (wt),
2 21

otrzymujemy:

Wil

Odpowiedz koncowa:

exp (A1) - [ 7o ] _ [ 7 cos (t) + 2 sin (w1) 1

Vo v cos (wt) — zow sin (wt)
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4 Uwagi

Wynik koncowy jest rozwigzaniem zagadnienia poczatkowego roéwnania oscylatora
harmonicznego:
i+ w?r =0,

zapisanego (uzywajac podstawienia & = v) jako uktad r.r.liniowych I rzedu:

(o e

i) =0l o) [0
dt|lv ]| |0 | —w? 0 v |
Poniewaz rozwigzaniem réwnania:
y=Ay,
z warunkiem poczatkowym y(0) = yq jest:
y(t) = yoe™,

analogicznie mozemy poprawnie napisa¢ rozwigzanie dowolnego uktadu r. linio-
wych I rzedu:

x1(t)
X—A-X, x=| =0
ea(t)
Rozwiazanie zagadnienia poczatkowego X(0) = X to:
X(t) = et X,

Dodatkowo, rozwigzanie zagadnienia wlasnego dla macierzy A dostarcza po-
staci transformacji, ktora sprowadza uktad réwnan do najprostszej postaci. Wpro-
wadzamy zamiast x(t),v(t) w ukladzie (10) nowe funkcje ((t),£(t) zgodnie ze

oo [9-[0 L[] @

Po wstawieniu do nowych funkeji otrzymujemy:

C+E=iw(C—¢)
iw( = &) = —w((+8).
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Dzielagc drugie z rownan powyzej przez iw i odejmujac/dodajac stronami otrzymu-

jemy: '
(=iw ¢
{§ =—iw & (12)

Funkcje ((t),£(t) nazywamy wspdlrzednymi normalnymi. W uktadzie (12)) powy-
zej, kazde z rownan rozwigzujemy osobno - uktad de facto zostaje ,rozbity” na
pojedyncze réwnania z jedng funkcjg niewiadomg. Wspotezynniki przy funkcjach
sq wartoéciami wlasnymi uktadu wyjsciowego. Postaé i transformacja cze-
sto sg ,,oczywiste”, co eliminuje potrzebe przeprowadzania calej zaprezentowanej
procedury.

andrzej.odrzywolek@uj.edu.pl http://ribes.if.uj.edu.pl/mechanika_klasyczna/



	Obliczenie wartosci własnych i wektorów własnych
	Obliczenie macierzy transformacji oraz do niej odwrotnej
	Obliczenie eksponenty macierzy
	Uwagi

