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7ZESTAW ZADAN 10

Zadanie 1.

Zbada¢ mate drgania uktadu pokazanego na rysunku ponizej. Punkt na goérze
jest zamocowany, a trzy identyczne masy m poruszajg sie po obreczy potaczone
sprezynami o statej k i dtugosci spoczynkowej [. Wyliczone mody drgan posortowac
zgodnie z rosnaca czestoscia, i podaé¢ przyjmujac najnizsza z nich jako jednostke.
Naszkicowaé sposéb w jaki poruszaja sie masy w kazdym z modéw. [Kotkin, Zad.
6.2]

Zadanie 2.

Zbada¢ male drgania trzech identycznych kulek na obreczy w sytuacji podobne;j
do tej z Zad. 1, ale teraz sprezyny sa naciagane wzdluz prostej taczacej masy.
Wskazaé¢ podobienstwa i réznice rozwigzania Zad. 11 Zad. 2.

andrzej.odrzywolek@uj.edu.pl http://ribes.if.uj.edu.pl/mechanika_klasyczna/



3 stycznia 2012 Mechanika klasyczna

Zadanie 3.

Zbada¢ mate drgania uktadu trzech mas na obreczy, w sytuacji gdy sa one
obdarzone identyczymi tadunkami elektrycznymi ) o tym samym znaku. Gérny
nieruchomy punkt takze posiada tadunek +@Q.

UWAGA: zadanie jest formalnie bardzo podobne do Zad. 1, ale nieco ucigzliwe
rachunkowo. Celem usprawnienia obliczern mozna przyjaé¢ pewne konkretne warto-
$ci wszystkich stalych (np. jeden), rozwigzaé cze$é ,macierzowq”, i przeskalowaé

wyniksi. m+Q
Zadanie 3: rozwigzanie

Zadanie nalezy rozpocza¢ od wybrania mozliwie wygodnych wspotrzednych
uogdlnionych. W tym wypadku ,dobra” wspotrzedng jest np. miara tukowa kata
ktory tworza masy z dowolnie wybranym punktem na obreczy. Naturalnym wybo-
rem punktu odniesienia jest ,gérna” masa nieporuszajaca si¢. Inny, jeszcze lepszy
wybor, to kat liczony wzgledem potozenia réwnowagi. Takie wspotrzedne nalezy
wybraé, jezeli tatwo z gory ustali¢ jakie beda potozenia rownowagi, czyli ekstrema
lokalne energii potencjalnej. W zadaniu, dosy¢ tatwe jest ,jodgadniecie”, ze mini-
mum lokalnym jest stan symetryczny, w ktérym masy sa roztozone w wierzchotkach
kwadratu wpisanego w okrag. Zjawisko spontanicznego tamania symetrii, wystepu-
jace nawet w prostych uktadach mechanicznych[] nakazuje ostroznos¢ w stosowaniu
takiego rozumowania. Mate drgania mozna bada¢ w otoczeniu kazdego minimum
lokalnego, i w ogdlnosci beda one inne.

Przyjmuje wiec, numerujac masy zaczynajac od nieruchomej (numer 0) w kie-
rynku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara. Podobnie definiuje katy ¢; odchy-
lenia od potozenia réwnowagi. Energia kinetyczna uktadu jest prosta do napisa-
nia, jako suma energii kinetycznych trzech identycznych mas poruszajacych si¢ po
okregu (T = L1w?):

T= ;mR2 (63 + 3+ 3) . (1)

1Zob. przyktady zadan ~ w artykule  prof. H. Arodzia w Fotonie:
http://www.if.uj.edu.pl/Foton/85/pdf/spontaniczne.pdf
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Aby obliczy¢ energie potencjalng musimy znac odleglosci d; ; pomiedzy wszyst-
kimi szescioma parami tadunkéw. Mozna to zrobi¢ korzystajac z twierdzenia sinu-

SOW:

d01 = 2R sin (¢1/2 + 7T/4)
doo = 2R sin (¢2/2—|—7T/2)

d(]g = 2R sin (¢3/2 + 37T/4)

d12 = 2Rsin <¢2 9 ¢1 + Z)

d23 = 2R sin <¢3 ; ¢2 + Z)
. - ™

d13 = 2R sin <¢3 9 ¢1 + 2>

lub twierdzenia kosinusow:

do1 = \/§R\/1 —cos (¢ + 7/2)

Zachodzi rownosé:
1 —cosa

:|sing]
2 2

(2a)

(2b)

(2¢)

(2d)

(2e)

(2f)

przy czym analizujagc male drgania mozna pominag¢ warto$é¢ bezwzgledna, bo kat

a zawsze jest w przedziale (0, 7).
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Postaé zawierajaca sinusy katéw poléwkowych wydaje sie znacznie prostsza do
rozniczkowania i ona zostanie uzyta w dalszych rachunkach. Energia potencjalna
catego uktadu to:

11 1 1 11
U=k 2<+++++>
Q dOl d02 d03 d12 d23 d13

i podstawiajac za d;; dostajemy wyrazenie zawierajace trzy wspotrzedne uogoél-

nione ¢, Pz, P3:

kQ? 1 N 1 1

2R sin (%4—%) sin (¢2/2+7r/2) sin (%4_31)
1 " 1 N 1

sin (252 4 1) sin (25% 1 1) sin (252 4 1)

U:

+

(4)

Teraz przystepujemy do mozolnej rachunkowo, ale nie stanowiacej wielkiego
wyzwania intelektualnego czedci: obliczenia drugich pochodnychP?| potencjatu w mi-
nimum, czyli dla:

¢1=0, ¢2=0, ¢3=0. (5)
Warunek konieczny na istnienie ekstremum to:
Wy oU
O 7 0py T O3
Jezeli poprawnie odgadneliémy wcze$niej minimum (stan symetryczny), to po-

chodne te beda rowne zero dla .
Pierwsze pochodne sa trywialne, i wszystkie majg postac:

0.

ou  kQ? 3. cos oy,

PIE e

Op1 AR = sin’oy

2Studenci powinni zdawaé sobie sprawe z faktu, iz tego typu obliczenia sa wspélczeénie w pelni
automatyzowalne. Wykonuje je np. Mathematica, na ktora IFUJ posiada licencje studencka. Jed-
nak problemy o trzech czy nawet czterech stopniach swobody wymagaja naprawde niewielkiego
wysitku, i sa wykonalne dla sprawnej rachunkowo osoby w czasie rzedu 1 godziny. Tego typu
zadania pojawiajg sie na kolokwiach i egzaminie. Praktyka pokazuje, ze znikomy odsetek oséb
nie radzi sobie z obliczeniami ,recznymi”, w sytuacji gdy bez problemu wykonuje je przy kom-
puterze. Na ogél obie umiejetnoéci ida w parze. W pewnych sytuacjach uzycie komputera jest
dosy¢ trudne pojeciowo, np. gdy musimy rozrdzniaé jawnie np. funkcje zawsze przyjmujaca war-
tosé zero, liczbe zero czy macierz zerowa. Na kartce, wszystkie te obiekty wygladaja identycznie,
a oczywiste (dla czlowieka, nie komputera!) przeksztalcenia wykonujemy naturalnie ,w glowie”.
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gdzie oy to katy zawierajace ¢, i wystepujace pod sinusem w . Podstawiajac
dostajemy, zgodnie z przewidywaniem, zero. Analogicznie obliczamy pozostate
dwie pierwsze pochodne:

-

1

%) cos (@ + 7

U k@2 [ cos(
091 4R _sinQ(

+ ) d3—¢1
+ %) sin? (@ + %) N sin? (@ + g) (6a)

)
)

rof S| ™

-

2

cos |5 + 7 cos (28292 4 ) ]
(252 +3)  cos(252 +13)
S (EE ) e (mm )|

oU B _kQ2 _cos<
dps AR _sin2 (

vl

+
+

NI
S

oU _kQQ cos (¢3 + %”) cos (L”g‘ﬁ? + g) N cos (ngm + 3 (60)
O3 4R | sin (% + %) sin? (@ + %) sin? (7‘1)3;‘1’1 + g)
Aby obliczyé drugie pochodne zauwazamy, ze:
d [cosa 1+ cos’
— =" =) 7
da (sin2 oz) sin® o f(e) (7)

Pochodna funkeji wewnetrznej to zawsze +1/2, wiec obliczenie drugich pochod-
nych czastkowych sprowadza sie do przepisania odpowiednich sktadnikéw pierw-
szych pochodnych z odpowiednimi znakami. Drugie pochodne, zapisane za pomoca
funkcji f sa rowne:

32U_ kQ2 ¢1 ¢2 ¢1 ¢3—¢1 ™ ]
w—mf@ )”( >ﬁ%2 U) (82)

U kQ? b2 ¢a —
g = sn (5 05) (D) (Pee )] o
o’U  kQ? ¢3 7T ¢z — ¢z — ¢1
w{wﬁ%z4%4 ) ( )1@@
PU k[, (-6
96100, ~ sR |” ( -+ 4) (8d)
o’U kQQ G3— o T
905005~ 8R |/ ( * 4> (8¢)
U _ kQ2 Ps—r T
9000, sk | ( 5 2)_ (81)
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Pochodne mieszane sg sobie oczywiscie rowne:
orU U orU U o*U U
Op30¢1  0010¢3"  O0p30py  0p0h3’  0pe0h1  Dp10dy

Celem obliczania drugich pochodnych jest wyznaczenie elementow macierzy:

22U *U _o0*U
967 991062 961965
_ 0°U 92U 22U
J = 092061 043 092063 (9)

9%U 9%*U 9*U
0¢30p1  O0p30p2 o3

w minimum lokalnym (). Wstawiajac odpowiednie pochodne czastkowe do-
stajemy:

ko2 | 2/ (/4 + f(7/2) —f(m/4) —f(m/2)
J =35 —f(m/4) f(m/2) +2f(m/4) —f(m/4)
—f(7/2) —f(m/4) f@Bm/4) + f(m/4) + f(7/2)

(10)
Z definicji funkcji f @ mamy:

flr/4) =3V2, f(r/2)=1, [f(3n/4)=3V2.

Ostatecznie, macierz formy kwadratowej energii potencjalnej w przyblizeniu
matych drgan to:

kQQ 6\/§+ 1 _3\/§ —1
J =35 -3v2 6v2+1 -3v2 |. (11)
—1 -3v2 6v2+1

Macierz formy kwadratowej energii kinetycznej jest w tym przypadku bardzo
prosta (proporcjonalna do jednostkowej) i jej otrzymanie nie wymaga Zadnychﬂ
obliczen:

K = mR?

o O =
O = O

0
0. (12)
1

3 Mozna podaé na macierz K wzér analogiczny do @:

o*T T 2°T
09?2 0¢10¢2  0¢10¢3
ko | 2. er  _or
- 0¢20¢1 93 0¢20¢3
22T 22T T

dh30¢1 0302 942

Powyzszy wzér ma praktyczne znaczenie jedynie przy pisaniu programu automatycznie rozwia-
zujacego problem malych drgan np. w Mathematice.
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Obliczenie macierzy i stanowi ,kamien milowy” na drodze do uzyska-
nia rozwigzania. Od tego momentu zadanie staje sie de facto zadaniem z zakresu
algebry liniowej. Dla porzadku podaje funkcje Lagrange’a w przyblizeniu matych
drgan:

1 . . . (;:51 1 o1
£MD:§ [P1, 02, 03] 0 Ko | 2 -3 (61, P2, P3| 0 T © | o
¢3 ¢3

gdzie  koteczko” oznacza zwykte mnozenie macierzy. Inny réwnowazny sposob
zapisania f. Lagrange’a:

Lap = Z > (Kijdid; — Tiynds)
=1 j5=1
Teraz nastapi mata ,dygrasja” tj. wyprowadzenie réwnan dla malych drgan.
Nie potrzeba tego robi¢ kazdorazowo, normalnie od razu wypisujemy uogolniony
problem wtasny dla macierzy K i J. Przypominam, ze sg to macierze symetryczne
(jako liczone z pochodnych czastkowych). Wypiszemy teraz réwnania Lagrange-
Eulera:

oL 1 2 . A 1

2= | = YN Kydidy | = 5 > Ky (S +0s0] = = Z@KWZ@ i
agbk a 2 i=1j=1 2 i=1j=1 2

3 .
=Y oKk
i=1
Analogicznie dostajemy:
OLup >
= iTik-

Roéwnania Lagrange-Eulera:

d (aﬁMD> _ 9Luw
0oy, by
przyjmuja postac:

3 3
Z Ol = — Z GiTik (13)
i=1 i=1

lub zapisujac (13|) w postaci macierzowe;:

o1 b1
Kol ¢y | ==To| ¢ |. (14)
¢3 ¢3
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Roéwnanie to uktad jednorodnych réwnan rézniczkowych liniowych zwyczaj-
nych drugiego rzedu. Standardowa procedura jego rozwigzywania to podstawienie:

le (t) = Alei“’t, qbg (t) = Ageiwt, Q§3 (t) = A36iwt, (15)

gdzie Ay to pewne stale. Wstawiamy do , pamietajac, ze rozniczkowanie
exp (iwt) po czasie to po prostu mnozenie przez iw. Otrzymujemy:

A A
_w2eiwtlc o A2 — _eiwtj o A2
As As

Skracajac przez eksponente i przenoszac wszystko na jedng strone otrzymujemy
algebraiczny uktad réwnan liniowych jednorodnych:

A
(—w2 K+ j) o A; = 0. (16)
Az

Normalnie pomijamy wyprowadzenie i przeskakujemy od razu tutaj. Wsta-

wiamy (12]) oraz do , oznaczajac dla wygody w? = )\ i przestawiajac
czynniki:

kQ? 6vV2+1 —3v2 —1 100 Ay
B -3v2 6v2+1 —-3V2 | = MmR> |0 1 0||o| Ay | =0.
-1 -3v2 6v2+1 00 1 A
(17)
Aby uprosci¢ notacje, zauwazamy ze:
A ( w >2 o kQ?
— =, zie: wy = .
Lo wo 0 8mR3
Dlatego od tego momentu obliczenia wykonujemy dla:
6v2 41—\ —3v2 -1 Ay
-3v2  6V2+1-) —3v2 o| Ay | =0, (18)
~1 -3v2  6vV2+1-2A As

pamietajac, ze czestosci wiasny sa w jednostkach, w ktorych wy = 1.
Réwnanie charakterystyczne (czyli wyznacznik macierzy w (|18))) ma postac:

AP — 3(6v/2 4 1)A? + 36V/2)\ + 182\ — 6(38v/2 + 24) = 0. (19)
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Jego rozwi@zanidﬂ to:
1 1
A = 5(1+12f—\/145), M =2+6v2, N=g (1+12v2+ V145).

Przypominam, ze czestoéci wlasne (drgan) to v/\,. Wstawiajac kolejne wartosci
wtasne do i rozwiagzujac utad réwnan na A, As i As, otrzymamy wektory
wlasne:

do wartos$ci wlasnej \; ~ 2.96:

A 1
Ay | = | =173+ V145
Az 1

A, 1
A =1 0
As 1

A 1
V145-1

Ay | = V3

As 1

4Biorac pod uwage fakt, iz malo kto zna np. wzory na rozwiazanie réwnan 3 stopnia, otrzy-
manie tego wyniku jest wysoce nietrywialne za pomoca ,dlugopisu i kartki”.
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