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U(Xx)

Rysunek 1: Potencjal wynikajacy z tresci zadania 1. Zaznaczono takze punkty powrotu dla ruchu
7 energia F.

KoLoKkwiuM 1

Zadanie 1.

Zbadaé szczegdétowo ruch koralika o masie m poruszajacego sie¢ po prostym precie, jezeli
koralik zostal przymocowany do sprezyny o dlugosci zero i wspotczynniku sprezystosci k, a sama
sprezyna do niewazkiego, nierozciagliwego, wiotkiego sznurka o dlugosci L. Drugi koniec sznurka
zostal umocowany w pewnym punkcie preta. Zakladamy, ze sznurek nie wplywa na ruch az do
momentu w ktérym zostanie w pelni wyprostowany.

Zbadaé¢ charakter ruchu. W przypadku ruchu periodycznego wyliczy¢ okres w zaleznosci od
energii.

Rozwigzanie zadania 1.

W obszarze —L < x < L na koralik nie dzialaja zadne sily, co znacza, ze potencjal U(z) =
const. Przyjmujemy U = 0; dodanie stalej nie wplywa na réwnania ruchu. Dlax < —L orazx > L
potencjal jest typu U(z) %kx2 (oscylatora harmonicznego), ale odpowiednio przesuniety o £L.
Caly potencjal mozna zapisa¢ wzorami:

sk(z+ L) dla z<-L
U(x)=140 dla. —L<O0<KL (1)
Lk(x—1L)? dla z>1L
Wykres potencjalu pokazano na Rys.

Dla energii F = 0 koralik spoczywa w pewnym punkcie o wspélrzednej —L < xo < L. E =0
jest minimalng dopuszczalnag wartoscia energii. Dla F > 0 ruch jest skonczony i odbywa sie w
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obszarze 1 < x < o, gdzie punkty powrotu x, = x1 2 Wyznaczamy z zasady zachowania energii:

1
§m3'32 +U(x) = E. (2)
W punktach powrotu predkos$é jest réwna zeru (& = 0). Rozwiazujac réwnanie:
U(z12) = E, (3)
czyli:
1
§k(x1 +L)?=E, da z<-L (4a)
oraz )
§k(x2 ~L)?*=E, da z>1L, (4b)
otrzymujemy:
2F .
ry=—L— - bo z1+L <0, czyli +/(x1+L)?2=—(z;+L); (5a)
oraz,
2F .
To =L + e bo xo—L >0, czyli (xa+ L)2 =29+ L. (5Db)

Punkty powrotu mozna zapisaé razem:

[2F
1,2 = + <L+ k) ,

co odzwierciedla symetrie (parzysto$é) potencjatu U(z): ruch dla x < 0 jest odbiciem ruchu dla
x> 0.

Ruch w potencjale U(x) jest skonczony dla kazdej wartosci energii E > 0, gdyz dla © — +o0
U(z) — co.

Aby narysowaé krzywe fazowe mozna postapi¢ dwojako. Jeden ze sposobéw, to narysowanie
krzywej zadanej w postaci uwiktanej na podstawie zasady zachowania energii . Oznaczajac
predkos¢ & = v, mamy: .

§mv2 +U(z)=F,

na plaszczyznie (z,v).
Dla E = 0 istnieje nieskonczenie wiele punktéw spoczynku ukladajacych sie na odcinku
—L<z< L,v=0.Dla E >0, wobszarze —L < < L mamy U(z) =0, a wiec:

[2F
v = +4/ — = const,
m

czyli linia prosta réwnolegta do osi Oz. Dla x > L dostajemy:

2 2
Rl 70 R (RCI
V2E/k V2E/m ’
czyli réwnanie elipsy (a konkretnie jej prawej poléwki) o srodku (L, 0) i pélosiach /2E/k, \/2E/m.

Analogicznie dostajemy réwnanie dla x < —L.
Ostatecznie trajektoria ,fazowa” dla pewnej energii F wyglada jak pokazano na Rys.
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Rysunek 2: Trajektorie fazowe dla zadanego problemu.
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Inny spos6b to narysowanie pola wektorowego otrzymanego w nastepujacy sposéb. Réwnanie

ruchu: o (x)
T
- a],‘ ) (6)

ktore jest r.r. zwyczajnym II rzedu, przepisujemy (obnizamy rzad) jako uktad dwdch réwnan I
rzedu wprowadzajac predko$é v = & (ewentualnie ped p = mo) jako nowsa funkcje. Otrzymujemy

uktad réwnan:
0= L oU (x)
o (7
T

= .

mx =

Prawa strona wyznacza pewien wektor (pole wektorowe) okreslony w kazdym punkcie plasz-
czyzny (z,v). Rysujac te wektory (np. jako strzalki) otrzymamy wykres, ktéry daje dobre wy-
obrazenie o rzeczywistym przebiegu trajektorii fazowych.
Pole wektorowe ma postaé:
{z,v} = {v,a(z)}, (®)

gdzie ,przyspieszenie” a to:

Obliczamy:

—k(zx+ L) dla < —-L

alz) = — =<0 dla —L<0<L (9)
—k(z—L) dla z > L.

Dla —L < z < L pole wektorowe przyjmuje postaé:

{z,v} — {v,0},

czyli sa to wektory réwnolegle do osi Oz, o dlugosci v (im dalej od osi, tym dluzsze), powyzej
osi Oz skierowane w prawo, a ponizej w lewo.
Dla & > L najprosciej rozpatrzy¢ pole wektorowe na osi Ox (czyli dla v = 0):

{z,v} = {0,—k(x — L)}.

Wektory sa skierowane pionowo w dél, a ich dtugos$¢ rosnie liniowo z x zaczynajac od zera dla
x = L. Analogicznie badamy przypadek x < —L. Brakujacy obszar wypelniamy tak aby otrzymac
szkic pola wektorowego, ktore powinno by¢ ciagte.
Pozostaje obliczenie okresu ruchu periodycznego w zaleznoéci od energii E. W tym celu
wykorzystamy zasade zachowania energi . Wyliczmy #:
dx 2(E-U(x))

L= — =
t m

Powyzsze zapisujemy jako:
dx

2E—U))

dt =

i catkujemy od lewego punktu powrotu x; do prawego o . Wynik calkowania mnozymy przez
dwa, zgodnie z definicja okresu T' (czas po ktérym uklad wraca do stanu wyjsciowego):

+(L++/2E)
T=2 o de (10)

/ [2(B—U@)
7(L+,\/¥) m
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Rysunek 3: Pole wektorowe (8)). Uzyto VectorPlot (po lewej) i StreamPlot (po prawej) w Ma-
thematice.

Catke mozna obliczyé bezposrednim rachunkiem, lub wykorzystaé¢ argumentacje ,,fi-
zyczng” . Metoda ,sitowa” wymaga rozbicia na trzy calki:

T:2(I1a+12+_[1b), gdzie:

’ d
Ila = / - ’
2(E—% k(a+L)?)

—(L+y/3%5) m

d
122/ Y bo Ul)=0, dla—L<z<L,

oraz
Iy = e, ze wzgledu na parzysto$é potencjalu: U(z) = U(—x).

Pewnego wysitku wymaga jedynie obliczenie calki I1,. Podstawiamy:
1
5]{(3: +L)? =u, xz(z+ L)dr = 2udu.

Catka nieoznaczona jest rowna:

o 2/ du__ _ marcsinu—\/ﬁarcsin\/k(x—i—L)
Vevar) VE—w2 Vk VE VK 2E '

Catka oznaczona I, wynosi wigc:

L
/ [k
I, = %arcsin ﬁ(x—l—L)
—L—+\/2E/k

Catka I jest calka z funkcji statej, czyli:
[ m
I, =2L 25"
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Rysunek 4: Okres ruchu periodycznego w zaleznodci od energii (11)).

/m [ m

Wynik mozna de facto napisaé bez zadnych obliczen. Jego pierwszy skladnik, to po prostu
okres oscylatora harmomicznego, ktéry jak wiadomo nie zalezy od energii, natomiast drugi to
czas niezbedny do pokonania dystansu 4L ze staly predkoécia mv?/2 = E. Wykres funkcji
prezentuje Rys. [4]

Ostatecznie, okres wynosi:
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Zadanie 2.

Punkt materialny o masie m = 1 porusza si¢ w przestrzeni tréjwymiarowej w polu sit o po-

tencjale:
/ 1 .
U=—a*/1+ ok gdzie: a=1. (12)

Zbadaé jakosciowo charakter ruchu w zaleznosci od kretu i energii. Wyznaczy¢ zaleznosé promie-
nia orbit kolowych od okresu obiegu po nich. Obliczy¢ okres malych drgan radialnych przyjmujac
parametry orbity kotowej jako punkt odniesienia.

Rozwiazanie Zad. 2.

Potencjal U zalezy tylko od odleglosci od centrum, tj. ruch odbywa sie w polu sity centralne;.
Ruch taki jest ograniczony do plaszczyzny (prostopadlej do wektora momentu pedu), co wynika z
niezmienniczo$ci Lagrangianu ze wzgledu na dowolne obroty i tw. Noether. Lagrangian nie zalezy
jawnie od czasu, czyli takze energia jest zachowana. Dalszy rachunek wykonamy wprowadzajac
na plaszczyznie standardowe wspélrzedne biegunowe (r, ¢):

x(t) = r(t) cos 6(t)
y(t) = r(t) sin (t).

Przypominam, ze r(t) > 0. Latwo pokazaé, ze we wsp. biegunowych energia kinetyczna wynosi:

_1 .92 .2_1 .2 272
T—im(m +y)—2m(r —i—r(b).

Funkcja Lagrange’a we wsp. biegunowych ma wigc postac:

. 1 . 1
Liryi6,0) =T = U = 3m (2 +7%6?) +a* \[1+
r
Na poczatku powinno sie naszkicowaé wykres funkcji U(r), co da pewne wyobrazenie o moz-
liwych ruchackﬂ Obliczamy:
lim U(r) = —a?, lim U(r) = —oo0.

r—00 r—0t
Funkcja U(r) nie posiada miejsc zerowych, a jej pochodna:

dU a?

S
dr r3,/1+1/r2

Potencjal U(r) roénie wigc monotonicznie od —oo w zerze, do —a
U = —a? jest jej asymptota pozioma. Wykres pokazuje Rys.

Wykres potencjalu U(r) wystarcza aby zbadaé ruch radialny, tj. ¢ = const, odpowiadajacy
zerowemu momentowi pedu J = 0. Ruch taki jest skoficzony dla energii E < —a?, przy czym
dochodzi do spadku na centrum (r = 0). Dla E geq — a® ruch jest nieskoficzony, i takze prowadzi
do spadku na centrum.

Aby zbadaé¢ ruch z niezerowym momentem pedu, nalezy wykorzystaé zasady zachowania
energii i momentu pedu (Zobacz: Kotkin, Rozw. Zad. 2.1, str. 70-76), ktére mozna szybko wy-
prowadzi¢ z Lagrangianu, co teraz zrobimy.

2 w nieskoficzonoéci. Prosta

INp. gdyby okazalo sie, ze U(r) monotonicznie maleje, to ruch skoficzony nie bedzie mozliwy, a wiec takze np.
orbity kotowe.
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u(r)

N

Rysunek 5: Wykres potencjatu U(r) = —a?y/1 + 1/r2. Zaznaczono punkt powrotu dla ruchu z
J =0 (zerowy moment pedu).

Obliczamy na poczatek wszystkie cztery potrzebne pochodne czgstkowe.

oL ‘9 a? oL
— =mr¢ , —— =mr
or 1+ L or

B—E =0, B—E = mr?

¢ ¢

Réwnania Lagrange-Eulera w jawne]j postaci zwykle nie sa potrzebne. Z pochodnych wzgledem
¢ 1 ¢ wynika, ze:
d . :
T (mr%ﬁ) =0, czyli: mrip = const =J.
Réwnanie to wyraza II prawo Keplera, ktére pozostaje stuszne w dowolnym polu centralnym,
gdyz wynika z zasady zachowania momentu pedu. Znak J nie ma istotnego znaczenia w takim
polu, okresla tylko czy ruch wokdl centrum odbywa si¢ zgodnie (Jj0) czy przeciwnie (J;0) do
ruchu wskazdwek zegara.
Zasada zachowania energii, w postaci wynikajacej wprost z tw. Noether ma postac:
0L oL
¢p—+r——-—L=F
0 or
lub po prostu:
T+U=E.

Ostatecznie otrzymujemy uklad rownan, ktory ma decydujace znaczenie w analizie ruchu:

mrid =J (z. z. momentu pedu)
im (7*2 + r2<i>2) —a?y/14+ 5 =FE (2. z. energii [mechanicznej]).
Podstawiajac w drugim réwnaniu (z.z energii):
; J
b=

b
mr?
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otrzymujemy:

1
§m7‘2 + Ueff(T) =F.

Przez U.yy oznaczyli$émy potencjal efektywny:

J? [ 1
Ugff(r) = r? —a?4/1 + ﬁ

Zbadanie przebiegu funkeji (w tym naszkicowanie wykresu) Ues¢(r) w zaleznosci od parame-
tru J stanowi gléwna trudnosé i ,rdzen” kazdego typowego zadania dot. pola centralnego. Dla
dalszej analizy potrzebne bedzie takze asymptotyczne zachowanie si¢ U(r) w zerze i nieskon-
czonosci, a konkretnie jego poréwnanie z ,potencjalem odsrodkowym” J?/(2mr?). Na potrzeby
zadania wystarczy zauwazyé, ze dla r < 1 mozna pominaé 1 pod pierwiastkiem, gdyz 1/72 jest
bardzo duze:

2
U(r) ~ —a*\/1/r2 = .
T

Dla r > 1 wystarczy przyjaé, ze:

1
U(r) ~ —a? (1+ 22) (bovV1+e~1+¢€/2).
r
Widaé, ze dla 7 — 0 dominuje ,odérodkowa” czeéé potencjatu (bo 1/r2 > 1/r dlar < 1) ,
natomiast dla r — oo czes¢ pochodzaca od pola sit lub czesé ,jodsrodkowa”, w zaleznosci od J
(lub A). Mozna to formalnie zapisaé (czy tez obliczy¢) jako:

liH(l) Ueps(r) = +o0, lim Ueps(r) = —a® — 0.

Granice powyzej nie zaleza od J. Wiemy wiec, ze wykres Uey; W pewien sposéb przechodzi od
+o0o do —a?. Musi istnieé punkt przeciecia ro (jeden lub wiecej) z osia poziomeﬂ Rozwiazujemy
réwnanie Ugpp = O:
J? 9 1
—— =a"4/1+ —=.
2mr2 + r2

Podstawiamy \ = J2/a%/m, wyciagamy a? i dostajemy:

A
22 r2’

Podnoszac obustronnie do kwadratu rozwiazujemy réwnanie kwadratowe o niewiadomej z =
1/r3, co daje (rozw. ujemne odrzucamy):

1 2 —
rg A
po obliczeniu odwrotnosci (,odwréceniu utamka”) i usunieciu niewymiernosci z mianownika do-

stajemy: )
r2=-(V1+ X2 -1).

2

Powyzsze wyrazenie jawnie pokazuje, ze punkt przeciecia przemieszcza sig od r ~ A/2 dla A < 1
do nieskoficzonosci, w przyblizeniu liniowo ze wzrostem A (a wiec J2).

2Ewentualnie osobliwo$é, co mozna w tym przypadku wykluczyé, gdyz dziedzina Ueys to ewidentnie r > 0.
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Przystepujemy do zbadania monotonicznosci i ekstreméw. Pochodna potencjatu efektywnego
Wynosi:

dUesp  a® L,

dr r3 1+ %2

Warunek konieczny na istnienie ekstremum to zerowanie si¢ pierwszej pochodnej. Rozwiazujac
réwnanie otrzymujemy (ponownie odrzucamy ujemne):

A 1
Tmin = —F———, odna postacé: 1 = —.
T T TR LW
Rozwiazanie istnieje tylko dla 0 < A < 1. Dla A > 1 pierwsza pochodna jest zawsze ujemna, czyli
U. s monotonicznie przechodzi od +oo, przecinajac o§ w r = rg i dazac do —a? od goéry. Aby
definitywnie ustali¢, ze w r,,;, faktycznie jest minimum, obliczamy druga pochodna;:

dQUeff _ a72 1
dr? 76 o

Dla r = 7y, otrzymujemy (wyrazenie w nawiasie okraglym powyzej wynosi zero, bo jest to
warunek zerowania sie pochodnej):

d?Ueyy

3
1
5 :a2<_)\> >0 dla 0<A<1.
.

A

T=Tmin

Obliczamy jeszcze Ueff(Tmin) celem wyznaczenia dopuszczalnego zakresu wartosci energii:

a2 (1 9
UEff(Tmin) = ) 2 + A ) =Enin < —a”.

Dodatkows informacje mozna tez uzyska¢ badajac zachowanie si¢ U,y w nieskonczonodci:

1- )
U, ~_—g?(14+4—").
74 (r) a(+ QTQ)

7 powyzszego widaé, ze potencjal efektywny zbliza sie do asymptoty —a? od dotu dla A < 1, i
od géry dla A > 1. Dla A = 1 potrzebne jest rozwiniecie do wyrazéw czwartego rzedu.

W potencjale efektywnym dla mozna analitycznie wyznaczy¢ punkty powrotu, dwa dla —x =
E/a? < —1,ijeden dla —k = E/a? > —1. Dla k > 1 dostajemy:

V1—=2A+ A2 £ (1 — KA

2= 2(k% — 1)

Wyznaczenie promienia orbity kotowej jest réwnowazne szukaniu ekstremow pot. efektyw-
nego, co zostalo juz zrobione. Okres obiegu po orbicie kolowej wynosi:

2 . J

=W = = —
Torb ¢ mr?

gdzie nalezy jeszcze wyrugowaé J, aby otrzymaé zwiazek pomiedzy T a 1y, zastepujacy III
prawo Keplera w tym polu.
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O<a<1 A=z1
U un

B 1 e R e

Rysunek 6: Wykres potencjalu efektywnego Ueyf(r), dla dwoch istotnie réznych zakreséw para-
metru A = J2/a?/m. Przypadek dla J = 0 (ruch radialny) zostal rozpatrzony wczesniej. Radialny
obszar ruchu z energia E zostal zacieniowany.

Mozna postapi¢ w inny sposéb, wygodny jezeli jedynym zadaniem jest wyznaczenie orbit
kotowych. Obliczmy sile (zawsze radialna w polu centralnym):

FT:_dU(r):_ a®

dr r3y/1+1/r2
Na orbicie kolowej sila ta jest rownowazona przez site odérodkowa (Foq + F, = 0):
Foq = mchr7
co ostatecznie daje:
9 a?/m
WORB T 3T 5
Tmin 1+ Tmin
Na koniec pozostaje wyznaczenie okresu malych drgan radialnych. Czesto$¢ malych drgan
Wynosi:
d2Ueff
dr?

k
Whap = g gdzie: k=

T=Tmin

Potrzebna druga pochodna zostata juz wczesniej obliczona, i otrzymujemy wynik:

a’® (1 3

Aby poprawnie okredli¢ (jakosciowo) ksztalt toru, musimy ustali¢ ktéry z okreséw: radialny czy
orbitalny jest wiekszy. Przepisujemy czestosé orbitalna worp jako:

a1 (1 ?
w?)RB:EX (/\—A) )

TraD 1

Tore V1- X2

1 otrzymujemy:
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2/m/a2=A=1/4, —k=E/a2=3/2

-—Fy

P

_rz 1

n"'ffZ*"”“‘

Rysunek 7: Przyktadowa orbita w ruchu skonczonym przestrzennie.

Poniewaz warunkiem istnienia ruchu skonczonego jest A < 1, widaé, ze w przyblizeniu malych
drgan:
Trap > Tors-

Orbity maja wiec ksztalt lekko zakrzywionych krzywych (Rys. , bo wiecej czasu jest potrzebne
na przejécie od r1 do 72 i z powrotem, niz na wykonanie pelnego obrotu wokét centrum pola.
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Zadanie 3.

Dany jest Lagrangian:
22 + @2
L(z,2) = - 13
(e,8) = T~ (13)

Znalez¢ wielkos$¢é zachowana wynikajaca z niezmieniczosci wzgledem symetrii skalowania. Roz-
wiazaé rownania ruchu z warunkami poczatkowymi:

a takze z warunkami brzegowymi:

Rozwigzanie Zad. 3.
Symetria skalowania polega na pomnozeniu funkcji x(t) przez dowolna liczbe A # 0:
x(t) = Az (t). (14)

Pochodna po czasie transformuje sie analogiczne, co wida¢ np. poprzez obustronne zrézniczko-
wanie (|14):
z(t) = Az (t).

Funkcja Lagrange nie zmienia si¢ pod wplywem :

a? +d2 NE N B4

L(z,z) =

rd AZAE i
Transformacje zapisujemy jako:
2(t) = E(t) + e (t),

a transformacja do niej odwrotna dla € < 1 to:

t
#(t) = lxi)e ~ (t) — ex(t)
Generatorem transformacji jest wiec:
G(x) = —x.
Zgodnie z tw. Noether, wielkoScia zachowana jest:
oL
— =C.
T oi

Obliczamy wymagane pochodne czastkowe, i dostajemy:

2@ — (2 + i?)z

€T Gy = (})2 ' (15)

Wykorzystamy do znalezienia rozwiazania ogélnego réwnan Lagrange-Eulera (ktérych
nie potrzebujemy w jawnej postaci). Przepisujemy:

é—ilnfv(t)—é
x  dt RV ek
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czyli:

Inx(t) = +Cy —  x(t) = Cyel/VIFC,

t
VI C

Dla zadanych warunkéw poczatkowych dostajemy:

2(0)=Cs=1,C=1- @Eg;)zo,

czyli:
z(t) = €.

Dla zadanych warunkéw brzegowych dostajemy:
2(0)=Cs =1, =z(1)=e/VIHC =2

czyli:
x(t) = 2 = 2t

Inny sposdd rozwiazania, to wypisanie r. Lagrange-Eulera i ich rozwiazanie poprzez obnizenie

rzedu:
d (0L oL 2 9
G (0L _OL 2 . iy _g
dt (89'6) or — 8 =) =0,
dr = i?,
podstawiamy:
T=v i—@—d—vd—x—d—vv
o T dt dxdt dx
co daje:
d d
w_ —$7 czylii:: Inv=Inz+4+Cy, wv(zx)=Cor &= Cha.
v T
Ostatecznie:

x(t) = Cze?!,

Jeszcze inny sposéb to skorzystanie z zasady zachowania ,energii”:

x% — L =const = E,
oz
co daje réwnanie bardzo podobne do (15)):
22— E.
&
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