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Zadanie 1.
Rozwigzanie zadania 1.
Zadanie 2.

Funkcja Lagrange’a uktadu o czterech stopniach swobody pokazanego na ry-
sunku ponizej:

ma, postac:
L=T-U
gdzie:
1 . : . .
T = §m(xf+x§+x§+xi)
oraz:

1
U= §k‘ [l’% + (l’l — $2)2 + (1’2 — .T3)2 + (LL’3 — x4)2 + l’ﬂ .

Wyznaczy¢ mody wtasne i czestosci wlasne drgan. Podaé jawnie wyrazenie
opisujace rozwigzanie ogolne réwnan Lagrange-Eulera dla podanego uktadu.

Rozwigzanie zadania 2.

W pierwszym kroku szukamy potozenia réwnowagi. Obliczamy pierwsze po-
chodne czastkowe energii potencjalnej U(xy, zo, T3, T4):

ou

87371 = k(2$1 — I'Q) (la)
ou
871‘2 = —k(lj — 21’2 + 1'3) (1b)
ou
785(]3 = —k)(ZL’Q — 2x3 + I4) (1C)
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ou
0y
Ewidentnie, potozeniem réwnowagi sa rozwiazania zerowe. Funkcje x;(t) opisuja
wiec odchylenie od potozenia réwnowagi. Zaréwno rysunek jak i Lagrangian poka-
zuja, ze male drgania sa w tym przypadku takze rozwiazaniem ogoélnym rownan
Lagrange-Eulera.
Aby wyznaczy¢ macierz formy kwadratowej mozna policzy¢ drugie pochodne
czastkowe w potozeniu réwnowagil lub po prostu odczytaé je z wyrazenia na U.
Macier4’] ma postaé:

2 -1 0 0
-1 2 -1 0
J=Fk1 0o -1 2 1| (2)
0 0O -1 2
Analogicznie, macierz energii kinetycznej to:
1 000
01 0O
K=m1401 0 (3)
0 0 01
Funkcje Lagrange’a mozna zapisa¢ macierzowo korzystajac z IC i J jako:
1 - |
‘C:f T-/C~q—*qT".7'q7 (4)
2 2
gdzie:
(1)
. IEz(t) T _
q= l’g(t) , Q= ( xl(t)’ $2(t)a $3(t)a $4(t> )

z4(t)
Rozwigzania poszukujemy w postaci:

x1(t) = Ayexp (iwt), wo(t) = Agexp (iwt), x3(t) = Agexp (iwt), x4(t) = Agexp (iwt),

(5)

co mozna zapisa¢ w postaci macierzowe;j:

ezwt = A@ZWt.

"W tym zadaniu pochodne te sa po prostu statymi.
2 Jej wyznacznik wynosi 5k co jest wicksze od zera i pokazuje, ze faktycznie mamy prawdziwe
minimum w rozwazanym punkcie (a nie tylko ekstremum).
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Wstawienie do rownan Lagrange-Fulera daje:
(—w2IC + j) Ae™t = 0.

Rozpisujac jawnie macierze K i J (2) otrzymujemy uktad jednorodnych réwnan
algebraicznych:

1000 2 —1 0 0 A
o100 12 —1 0 A |
mol g oo | TR 0 12 A, | =0 O
000 1 0 0 -1 2 A,

Uktad réwnan @ ma nietrywialne (czyli rézne od zera) rozwiazania tylko jezeli
jego wyznacznik jest rézny od zera. Oznaczaj@cﬂ:
_mw?

A=— (7)

dostajemy rownanie charakterystyczne:

2—-X -1 0 0

Obliczamy wyznacznik rozwijajac wzgledem pierwszej kolumny:
2—-X -1 0 0

Det -1 2-Xx -1 0 _

0 -1 2= 0 -1 2=

e (24 1 - -1 0 2-x -1\ _
= (A 2)Det< 1 2_)\>+(2 A)Det(_l 2_)\>—Det< 1 2_>\>—

= (A =22 |(A =22 -1 -2 -2 +1.

Otrzymalidémy réwnanie charakterystyczne 4 stopnia:

(A=2?[A=22—1]-2(A-2*+1=0. (9)

3W praktyce po prostu wstawia si¢ k = 1 oraz w = 1, pamietajac, ze czestoéci wlasne uzyskamy
w jednostkach wg = y/k/m.
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Rozwigzanie rownania @D jest w tej postaci tatwe, ale jego postaé koncowa zalezy
od sposobu wykonania rachunkéw. W postaci rozwiniete;j:

A8\ 2102 —200+5=0

rownanie wyglada na bardzo skomplikowane. W podobnej sytuacji nalezy probo-
waé faktoryzowacﬂ lub innym sposobem obliczy¢ wyznaczniki.

W postaci @D zadanie jest utatwione. Przyktad ten pokazuje, ze wyprowadza-
jac réwnanie charakterystyczne nie nalezy zbyt wcze$nie wymnazaé¢ nawiasow.
Podstawiamy w réwnaniu ([9):

w=(-22
i otrzymujemy réwnanie kwadratowe:
w? —3w+1=0,
ktorego rozwigzanie to:

3+v5

w = )

2
Rozwigzania r. charakterystycznego @ to:

(10)

Rozpisujac wszystkie cztery mozliwe kombinacje +, i usuwajac niewymierno-
écﬂ dostajemy:

34v5  3- 5

A =2— V5 = V5 ~ 0.38 (11a)
> 2

PN R CI Ek CRUP (11b)
> 2

Nom 24225 _3EVE o6 (11¢)

2 2

4Korzystajac ze wskazowki, dostajemy:

AT —8A3 £ 2107 — 20\ +5 = (A —3A + 1)(\? — 5A +5).

SPrzyktad: podstawiamy: /6 + 2v/5 = /a + Vb, podnosimy obustronnie do kwadratu, otrzy-
mujemy uktad réwnan a + b= 6,ab =5, czyli a = 1,0 = 5.
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3+v5  5+4V5
2 2

Przystepujemy do obliczenia wektoréw wlasnych. Zaczynamy od najmniejszej
wartodci wtasnej A\, ktérg wstawiamy do @ (pamietajac o oznaczeniu ):

A =2+

~ 3.62 (11d)

6 -1 0 0 A

-1 ¢ -1 0 A |

0 -1 ¢ -1 4, | 7Y (12)
0 0 -1 ¢ A,

gdzie, dla elegancji wprowadzono ,ztoty podzial”:

1+/5
b= +2\/_‘

Musimy rozwiaza¢ uktad réwnan:

PpA; — Ay =0
—A1+ ¢Ay — A3 =0
—Ag 4+ A3 — Ay =0
Az — A, =0

Podstawiajac Ay z pierwszego oraz A4 z ostatniego rownania dostajemy:

—A1 4+ ¢*A) — pA; =0
— A+ ¢* Ay — Ay =0

czyli:

A
A4:¢A1—¢1=A1<¢—;):Al,
bo:
1 1+45 2

JE— — =1
¢ 2 1++5
Ostatecznie, przyjmujac np. A; = 1 otrzymujemy pierwszy z wektoréw wta-
snych:

1
3—Vh
V1: z ) AIZ 2
1

(13)
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Analogicznie wykonujemy obliczenia dla A,.

-1/ -1 0 0 Ay
-1 -1/ -1 0 Ay |
0 -1 -1/¢ -1 As | 0 (14)
0 0 -1 =1/¢ Ay
Po rozwigzaniu uktadu rownan dostajemy wektor wlasny do wartosci wlasnej
)\22
1
| e _5-V5
V, = “1/¢ | Ao = 5 (15)
-1
Dla As:
/¢ =1 0 0 Ay
-1 1/¢ -1 0 Ay |
0o -1 1/¢ -1 Az =0 (16)
0 0 -1 1/¢ Ay
1
~1/¢ 3+5
V3 = A3 = . 1
3 _1/¢ ) 3 92 ( 7)
1
Dla A4:
1
- 5+V5
V, = f e (18)
-1

Rozwiazanie ogolne to:

q(t) = i Ajsin (\/X\/Et + ¢¢) V;

W postaci jawnej:

¢1(t) = Aqsin (wit + ¢1) + Agsin (wot + ¢2) + Agsin (wst + ¢3) + Agsin (wat + ¢y)
(19a)

Pa(t) = A1 sin (wit + ¢1)—Az/Psin (wat + ¢o)+As/Psin (wst + ¢3)—Asgsin (wat + ¢4)
(19Db)
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¢3(t) = Arpsin (wit + ¢1)+As/Psin (wat + o) —As/Psin (wst + ¢3)—Aspsin (wat + ¢4)
(19c¢)

Ga(t) = Ay sin (wit + ¢1) + Agsin (wat + ¢o) — Az sin (wst + ¢3) — Agsin (wat + ¢4)
(19d)

gdzie w; = v/ A\i\/k/m, natomiast A; oraz ¢; to dowolne stale.
Zadanie 3.

Przeksztatcenie kanoniczne uktadu o jednym stopniu swobody dane jest funkcja
tworzaca:

(0, Q.1) = 2w

. [q_F(t)

2
muﬂ] ctg Q. (20)

a) wyznaczy¢ wzory okreslajace przeksztatcenie kanoniczne (p,q) — (P, Q)

b) zapisa¢ za pomoca nowych zmiennych P, () Hamiltonian dla oscylatora har-
monicznego na ktéry dziata sita F'(t):

p2 1 2 2
H=—+ - —qF(t).
2m+2qu 4 ()

¢) podaé réwnania kanoniczne Hamiltona w starych wspotrzednych (p, q)

d) podaé réwnania kanoniczne Hamiltona w nowych wspoétrzednych (P, Q)
Rozwigzanie zadania 3.

Przeksztalcenie jest kanoniczne, jezeli nastepujaca forma rézniczkowa nie zmie-
nia sie:
pcj—H:PQ—Hl—i-Cgf. (21)
Podstawiajac funkcje tworzaca otrzymujemy:
od 0P 0P .

| —H=PQ—H +-—+ —4+ — 22
P4 Q +8t+8qQ+8QQ’ (22)

gdzie uwzgledniono, ze:

d® _ d® (q(1), Q(t),1) _@+@@+0j@
at — dt Ot Ogdt  0Q dt
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oraz przyjeto standardowe oznaczenia na pochodne po czasie:

. dg o d@Q
i=w 9=

Poréwnujac wyrazy podobne w otrzymujemy:

Y 9P 9%
g g2 9 5 0%
T P, Ptag ==Y

czyli nowg funkcjg Hamiltona bedzie

0P

H =H+ — 23
a przeksztatcenie kanoniczne dane jest w postaci uwiktanej parg réwnan:
0P
P= 5
{P Mo 29
TR

Przystepujemy do obliczenia niezbednych pochodnych czastkowych:

0P F
— = nmw (q— 2) ctg Q,
mw

or_ 1 [q—iffi] (1+ctg?Q),

o0 _ r [q - F(t)] ctg Q.

ot w mw?

Wyznaczenie jawnych wzoréw na przeksztatcenie kanoniczne sprowadza si¢ do
rozwiazania uktadu réwnan algebraicznych o niewiadomych (p, q):

P = mw (q— mi2) ctg Q)
P = [q— 29]" (1 +ctg? Q)

(25)

Dzielimy stronami drugie réwnanie w przez kwadrat pierwszego, co daje:

p = V2mwP cos @ (26a)

nastepnie wstawiamy obliczone p do pierwszego réwnania w i otrzymujemy:

F 2P
= sinQ. (26b)

mw? mw

q:
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Wrzory (26al) i (26b) wyznaczaja szukane przeksztalcenie kanoniczne i daja
odpowiedZ na podpunkt a).
W celu wyznaczenia nowego hamiltonianu podstawiamy wzory (26a]) i (26b))

do ([23):

, .
;o2 1 o F(t
H =2+ -mw’P —qF(t)— — [q—mijg

tg Q).
2m 2 w ]ch

Wigkszos$¢ wyrazéw upraszceza sie, i otrzymujemy odpowiedz do podpunktu b):

;;"-I'/(]D,Q,t):u)P—lF(t)2 —E\/E cos @ (27)
mw

2 mw? w

Aby poda¢ réwnania kanoniczne Hamiltona obliczamy pochodne:

OH H
OH _p OH _ . F
dp m dq

i odpowiedZ do podpunktu c):
. 2
p=—mw*q+ F(t)
{q. -, (28)

Analogicznie wykonujemy obliczenia dla nowego hamiltonianu :

OH' F cosQ oH F
— - — = —V2P i
2P w o VanoP 00 - mw sin @,

co daje réwnania kanoniczne:

{P = —ngme sin ()

| 29)
_ _F  cosQ (
Q =w w \2mwP

Warto sprawdzié¢, ze bezposrednia zamiana funkcji p(t), ¢(t) na nowe funkcje

Q(t), P(t) w (28) zgodnie ze wzorami takze prowadzi do uktadu (29).
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