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Zadanie 3.

Na szalke poczatkowo spoczywajacej wagi sprezynowej o masie m zrzucamy z wysokosci h
kulke plasteliny o masie M. Oblicz amplitude drgan wagi, jezeli kulka przykleita sie do szalki,
a sprezyna do ktorej zostata przymocowana ma wspoétczynnik k.

Zadanie 3.
SPOSOB I: ROZWIAZANIE ROWNANIA RUCHU.

Wybieramy uktad wspoétrzednych, w ktorym wysoko$é nad poziomem zamocowania sprezy-
ny to x(t). O$ z jest wiec skierowana w gére. Szalka poczatkowo znajduje sie na wysokosci hy.
Druga zasada dynamiki Newtona daje nam réwnanie na z(t) po przyklejeniu sie masy M:

(m+ M)i = Fy+ I, (1)

gdzie a = dflit) = 7 to przyspieszenie zapisane jako druga pochodna z(t) po czasie. Na szalke

dziatajg 2 silty: sprezystosci F i przyciggania grawitacyjnego Fy:

Fy = —k(z(t)—1), F,=—(m+M)g. 2)

Roéwnanie rézniczkowe ktore nalezy rozwigza¢ ma postaé oscylatora harmonicznego z do-
datkowa (stata) sita:
(m+M)i+k(z—1)=—(m+ M)g. (3)

Rozwiazanie tego réwnania to:

x(t) = Acos (wt + @) + hy, (4)
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Aby wyznaczy¢ ruch musimy jeszcze podaé potozenie i predkosé poczatkows szalki, co po-
zwoli wyznaczy¢ z A oraz ¢. Warunki poczatkowe sg nastepujace:

gdzie:

x(0) = hy, 2(0) = v(0) = vy. (6)

Potozenie poczatkowe szalki hy mozemy wyznaczy¢ zauwazajac, ze w spoczynku sita spre-
zystosci musi by¢ zrownowazona sitg grawitacji:

k<l - hO) =mg,

czyli:
m
2(0) = hy=1— 79 (7)
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Predkos¢ poczatkows wyznaczymy z zasady zachowania pedu w zderzeniu niesprezystym:
Muvy = (m+ M)v,,

gdzie predkosc spadajacej z wysokosci h nad szalkg kulki obliczymy z zasady zachowania energii:

M2
Mgh = ;1, — vy = /2gh.

Ostatecznie, drugi warunek poczatkowy przyjmuje postac:

#(0) = vy = Mﬂﬁm\/ﬂ. (8)

Po wstawieniu ¢t = 0 do oraz pochodnej i przyrownaniu do warunkéw poczatkowych
i otrzymujemy:

Acos ¢+ hy = hy, (9a)
— Awsin ¢ = vy. (9b)

Poniewaz interesuje nas tylko amplituda, dzielimy drugie réwnanie przez w, nastepnie pod-
nosimy oba réwnania do kwadratu i dodajemy. Po skorzystaniu z jedynki trygonometryczne;j
sin? ¢ + cos? ¢ = 1 otrzymujemy:

2 2 o\
A2 = (ho — hy) +<> .
w
Po podstawieniu za hg, hi, vy oraz w mamy:
M?2g? M?Z2gh
A= 2 . 1
J 2 TR+ m) (10)

Otrzymany wynik jest poprawny ale niezrozumiaty. Jest to typowa sytuacja wynikajaca
z rozwiagzania réwnania Newtona ab initio. Wynik mozna zapisa¢ nieco inaczej:

m _’_}Mg/k
M+4+m 2 h )

1
“kA? = Mgh (1 -
2

Sens tego wyrazenia poznamy po rozwigzaniu zadania drugim sposobem.
SPOSOB II: ZASADA ZACHOWANIA ENERGII.

Skorzystamy z faktu iz suma energii sktadowych uktadu na poczatku i koncu eksperymentu
musi by¢ réwna (Zob. rysunek).

Jako zero dla energii grawitacyjnej przyjmujemy dolny punkt zamocowania sprezyny, dla
sprezyny energia wynosi zero gdy ma swoja dlugosé ,spoczynkowa”. Catkowita energia przed
rozpoczeciem eksperymentu wynosi:

1
Ery = Mg(h+ ho) + mghgy + §k:(l — hg)?,

gdzie poszczegdlne sktadniki to:
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1. Mg(h+ ho) — grawitacyjna energia potencjalna kulki plasteliny o masie M na wysokosci
h + ho

2. mghy — grawitacyjna energia potencjalna szalki o masie m na wysokosci hg

3. %k(l — hg)? — sprezysta energia potencjalna sprezyny o wspotezynniku k $cisnietej od
dhugosci [ do dtugosci hg

Aby poprawnie zapisaé¢ energie, wyobrazmy sobie, ze sktadamy eksperyment z elementéw
lezacych na podtodze. Musimy wykonaé prace polegajaca na:

e umieszczeniu kulki plasteliny na wysokosci h + h + 0,
e Scisnieciu sprezyny,
e umieszczeniu szalki na wysokosci hyg.

Po zakonczeniu eksperymentu catkowita energia wynosi:
1 1
Eun = §kA2 +(m o+ M)ghy + Sk(l = ) + Q,

gdzie:
1. %/{:Az — calkowita energia ruchu drgajacego o amplitudzie A

2. (m+ M)gh, — grawitacyjna energia potencjalna szalki i kulki o tacznej masie m + M na
wysokosci hy

3. %k(l — hy)? — sprezysta energia potencjalna sprezyny o wspotezynniku k $cisnietej od
dhugosci [ do dtugosci hy

4. @ - ciepto wyzwolone w zderzeniu niesprezystym.

Zasada zachowania pozwala na zapisanie réwnosci:

Euy = Eurn.

Jedyna wielkoscig, ktorej nie obliczylismy wcezedniej jest ciepto (). Obliczymy je jako réznice
energi kinetycznej uktadu kulka + szalka przed i po zderzeniu. Przed zderzeniem, jedynie kul-
ka M posiada energie kinetyczng, rowna grawitacyjnej energii potencjalnej wynikajacej z jej
wysokosci nad szalka o masie m:

(m+ M)vi  mMgh
2 C MA4m

Q = Mgh —

Po wykonaniu niezbednych uproszczen otrzymujemy ten sam wzér co metoda I:

m 1Mg/k>. (11)

1 2
Eoscy_ikA _Mgh<1_M+m+2 h
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Przeanalizujmy powyzszy wzor. Jego ,rdzen” stanowi ,naiwna” formuta:
1
Eosey = §kA2 = Mgh.

O ile powyzszy wzor nie jest Scisty, stanowi on bardzo dobre przyblizenie w ,typowej” sytuacji.
Aby doprecyzowaé co oznacza powyzsze zdanie zbadajmy korekty do wzoru Eyge, >~ Mgh:

m 1Mg/k

1_—
M—i—m+2 h

Drugi wyraz (ze znakiem minus) jest bezposrednio zwiazany z produkcja ciepta w zderzeniu
niesprezystym. Znika gdy m — 0 lub inaczej gdy M > m. Wyraz trzeci znika gdy h — oo,
czyli kulke zrzucamy z duzej wysokosci. Jaka wysokos¢ mozemy uzna¢ za ,duza’? Musi by¢
ona wieksza niz:

M

Wielkos¢ Ax oznacza dodatkowe ugiecie sprezyny wywolane dodaniem masy M. Najprosciej
zrozumie¢ sens tego sktadnika rozpatrujac przypadek h — 0. Czyli nie zrzucamy, ale po prostu
ktadziemy delikatnie mase M na szalce. Wtedy:

M
A==2=hy— I,

czyli oscylacje majg amplitude doktadnie réwng dodatkowemu ugieciu sprezyny.
Zadanie 4.

Ciato o masie m zrzucamy z wysokosci h, a opér powietrza jest proporcjonalny do kwadratu
predkosci:
F,, = —kvv.

Wyznaczy¢ zalezno$é predkosci spadania od wysokosci.
Zadanie 5.

7 jaka predkoscia katowa musi poruszaé si¢ punkt materialny po wewnetrznej powierzchni
ustawionego pionowo w polu grawitacyjnym (wierzchotkiem w do6t) stozka, aby utrzymywat sie
stale na wysokosci h?

Zadanie 6.

Do jednego konca sprezyny o wspotezynniku k przymocowano mase m, a do drugiego konca
przyktadamy wzdtuz sprezyny site o matej wartosci maksymalnej, zmieniajacg sie w czasie

wedtug prawa:
[ k
F = Fysinwgt, gdzie: wy=1/—.
m

Zmajdz wzér opisujacy ruch masy m w zaleznosci od czasu.
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