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Zadanie 1.
Oblicz iloczyn skalarny i wektorowy, kat pomiedzy wektorami oraz dtugosci wektorow:
u={2,3,4}, v={-1,-1,-1}. (1)
Zmajdz rzut i dtugos$¢ rzutu wektora v na wektor u.

ODPOWIEDZ:

e iloczyn skalarny 4 - v = —9

e iloczyn wektorowy 4 x v = {1,-2,1}
e kat pomicdzy wektorami: @ = arc cos (—3\/%) = 164.774842°

e dtugoéci wektoréw: |i] = /29, |7] = /3

e dlugos¢ rzutu wektora ¥ na wektor u: v - u = —\/%, gdzie 4 = w/|u| oznacza wektor

jednostkowy (wersor).

J 70 =418 271 36
e rzut wektora ¢ na wektor u: U - uu —{ 560 — 597 29}

Zadanie 2.

Oblicz:
33 ‘
Z €ijk a’ bk,

1k=1

J

dla wektoréw a@ = {—1,1,0}, b= {2,2,—1}. Symbol 193 = 1, a kazde przestawienie wskazni-
kow zmienia znak, np: €913 = —1. Sktadowe, ktérych nie da si¢ otrzymacé poprzez powyzsze
permutacje, t.j. o powtarzajacych sie indeksach, sg réwne zero, np: €317 = 0.

ODPOWIEDZ:
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Zadanie 3.
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Dane sa wspotrzedne wektordw:
a={1,0,1}, b={1,-1,1}, c={1,-1,0}.

Oblicz:
ax(bxc), a-bxc, a-bb-cc-a, a-bc, cbha. (2)

ODPOWIEDZ:

ax(bxc)={-1,1,1}, a-bxc =1, a-b b-.c cca =4, a-bc=1{2,-2,0}, cba = —1.
(3)

Zadanie 4.
Przedyskutuj rézne sposoby wyprowadzenia lub udowodnienia tozsamogci:
ax(bxc)=b(a-c)—c(a-b) (4)
ODPOWIEDZ:

Istnieja co najmniej trzy metody wyprowadzenia:

e bezposredni rachunek: podstawiamy a = {a,,ay,a.},b = {b;,b,,b.},¢c = {cs, ¢y, ¢:},
obliczany lewa i prawg strone tozsamosci i sprawdzamy czy wyszto to samo

e (w skrocie) korzystamy ze wzoréw: (a x b); = >0 >0 ey @l bF, a-b =0 't
stosujemy tozsamosé 37, Eijk€imn = 0jmOkn — 0jnlkm 1 manipulujemy wskaznikami az do
uzyskania tozsamosci.

e korzystamy z dowolnosci wyboru uktadu wspétrzednych tak aby wektor a lezat na osi Ox:
a = {a,,0,0}. Zmieniamy jednostki dltugosci tak aby jego pierwsza sktadowa wyniosta
1: a = {1,0,0}. Obracamy uktad wspétrzednych wokét osi Ox tak aby drugi z wektorow
znalaz! si¢ na jednej z ptaszczyzn, np: OXY, co daje np: b = {b,,b,,0}. Dalsze obliczenia
prowadzimy tak jak w pierwszej metodzie.

Zadanie 5.

Udowodnij, ze wektory ponizej sa prostopadte:

a—b+clbxa+bxc (5a)
atct+bxal (bxa)x(a+c) (5b)
ODPOWIEDZ:
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Najprostsza metoda to obliczenie iloczynu skalarnego i stosowanie tozsamosci wektorowych.
Jezeli wyjdzie zero, to wektory sg prostopadte, np:

(a—b+c)-(bxa+bxc)=(at+c)-bx(a+c)—b-bx(a+c)=0

Aby zrozumie¢ powyzszy wynik zauwazamy, ze mamy ,zdegenerowany” potréjny iloczyn wek-
torowy, lub przestawiamy jego czynniki cyklicznie zgodnie z tozsamoscia a - b x ¢ = abc =
bca = cab, tak aby otrzymaé iloczyn wektorowy wektora przez siebie co daje wektor zerowy.
Podobny wynik mozna dosta¢ z rozwazan czysto geometrycznych.

Zadanie 6.
ODPOWIEDZ:

axb—(a+b)x(a—b)=axb (6a)
ax(bxa)—(axb)xa=0 (6b)
(b—2a)-c+2a-(b+c)—b-(a+c)=a-b (6¢)
[(a+b)x (b—a)]-[(a—b)x (a+b)]—3(axb)?=(axb)’ (6d)
(a+b)-(axb)=0 (6e)

Zadanie 7.

Zmajdz wektor prostopadty do kazdego z wektorow:

a=1{1,1,1,1} (7a)

b ={0,0,0,—1}, (7b)

c={-1,—-1,-1,0}. (7¢)
ODPOWIEDZ:

W typowej sytuacji rozwigzaniem jest iloczyn wektorowy, np: ze wzoru:
eijklajbkcl.

Niestety, w tym konkretnym przypadku powyzsza metoda zawodzi. Pierwszy student, ktory
wyjasni dlaczego, i w tej sytuacji rozwiaze zadanie otrzyma dodatkowe 0.5 stopnia do oceny
koncowej. Rozwiazanie w postaci wektora zerowego nie jest akceptowalne.

Zadanie 8.

Jak sprawdzi¢ réwnolegtos¢ wektoréw o zadanych sktadowych w przestrzeni o dwéch, trzech
i czterech wymiarach? Odpowiedz zilustruj przyktadami.
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Zadanie 9.

Dwa punkty materialne poruszaja si¢ na ptaszczyznie po torach bedacych liniami prostymi
przecinajacymi si¢ pod katem «. Punkt 1 porusza si¢ z szybkoscia v; i mija punkt przecigcia
w czasie t;. Punkt 2 porusza sie z szybkoscig vs i mija punkt przeciecia w czasie to. Obliczy¢,
w ktérym momencie odlegtos¢ pomiedzy punktami bedzie najmniejsza. Zbadaé¢ sensownos$é
otrzymanego wyniku dla t; =ty oraz a = 0,0 = /2.

ODPOWIEDZ:

t1v} + ty — v1va(ty + t2) cos(a)vi

v? + v2 — 20,0, cos(a)

Zadanie 10.

Zakladamy, ze hamulce autobusu rozpraszaja energie w stalym tempie. Obliczy¢ zaleznosci
potozenia, predkosci i przyspieszenia od czasu w trakcie hamowania od predkosci vg. Ile wynosi
droga hamowania? Jakiej wielkosci sity bezwladnosci dziatajg na pasazerow?

ODPOWIEDZ:

Oznaczamy moc tracona w hamulcach jako P. Po wprowadzeniu czasu hamowania T =
muv2/2/P dostajemy wzory:

x(t) = 3 [1—(1-t/1)%?

v(t) = vy (1 — t/T)?

a(t) = —2’% (1—t/T)"/

3
Droga hamowania wynosi %z . Sila bezwtadnosci dzialajaca na pasazera wynosi —ma(t) i

dazy do nieskonczonosci dla ¢t — T
Zadanie 11.

Proste ostrze noza nachylone pod katem o = 1° do poziomu spada na pozioma kartke
papieru z szybkoscia 10 m/s. Z jaka predkoscia porusza sie punkt rozcinania?

ODPOWIEDZ:

v, =v/tga >~ 573m/s.

Zadanie 12.
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Ile czasu potrzeba aby punkt materialny zsunal sie od punktu A do punktu B (Rys. 1)?

ODPOWIEDZ:
T ﬁ
g
A
m

Rysunek 1: Okrag ma promien R, a nat. pola grawitacyjnego o wartosci g jest skierowane w dot.

Zadanie 13.

Armata wystrzeliwuje pociski z predkoscia vy = 200 m/s. Pod jakim katem nalezy ustawié
lufe, aby trafi¢ w cel odlegly o 2 km? Opdr powietrza zaniedbac.

ODPOWIEDZ:

Pod katem okoto 15 lub 75 stopni.
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