Rozwigzanie zadania dotyczacego kolapsu
grawltacyjnego.

Jezeli zauwazymy, ze punkt materialny o zaniedbywalnie matej masie (tzw. cialo prébne) na
powierzchni kuli porusza sie pod wpltywem catej masy M, zadanie mozna sprowadzi¢ do spadku
swobodnego w polu masy punktowej. Zadanie rozwigzemy korzystajac z zasady zachowania
energi mechanicznej. Energie kinetyczng oznaczam przez T', a grawitacyjna energie potencjalna
przez U:

T0+U0:T1+U1.

W chwili £ = 0 mamy:

GMm
To =0, U= R
natomiast w pewnej chwili ¢ > 0 dla masy probnej znajdujacej sie w odlegtosci r < R:
1 GM
T1 = *mU2, U1 = — m.
2 r

Zasada zachowania energii moze by¢ zapisana jako:
1 GMm  GMm
—mv° = — + .

2 R r (1)

Masa ciala m upraszcza sie, zgodnie z zasada réwnowaznosci (ruch ciala prébnego w polu
grawitacyjnym nie zalezy od jego masy). Przeksztalcamy wzér :

1 /dr\” 11
(=) =gm(===).
2<dt> G (r R)

Wyciagamy obustronnie pierwiastek, co daje:

dr 1 1
— =44/2GM | - — = ).
dt \/G <r R)

We wzorze powyzej musimy wzigé¢ znak ,minus”, gdyz wiadomo, ze promien r bedzie malal z
czasem[]. Mnozymy przez dt, przenosimy wyrazenia zawierajace r na lewa strone co daje:

dr ——
Vr R
Catkujemy obustronnie, a granice catkowania ustalamy tak, aby w chwili ¢ = 0 promien wynosit
R, natomiast w chwili koncowej, ktéra oznaczamy przez T', powinno by¢ r = 0:

0 T

— V2GM / dt. 2)

1Znak ,plus” oznaczalby wybuch. W ten sposéb mozna otrzymaé najprostszy model Wielkiego Wybuchu


https://pl.wikipedia.org/wiki/Zapadanie_grawitacyjne
https://www.if.pw.edu.pl/~pluta/pl/dyd/plg/w-fiz/w8/segment4/main.htm
https://pl.wikipedia.org/wiki/Wielki_Wybuch

Calke po prawej stronie obliczamy bez problemu:

T
/dt:t
0

Catka po prawej stronie wymaga znacznie wiecej zachodu. Po pierwsze przeksztatcamy:

t=T
=T-0="1T.
t=0

0 R
dr dr
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Nastepnie dokonujemy zamiany zmiennych w calce:
r
R

oraz zmiany granic catkowania: dla » = 0 dostajemy v = 0, a dla » = R dostajemy u = 1:

=uwu, dr= Rdu,
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Warto zwrocié uwage, ze obliczenie catki:

P
u
/ =X (3)
0 Vy 1

zostalo w tym momencie ,odseparowane” od zadania fizycznego. Catka jest pewna liczba,
ktérej mozemy przypisaé¢ pewien symbol (np. \) i kontynuowaé zadanie traktujac A podobnie jak
inne state fizyczne i matematyczne, 7, G itd. To, ze chwilowo nie wiemy ile wynosi wartos¢ A nie
powinno powstrzymywaé od dalszego rozwigzywania zadania. Podobnie, wiekszos¢ studentow
nie wie z pamigci ile wynosi w uktadzie SI liczbowa wartoéé G = 6.674 x 1071'm3/s? /kg. Pozniej
pokazemy, ze:

|~

A=

Do

Ostatecznie otrzymujemy wyrazenie:
RN =V2GM T
czyli:
R3
2GM°
Wstawiajac M = Viyip = §WR3,0, oraz A = /2 dostajemy:

T=A

3T
32Gp




Obliczenie \.

W calce dokonujemy podstawienia:

/1
~ —1=tgy, inaczej: u=cos’y
u

co daje:
1 -1 dy
————du =
2./1 _ 1 u? cos? y
PO uproszczeniu:
du = —2tgydy.

Granice caltkowania zmieniaja sie nastepujaco: dla v — 0 y — m/2, natomiast dla u = 1,
tgy = 1 czyli y = w/4. Po zamianie zmiennych i granic otrzymujemy:

w/4 /2
T T T
A==2 [dy=2 —2(—):
y=29 2 4) 2

w/2 y=m/4

Dla zainteresowanych podaje, ze po podstawieniu:

——1==z
U

i zamianie zmiennych otrzymujemy:

oo

T odz dz
4 / (it 2 é(uzz)?

Ostatnia catka jest klasycznym zadaniem ilustrujacym obliczanie calek oznaczonych metoda
catkowania po konturach. Jest ono rozwiazane szczegétowo w anglojezycznej Wikipedii, hasto
Methods of contour integration, przyktad I (Example (I)).


https://en.wikipedia.org/wiki/Methods_of_contour_integration
https://en.wikipedia.org/wiki/Methods_of_contour_integration#Example_.28I.29

