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ZESTAW ZADAN 1: rozwiazania
wybranych zadan

Zadanie 1.1

Zadanie rozwigzemy korzystajac z réwnosci 1 + 1 = 2 oraz wzoru na dwumian:

(a+b)" = fj @ R b (1a)

k=0

Podstawiamy do wzorua =11b = 1:

o = (14 1)" = kz: (Z)lnk oy (Z) (1b)

k=0

Analogicznie rozwiazujemy druga czesé, korzystajac z 1 — 1 = 0 i wstawiajac
a=11b=—1do (la).

Zadanie 1.6¢c
Korzystajac z wyniku Zad. 1.6b dostajemy:
] = |z —y+yl <lz—yl+yl (2a)
Przenoszac |y| z prawej strony na lewa dostajemy:
|z — |yl <[z —yl. (2b)
Wykonujac analogiczne przeksztatcenia:
yl=ly —z+=[ <|y—z|+|z| = |z —y| + |zl, (2¢)

dostajemy:
yl = lz| <foz -yl czylic || [yl > —[z —y|. (2d)

Uwzgledniajac (2b) i (2d) dostajemy:
—lz =yl <lz| =yl <]z —yl, (2e)
co na mocy wyniku Zad. 1.6a jest rownowazne:

[z = [yl < |z —yl. (2f)

andrzej.odrzywolek@uj.edu.pl http://ribes.if.uj.edu.pl/matematyka/



15 listopada 2011 Matematyka wyzsza [

Zadanie 1.12b

Dowod przeprowadzimy dla a = 2 celem ustalenia uwagi. Wszystkie wyrazy
ciggu sg dodatnie, czyli:

2n
7, drugiej strony, dla n > 2 mamy:
n 2:2:2....-2 222 2 2 _222 22_2<2>"—2
n!l 1-2.3-...-(n—1)-n 123 "'n—1n 12377733 ‘

Pokazalismy, ze wyrazy badanego ciggu znajduja sie pomiedzy:

2" 3\2 /2\"
0<—<2(= =] . 3
n! <2> <3) (8¢)
Granica ciagu sktadajacego sie z samych zer po lewej stronie (3c) to oczywiscie
zero. Granica ciagu po prawej stronie:

lim (§>n 0, (3d)

n—oo

jako ciggu poteg dodatniej liczby mniejszej od 1. Na mocy twierdzenia o trzech
ciggach dostajemy :

.2

lim — = 0. (3e)

n—oo nl
n.

Dowdd dla dowolnego innego a > 1 jest analogiczny.
Zadanie 1.12c

Rozwazmy ciag réwnosci i nieréwnosci:

n:(%)”:(1+%_1)":(”)+(”)(%_1)+(§)(%_1)2+....

0 1
4a)
Poniewaz {/n > 1, obliczajac symbole Newtona dostajemy oszacowanie:

() (2) (67 (2) (1) 5 o (9= )52 ()

czyli:
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Skracajac przez n i wyliczajac {/n — 1 dostajemy:

2
0<VUn—1<y/—.
n—1
Granica prawej strony to:
2
lim = 0.

n—oo \ p — 1

Na mocy twierdzenia o trzech ciggach dostajemy:

lim (/n —1) =0,

n—oo

czyli:

lim “Yn=1.

n—~oo
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Zadanie 1.12f

Idea rozwigzania jest podobna do Zad. 1.12b, tj. potrzebujemy dwoch osza-
cowan, z ktérych jedno to zero. Aby znalez¢ drugie, wykazemy indukcyjnie, ze:

n! 1

o < dla, n>25. (5a)
Krok pierwszy: sprawdzamy (5a) dla n = 6:
6! 1 65 6\° g
Krok drugi: wykazemy, ze jezeli dla pewnego n > 6 zachodzi:
n! 1
— < — 5
nn o 2n’ (5¢)

to takze dla n + 1 (zamieniamy wszedzie n — (n + 1) ) mamy:
(n+1)! 1
(TL+ 1)(n+1) < on+1°
Dowéd przeprowadzimy z korzystajac z rownowaznej postaci nieréwnosei (5a):
!

(5d)

n!
2" — < 1. 5
" (5¢)
Zachodzi ciag przeksztatcen:
(n+ 1)t (n+1)"(n+ 1)t nr (144" T e (14 1)
(51)
Wyraz:
|
ol <
nn
na mocy zalozenia indukcyjnego, a drugi sktadnik

2 . 1\"
— < 1, gdyz ciag: (1 + )
() n

n

jest rosnacy, a jego najmniejsza warto$¢ to 2 (patrz Wyktad 5; granica tego ciagu
to oczywiscie e).
Dowiedlismy, ze dla n > 5 zachodzi:

n! 1
Poniewaz granice lewego i prawego oszacowania to zera, dostajemy odpowiedz:

|
lim = = 0. (5h)

n—oo nn
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