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7ZESTAW ZADAN 14

Zadanie 14.1

Oblicz pole figury pokazanej na rysunku
obok. Zacieniowany obszar jest wyzna-
czony w ukladzie wspoérzednych karte-
zjanskich nieréwnosciami:

—2?/2 - 1/2 <y < —2*. (1)

Zadanie 14.2

Zmajdz algebraiczny rozktad cylindryczny nastepujacych zbioréw na plaszczyz-
nie:

Py <Ay > 2 (2a)
2 + [yl + [zy <1 (2b)
Py <4an(z—-22+1y2 <1 (2¢)

Zadanie 14.3

Lancuch zawieszony pomiedzy dwoma stupkami odleglymi o siebie o 2 metry
przyjmuje ksztalt opisany krzywa tancuchowa:

y = cosh . (3)

Oblicz jego dtugosé.
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Zadanie 14.4

Zmajdz wspolezynniki rozkladu w szereg Fouriera funkeji okresowej (Rys., linia
ciagta), dla ktérej jeden okres —m < = < 7 to fragment paraboli (Rys., linia

przerywana) o réwnaniu:
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Rozwigzanie:

Zgodnie z definicja ( patrz Wyktad 22 ), rozwiniecie funkcji okresowej w szereg

Fouriera ma postac:

1

f@) =

n=1

o0 o0
Z a,, COSNIT + Z b,, sin nz.

n=1

Wspotezynniki a,,, b, wyznaczamy nastepujaco:

ag = —
7-(_7
1 ™
ay = —/f(x) cosnz dr,
/ﬂ-*ﬂ'
17 _
b, = —/f(:v) sinnx dz.
T

—T

Wykonujemy obliczenia:

agp = — f(l’)dl‘:*/ 1—£ dx:—/dx—— 22 dy =
T 4 sy 2 T 4 7r3_
1 [ 23 re ()] 1 [x3 ™ or 1 27 9
= — _—— = —\7TT—(—7TT)|—— _— _—— = ——— = _—— =
T w3 T |3 3 T w3 3
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Otrzymujemy:
4

g.
Przystepujemy do obliczenia wspotczynnikéw a,, dla n > 1. Dana jest caltka:

ag =

17 17 2 17 17,
an:—/f(x)cosmcdx:an:—/ 1 — — |cosnxdr = /cosnxdx—ﬁ/x cosnx dz.
m ) m ) T mJ ™ J
Obliczamy catki sktadowe:
f L L . L . 2
/COS nrdr = —sin (nx)| = —[sin(n7) — sin (—n7)] = — [sin (n7) 4 sin (n7)] = —sin (n7).
n n n n

Kolejna catka sktadowa wymaga zastosowania metody ,przez czesci”. Musimy
przez rozniczkowanie zmniejszy¢ stopien wielomianu 2, dlatego najpierw catku-
jemy cosnx. Aby unikngé¢ bardzo prawdopodobnych w tym przypadku btedéw w
znakach, obliczam na razie catke nieoznaczong:

s
2 2 1 . L. 5 1 . 2 )
x° cosnx dr =x° —sinnx — | 20 —sinnx dr = x° —sinnz — — | x sinnx dz.
n n n n
—Tr

Analogicznie obliczamy [ x sin nxzdx:
) 1 1 1 1
/x sinnx dr =z <— cosnx) —/ 1 (—cosnx) dr = ——:vcosnx+—/cosnx dx
n n n n

1 1
= ——xcosnc + — sinnz.
n n

Wstawiamy powyzszy wynik do wcezedniej otrzymanego wyrazenia i dostajemy
catke nieoznaczong:

2 1 2 . 2 2 .
/x cosnr dr = —z”sinnz + —x cosnz — — sinna.
n n? n3
Catka oznaczona wynosi:
[ 2 Lo 2 2 |
/ z® cosnr dv = —x"sinnx| + —zcosnr| — —sinnz
n n
-7 -7 —T -
= —7?sin (nm)——(—7)?sin (—nn)+—7 cos (nm)—— (—7) cos (—mr)—3 sin (n7r)+3 sin (—nm)
n n n? n? n3 n3
2 5. 1 4
= 7 sin (nm) + 5 s (nm) — —3 sin (nm).
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Teraz musimy pozbiera¢ wszystkie wyniki czastkowe:

12 172 4 4
n = —- sin (nm) — = gﬂ'g sin (nm) + 3 Cos (nm) — 3 sin (n)
0 - 4Sin (nm)  cos(nm)
n3m3 n2m?2

To jeszcze nie koniec. Powyzszy wzér jest stuszny dla dowolnego n, natomiast
nas interesuje przypadek gdy n jest liczba catkowita (n = 1, n = 2, itd.). W
takim przypadku wzoér na wspotezynnik a,, znacznie sie upraszcza. Po pierwsze,
dla catkowitego n mamy:

sinnm = 0,

oraz:
cosnm = (—1)".

Wszystkie sinusy okazuja sie by¢ réwne zeru, natomiast cosinusy przyjmuja na-
przemiennie warto$¢ +1 lub —1. Ostatecznie wzér na wspoétezynnik a,, ma postac:

(="

n2r?

a, = —4

W zasadzie podobne obliczenia nalezy wykona¢ dla wspotczynnika b, ale rzut

oka na catke:
2

1 ™
b, = — / (1 - x2> sin nx dx
™ T
pozwala stwierdzi¢, ze calkujemy funkcje nieparzystg po przedziale symetrycz-
nym wzgledem x = 0. Wartosé calki po przedziale {—m, 0} jest wiec taka sama co
do modutu, ale z przeciwnym znakiem, jak catka po przedziale {0, 7}. Cala catka

wynosi po prostu zero:
b, = 0.

Ostateczna odpowiedz jest nastepujaca: rozwinieciem w szereq Fouriera funkcji

f(z) jest:
2

f(x) = 37 ;é 2 (_7212)71 cos (nx).

Aby lepiej zrozumieé¢ uzyskany wynik rozpatrzmy kilka pierwszych przyblizen:
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Wykres powyzszej funkcji jest nastepujacy:

f[x], N=1
1
_4,,_;__103_"_,,_93_" _73_" _,,_53_" _“3_" e . 2 A S o T B g W0 Ur
l' 2
Dla N = 2:
2 4 1
f(x) ~ - + = cosz — —; cos 2.
3 s
Wykres:
f[x], N=2
1
2
_an _.%_22_”_,, _33_" _73_" . _53_" _43_" & -E . 2 4 S o T B g Wr Ur
l' 2
Dla N = 4:
1 4 1
f(x) = 5 + —5cosz — — cos2x + — cos 3r — — cos 4.
3 0w s O 47
Wykres:
f[x], N=4
T N
2
_4x __;_" _1‘;_”_” _33_” _73_" . _53_” _43_" o -E . 20 e A S, Tr B g Wx Un
LV 2

I jeszcze kilka wykresow dla wigkszych N:
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f[x], N=8
/ 1
2
DV I 70 W T T S ) R P I P
. 2
f[x], N=16
%
1
2
_4x _221 _}%ﬂ_n _31 _731 ox _31 _431' _?" _% . 20 o 4 S T B g Wr Ur
‘ 2
f[x], N=64
1
2
DV T 7D S T T ) R a0 .4 sx o, I 8 0 Nx ux
‘ 2
Zadanie 14.5
Oblicz calki oznaczone:
oo
dx
— (5a)
1+2x
—Oo
1
dx
[~ (5h)
1 2]
w/2
dx
-9 (5¢)
sin“ x
—7/2
1
dx
/= (54)
T
A
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