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KOLOKWIUM VI - ROZWIAZANIA

Zadanie VI.1a

7752 exp (—t) dt (1)

Zaczynamy od obliczenia calki nieoznaczonej ( przypominam, ze exp (—t) = e~

)
/t2 exp (—t) dt.

Jest to typowe zadania wymagajace catkowania przez czesci. Idea jest taka,
aby rozbi¢ funkcje podcatkowa na iloczyn dwoch sktadowych, z ktérych jedna jest
tatwa do scatkowania, natomiast druga w wyniku rozniczkowania zamienia sie
w funkcje od niej prostsza. W tym przypadku dosy¢ oczywisty rozktad to:

2 oxp (—t) = f(£) - g(t), F() = 2, g(t) = exp (—t).

Obydwie funkcje f(t) i g(t) sa tatwe do scatkowania:

/f(t)dt = /t2 dt = t;

g(t)dt = | exp (—t)dt = —exp (—t)
Jotoie= |

Z kolei pochodne funkcji f, g wynosza:

Fit) =) =2t g'(t) = (exp (1)) = —exp (—1).

W wyniku rézniczkowania funkcja f(t) staje sie jeszcze prostsza, natomiast funk-
cja g(t) tylko zmienia znak. Dlatego przy catkowaniu przez czesci, najpierw catku-
jemy exp (—t), aby zrézniczkowaé 2, w wyniku czego otrzymamy catke zawierajaca
texp (—t) - potega zmniejszyta sie o jeden. W ten sposéb w nastepnym kroku ¢
zniknie i otrzymamy wynik konicowy.

UWAGA: jezeli postapimy odwrotnie, t.j. najpierw scatkujemy 2, to w kolej-
nym kroku otrzymamy catke zawierajaca t3, itd. az do nieskonczonosci i nigdy nie
dostaniemy wyniku, a kolejne caltki beda coraz ,trudniejsze”.

Obliczam caltke:

/t2 e tdt =1* (—e') — /(Zt)(—e_t) dt = —t*e " + 2/te_t dt
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Analogicznie obliczam catke:

/teft dt =t(—e™") — /(—e’t) dt = —te " + /e’t dt = —te ™t —e?

Ostatecznie, caltka nieoznaczona wynosi:

/t2 exp (—t)dt = —e ™" (2 + 2t + 2).

Teraz mozemy przystapi¢ do obliczenia caltki oznaczonej. Funkcja podcal-
kowa t? e~ jest wszedzie ciggla, wiec ma zastosowanie podstawowy wzér rachunku
catkowego. Funkcja podcatkowa wszedzie jest wigksza od zera, wiec takze wynik
musi by¢ wiekszy od zera.

Poniewaz, gorng granica catkowania jest nieskonczono$é (oo), zadanie nalezy
rozumie¢ nastepujaco:

/t2 exp (—t)dt = ahnolo/t exp (
0
Wyrazenie pod granica obliczamy wykorzystujac wcze$niej znaleziona catke
NLe0ZNACZONG:

t=a

/t2 exp (—t)dt = —e! (t2 + 2t + 2) = [—e‘“ (a2 + 2a + 2)} - {—eg (02 +2-0+4 2)} =

t=0

=—e (a2+2a+2) + 2.

Teraz nalezy obliczy¢ granice:

2 42442
lim 2 — e~ (o> + 20+ 2) = 2 — lim arLatz

a—00 a—00 ea

Granica:

24 9q+2
lim 202
a— 00 ea

poniewaz funkcja e’ roénie dla t — oo szybciej niz jakikolwiek wielomian, w tym
a® + 2a + 2. Mozna tu takze zastosowaé twierdzenie de L’Hospitala, gdyz podana
granica jest typu {%}

Odpowiedz koncowa:

/t2 exp (—t)dt = 2.
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Zadanie VI.1b
1
dz
0 Vi
Zaczynamy od obliczenia catki nieoznaczonej. Poniewaz kazdy ,fizyk” powinien
wiedzieé, ze (/x) = ﬁ, to:

TR

Funkcja podcatkowa ma osobliwos$é (dazy do nieskonczonosci) dla x — 07

(2)

Dlatego nie jest oczywiste, ze mozna po prostu zastosowaé podstawowy wzor
rachunku catkowego (ostatecznie okazuje sie, ze w tym konkretnym przypadku
mozna). Poprawnie zadang caltke niewfa$ciwg nalezy rozumieé nastepujaco:

Catka oznaczona pod granica wynosi:

1 =1
7_2\/_

| v =2 -2/

=€

Granica okazuje sie trywialna (po prostu wstawiamy e = 0):

lim 2 — 2v/e = 2.

e—0t

Odpowiedz koncowa:
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Zadanie V1.1c

1
1
— 3
[ (3)
1
Zadanie okazalo sie bardzo trudne. Zanim przystapimy do rachunkéw nalezy

doktadnie przyjrze¢ si¢ funkcji podcatkowej. Po pierwsze, jest ona zawsze wigksza
od zera:

ﬁ>0’

a wiec takze catka musi by¢ wigksza od zera. W szczegdlnosci moze to by¢ nie-
skonczono$é - moéwi sie wtedy, ze catka nie istnieje, funkcja nie jest catkowalna lub
calka jest rozbiezna. Stwierdzenie, ze catka jest rowna nieskonczonosci jest dopusz-
czalne, ale nie catkiem poprawne. Po drugie, funkcja dgzy do nieskonczonosci dla
r—0:

lim — = oo,
x—0 x2

a punkt z = 0 nie nalezy do jej dziedziny. Dlatego nie mozna zastosowac¢ podsta-
wowego wzoru rachunku catkowego, biorac tylko konce przedzialu x = —1iz = 1.
Jezeli to zrobimy dostaniemy absurdalnie btedny wynik —2 !

Poprawna procedura jest nastepujaca. Rozbijamy zadang catke na dwie, tak
aby punkt ,osobliwy” x = 0 stal sie granicg catkowania:

11 0

/— x—/ d:c—l—/—dx
.CL’

—1 -1

Nastepnie kazda z calek liczymy jako catke niewtasciwa:

1 =1

1
1 1 1
/—dx—hm —dx = lim ——
2 e—0t 22 e—0t X

Analogicznie liczymy druga z calek.

lim iz dx = 400

e—0— T

Poniewaz obydwie caltki sg réwne 400, to takze ich suma jest nieskonczona.
UWAGA: Gdyby okazato sie, ze np. jedna z calek jest rowna +oo a druga

—00, to calce nie mozna przypisa¢ zadnej wartosci. Nalezy wtedy odpowiedzie¢, ze

calka nie istnieje, lub ze funkcja nie jest catkowalna w podanym sensie (jako caltka

niewtasciwa t.j. granica catek).
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Odpowiedz koncowa:
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Zadanie VI1.1d

Zadanie V.2

/e Inx dx (4)

Oblicz pole figury ograniczonej dwoma parabolami o réwnaniach:

(2 pkt)

y>aiAy<1—a° (5)
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Zadanie V1.3
Zbadaj ekstrema lokalne funkcji:
F(z,y) = 1 +ay + 2%y +y* + ay’ (6)

Zaczynamy od obliczenia pochodnych czastkowych pierwszego rzedu:

O oy, 2oyt
ox dy
Przy obliczaniu pochodnej czastkowej po x traktujemy y jako stata. Podobnie,
przy obliczaniu pochodnej wzgledem y, x traktujemy tak jak stata (czyli pochodna
Ox/dy = 0).
Drugie pochodne czastkowe mozna obliczy¢ teraz, aczkolwiek potrzebne bedda
poznie;j.

827}? =92 PF =142 2 aQ—F =2+2
Ox? 4 OyOx +ar Ly, Ox? A
Przypominam, ze:
OPPF  O*F
oydoxr  0zdy’

czyli obliczanie pochodnych czastkowych ,mieszanych” mozna wykona¢ w dowol-
nej kolejnosci, a wynik musi wyj$¢ taki sam.

Teraz przystepujemy do najtrudniejszej czesci zadania, czyli wyznaczenia punk-
tow stacjonarnych. Musimy znalezé takie wartosci x i y, dla ktérych pierwsze
pochodne czastkowe sg réwne zeru. Oznacza to konieczno$é¢ rozwiazania nastepu-

jacego uktadu réwnan:
9F _
ox
9F _

9y

W naszym przypadku jest to uktad:

y+2zy+y>=0

x+ 2%+ 2y + 22y =0

Ogoélna metoda rozwiazywania tego typu uktadéw, polega na wyliczeniu z jed-

nego np. x, i wstawienie wyniku do drugiego. Nalezy to zrobi¢ bardzo starannie,
rozwazajac przypadki stosowania niedopuszczalnych matematycznie operacji (typu
dzielenie przez zero, kiedy implicite zaktadamy, ze pewna zmienna jest rézna od
zera). Moze zdarzy¢ sie tez, ze wyprodukujemy tzw. ,pierwiastki obce”, ktore nie

sg rozwigzaniami wyjsciowego ukltadu réwnan. Dlatego zalecam wstawienie uzy-
skanych wynikéw do wyjsciowego uktadu celem sprawdzenia poprawnosci obliczen.
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Niemniej jednak w rachunkach ,recznych” nalezy za wszelka cene unikaé¢ takiego
,sitowego” rozwigzania, gdyz w ogoélnosci prowadzi ono do bardzo skomplikowa-
nych rownan.

W celu eleganckiego rozwiazania uktadu réwnan, najpierw powinnismy spré-
bowac maksymalnie go uprosci¢ i przeksztatci¢c. W pierwszym rownaniu wyciggam
przed nawias y, a w drugim grupuje wyraxy:

y(14+2x+y)=0
x(1+2)+2y(1+2)=0

Wida¢, ze w drugim rownaniu mozna wyciagaé¢ wspolny czynnik 1 + x:

y(1+2x+y) =0
(1+z)(z+2y)=0

W powyzszej postaci rozwiazania uktadu sa prawie oczywiste. Aby nie zgubié
ktoregos z nich, nalezy systematycznie rozpatrzy¢ wszystkie przypadki. Zgodnie z
zasadami logiki matematycznej, powyzszy uktad réwnan mozemy zapisa¢ jako:

(y=0lubl+2x4+y=0)i(l+2z=0Ilubz+2y=0).
Jest to rownowazne:
(y=0il4+2=0)lub (y=0ix+2y=0) lub

(1+22+y=0il4+2=0) lub (1+22+y=0ix+2y=0)

Jak wida¢, mozemy dosta¢ maksymalnie cztery rozwiazania, o ile kazdy z po-
danych uktadow jest niesprzeczny. Rozwiazujac cztery uktady rownan:

y:

T+ 2y =
1+224+y=0
1+z=
1+2z+y=0
r+2y=0
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Otrzymujemy cztery punkty stacjonarne:

(t=-1y=0), (x=0y=0), (x=-1y=1), (r=—2y=1)

3 3
Teraz nalezy ustali¢, czy podane punkty sa ekstremami funkeji F'(x,y) (mini-
mum lub maksimum), punktami siodtowymi, czy tez nie da sie tego ustali¢ stoso-
wanymi metodami (wyznacznik réwny zeru).
Obliczamy wyznacznik utworzony z drugich pochodnych czastkowych:

2y 1422 +2y
Det[1+2x+2y 2+ 20 ]

Poniewaz rozwigzania sa bardzo proste, wygodniej jest najpierw wstawiaé je
do macierzy, a dopiero potem liczy¢ wyznacznik, ktory bedzie zawieratl wytacznie
liczby.

Dla punktu z = —1, y = 0 mamy:

0 -1
Det[_1 0 1——1<O,
jest to wiec punkt siodtowy.

Dla punktu x = 0, y = 0 mamy:

0 1
Det[l 2]——1<0,

jest to punkt siodtowy.
Dla punktu x = —1, y = 1 mamy:

Det[2 1]:—1<0,

1 0
i jest to takze punkt siodtowy.
Dla punktu z = —2/3, y = 1/3 mamy:

2/3 1/3
Det[l/g 2/3] =1/3>0,

jest to wiec ekstremum. Musimy jeszcze ustali¢, czy jest to minimum czy tez
maksimum. W tym celu badamy znak drugiej pochodnej czastkowej 0*F/dz? lub
O?F/0y?. Najprostsza jest pochodna:

0*F/0x* = 2y = g > 0,
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czyli jest to minimum.
Do kompletu mozna dotozy¢ wartosci funkeji F'(z,y) w punktach siodtowych i
maksimum:
26
F(-1,0) =1, F(0,0)=1, F(—-1,1) =1, F(-2/3,1/3) = 77
Jak wida¢, wszystkie trzy punkty siodtowe sa na tej samej wysokosci rownej 1,
natomiast minimum jest w punkcie o wysokosci 26/27 < 1, czyli ponizej nich.
Dysponujac powyzszymi informacjami mozna pokusi¢ sie o naszkicowanie wy-
kresu konturowego funkcji F'(x,y) w obszarze zawierajacym punkty stacjonarne:

1.2
1.0}
0.8
0.6

0.4+

x=2/3, y=1/3

02+

0.0

x=0,y=0

Ekstremum

-1.0 0.5 0.0

W trzech wymiarach wykres wyglada nastepujaco, co ttumaczy nazwe ,,punkt
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punkty siodlowe

siodtowy”:
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