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Ukfady réwnan liniowych

Rozwazmy ,dobry” ukfad réwnan:

x+y+z+t=1
2x+4y —t =2
XxX—y+2t=0
X+y—z—t=-1

Ini=sys={x+y+z+t==12x+4y-t==2,
X-y+2t==0,x+y-z-t==-1}

In:= Solve[ sys, { x,y, 2z, t } ]

Out = {{x > -2,y —»2,z— —1,t - 2}}

In:= Reduce[sys, {x,y,z,t}]

Out =x == -2&& y==2%& z ==-1&& t ==

v
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Ukfad rownan liniowych: posta¢ macierzowa

Ten sam uktad rownan mozemy przepisaé w postaci:
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Ukfad rownan liniowych: posta¢ macierzowa

Uktad réwnan zapisany za pomoca macierzy:

0znaczajac:
1 1 1 1 X 1
2 4 0 -1 y 2
A= , X = , B=
1 -1 0 2 z 0
1 1 -1 -1 t — il
Otrzymujemy réwnanie macierzowe:
A-X=B8B
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Wprowadzanie macierzy w MATHEMATICE

Macierze jako listy

Wprowadzamy macierz A:

A={{1,111} {240-1}{1-1,0,2},{1,1,-1,-1}}

@ Macierz prostokatna zawierajaca N kolumn i M wierszy ma
posta¢ zagniezdzonych M list z ktérych kazda zawiera N
elementow. W przyktadzie powyzej mamy macierz 4x4, wiec
wpisujemy ja jako liste czterech 4-elementowych list.

@ aby wyswietli¢ macierz w postaci tradycyjnej uzywamy
MatrixForm[A] lub zaznaczamy liste i naciskamy
Ctrl+Shift+T (z menu Cell—ConvertTo— TraditionalForm)

@ MatrixForm stuzy wytacznie do ,ogladania” macierzy; nie

mozna w tej formie wykona¢ zadnych operacji
matematycznych: s3 one wykonywane na listach
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Macierze a wektory w MATHEMATICE

© czesto (szczegdlnie w fizyce) automatycznie utozsamiamy
liczby rzeczywiste z macierzami rzeczywistymi 1 x 1 oraz
wektory N-elementowe z macierzami 1 x N lub N x 1

@ obiekty te nie s3 jednak identyczne ale izomorficzne: mozna w
spos6b jednoznaczny (i oczywisty) przypisa¢ kazdej macierzy
1 x 1 liczbe, a my dokonujemy tej konwersji automatycznie

© w MATHEMATICE réwnosé 1=={{1}} nie zachodzil

Operator Dot (kropka)

Mnozenie macierzowe oraz inne zdefinowane operacje na
wektorach, macierzach i tensorach wykonujemy operatorem ,,." !
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Macierze a wektory w MATHEMATICE

@ wektor jest lista, np:
In:=r = {x,y,2}

@ pojecia ,wektor kolumnowy”, , wektor wierszowy" czesto
uzywane w fizyce oznaczaja faktycznie macierze 1 x N lub
Nx1

@ dopuszczalne operacje na wektorach to m.in:

iloczyn skalarny np: r . r (wynikiem jest liczba !)
mnozenie przez liczbe np: ar

iloczyn wektorowy np: Crossr,r]

mnozenie przez macierz np: A . {a,b,c,d } (wynikiem jest
wektor, macierz dokonuje ,tranformacji” wektora)

0000
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Macierze a wektory w MATHEMATICE

o ,wektor wierszowy” (poziomy) czyli macierz o wymiarze
1x N:
poziomy = {{X,Y,Z}}

o ,wektor kolumnowy” (pionowy) czyli macierz o wymiarze
N x 1:

pionowy = { {x }, {y}, {z }}

@ dopuszczalne operacje na wektorach macierzowych to m.in:

mnozenie pionowy . poziomy (wynikiem jest macierz N x N)
mnozenie poziomy . pionowy (wynikiem jest macierz 1 x 1)
mnozenie przez liczbe np: a pionowy

mnozenie lewostronne wektora pionowego przez wektor zwykty
oraz prawostronne poziomego np: r . pionowy lub poziomy . r
(wynikiem jest wektor 1-elementowy, czyli 1-elementowa lista)
© mnozenie przez macierz N x N, lewostronne lub prawostrone,
jak wyzej dla wektora (wynikiem jest wektor macierzowy)
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Macierze w MATHEMATICE

Macierze kwadratowe N x N

@ dopuszczalne operacje na macierzach kwadratowych to m.in:

@ mnozenie macierzA . macierzB (wynikiem jest macierz N x N,
wynik zalezy od kolejnosci sktadnikéw!)

@ mnozenie przez wektor lub wektor macierzowy lewostronne i
prawostronne np: poziomy . A . pionowy

© macierz odwrotna A~ Inverse[A]

Q potegowanie macierzy MatrixPower[A, 7]

© eksponenta macierzy e: MatrixExp[A]

@ wyznacznik macierzy det A: Det[A]

@ slad macierzy (suma wartosci na przekatnej) : Tr[A]

Q wektory wiasne: Eigenvectors; wartosci wiasne: Eigenvalues[A]
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Operator mnozenia macierzy

MATHEMATICA wprowadza specjalny operator mnozenia
macierzy: kropke — zwykty znak mnozenia nie dziafa!)
Operator ten wykonuje mnozenie elementéw (przede wszystkim
macierzy) w sytuacji kiedy jest to mozliwe, np. mnozenie A - B
wykonujemy przez A.B gdy liczba kolumn A jest réwna liczbie
wierszy B.

Kolejno$¢ mnozenia macierzy jest bardzo istotna gdyz wynik zalezy od
ustawienia czynnikéw np.

© Dla macierzy kwadratowych w ogdlnosci A.B nie réwna sie B.A

Q Jezeli X jest wektorem kolumnowym a Y wektorem wierszowym to
X.Y jest macierzg kwadratowa natomiast Y.X macierza 1x1
ktora zwykle utozsamia sie z liczbg (zespolona)

© Jezeli ilos¢ kolumn pierwszej macierzy rézni sie od ilosci wierszy
drugiej to mnozenie jest niewykonalne i wyswietlony zostanie
odpowiedni btad. Mnozenie w odwrotnej kolejnosci moze jednak
okazac sie mozliwe.
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Podstawowe operacje ,arytmetyczne”

Kombinacje liniowa macierzy, czyli operacje mnozenia przez liczbe
oraz dodawania (odejmowania) macierzy wykonujemy uzywajac
standardowych symboli +, —, * (spacja) W prosty sposéb mozemy
réwniez obliczy¢ n-ta potege macierzy kwadratowej (N x N) jako
A”n oraz macierz odwrotng A™(-1).

Przyktad:
Oblicz wyrazenie, gdzie A jest macierzg kwadratowa, np:

In=A={{\1},{-1,1}}

3-A2 A4+ AL+ A

W MATHEMATICE obliczamy wyrazenie jako:
In:=3 A. A- A + Inverse[A] + MatrixPower[A 4]
In:= % // MatrixForm
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Macierzowe rozwigzanie uktadu réwnan

Teraz mozemy rozwigza¢ uktad réwnan ,macierzowo”. Mnozymy
obie strony réwnania:
A-X =8

lewostronnie przez A~!-
A-x=B | AL
Ail‘A‘X:Ail.B

A7l . A jest réwne macierzy jednostkowej Z, Z - X = X wiec
otrzymujemy formalne rozwigzanie — gdyz macierz odwrotna nalezy

jeszcze obliczy¢:
X=A1.8B

Powyzsze wyrazenie obliczamy jako:
In:= Inverse[A] . B i otrzymujemy:
Out = {-2,2,-1,2 }
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Typowe obliczenia zwigzane z macierzami

Bez problemu wykonamy wszystkie typowe obliczenia zwigzane z
macierzami np:

@ Wyznaczenie wielomianu charakterystycznego z definicji:
Det[ A - x . IdentityMatrix[4] ] lub korzystajac z
odpowiedniej instrukcji
CharacteristicPolynomial[ A , x ]

@ Wartosci wtasne macierzy A mozemy obliczy¢ znajdujac
pierwiaski wielomianu charakterystycznego W:

NSolve[W,x] lub funkcja
Eigenvalues[A]

@ Sprowadzenie do postaci diagonalne;j

@ Dekompozycja macierzy

@ ...inne
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Twierdzenie Cayleya-Hamiltona

Bardzo wazne twierdzenie algebry moéwi, ze jezeli do wielomianu
charakterystycznego W, (\) macierzy kwadratowej n x n A
podstawimy za A sama macierz A = A to otrzymamy macierz

ZEerowq:
W,(A) = A" +a,A" 1 4 ... =0

Sam A. Cayley wykonat obliczenia dla macierzy o n=2in=3
i trafnie odgadt, ze twierdzenie zachodzi dla dowolnego rozmiaru
macierzy. Nie wykonat jednak obliczen dla n > 3 gdyz prowadza
one do skomplikowanych wyrazen. Obecnie mozemy takie
obliczenia wykonaé przy pomocy programu MATHEMATICA
w kilka minut.
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Twierdzenie Cayleya-Hamiltona n = 2

A={{ab},{cd}}

wielomiancharakterystyczny = CharacteristicPolynomial[A, ) ]
Qut = -bc+ad-al-dA+ N\

Warto wiedzie¢, ze wyraz wolny ( bez X\ ) jest réwny
wyznacznikowi macierzy A:

wyznacznik = Det[A]

Out = -b c + ad

natomiast wyraz przy A\"~! to $lad macierzy A ze znakiem minus:
slad = Tr[A]

-bc+ad
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Twierdzenie Cayleya-Hamiltona n = 2 c.d.

Nie mozemy podstawi¢ po prostu A —A gdyz:

Q potegowanie macierzy wykonujemy instrukcja MatrixPower
podczas gdy w wielomianie charakterystycznym wystepuje
potegowanie wyrazen algebraicznych Power

@ nie mozemy doda¢ do macierzy liczby bedacej wyrazem
wolnym (nie zgadza sie wymiar); musimy dodac
IdentityMatrix[2] Det[A] gdzie ldentityMatrix[n] to macierz
jednostkowa n X n np:

In := IdentityMatrix[2]
Out = {{1,0},{0,1}}
Podstawiamy macierz do wielomianu char. w dwu krokach:
wielchar - wyzn /. {\ —A, Power—MatrixPower }
% + IdentityMatrix[2] wyzn // Simplify
Out = { {0, 0}, {0, 0} }
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Sprawdzenie pewnej tozsamosci

Podobnie mozna sprébowacé tez sprawdzi¢ bezposrednim
rachunkiem tozsamos¢:

det(eP) = '™A

In: = Det[MatrixExp[A]] - Exp[Tr[A]]
Dut _ _eaa+bb aaQEaa-kbb + 2abbaeaa+bb _
2 2(aa?+4abba—2aabb+bb?) aa’+4abba—2aabb+bb?

aabbeaa+bb bb2 eaa+bb

aa?+4abba—2aabb-+bb?2 + 2(aa?+4abba—2aabb+bb?) +

1eaa+bb—\/ a2+ Aabba—_2aabbtbb? _ aaleratbb—V/aa?fdabba—2aabbtbb?

4(aa?+4abba—2aabb-+bb?)
abbae?atbb—V/aa2+dabba—2aabb+bb2 .14 caatbb—+/aa2+4abba—2aabb-+bb2
aa2+4abba—2aabb-+bb? 2(aa?+4abba—2aabb+bb?) B
bb2eaa-+bb—1/aa2 +4abba—2aabb| bb2
4(aa?+4abba—2aabb+bb?)

In:= Simplify[%)

Out = 0

Dla n > 2 niestety MATHEMATICA nie upraszcza wyniku
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