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R. r. w fizyce jako sposéb formutowania probleméw

W mechanice klasycznej szukanymi funkcjami sg wspétrzedne
okreslajace stan ukfadu w danej chwili czasu. Czas jest jedyna
zmienng po ktorej rézniczkujemy. lloé¢ szukanych funkcji czasu
okreslamy mianem ilosci stopni swobody ukfadu.
o dla rzutu w polu grawitacyjnym mamy (na ogét) 3 szukane
funkcje okreslajace potozenie ciata w przestrzeni np:
x(t), y(t), z(t)
@ pozostate wielkosci fizyczne jak np. predkosc lub
przyspieszenie s wielkoSciami pochodnymi, moga zostaé
wyliczone z potozenia poprzez proste operacje matematyczne:

_ dvi(t)  dx(t) _

2x(t) dt  dt?

|
I
—
S—
If
x:
—
~
N—

A. Odrzywotek Algebra Symboliczna



R. r. w fizyce jako sposéb formutowania probleméw

o funkcje vi(t), vy (t), v2(t), ax(t), ay(t), a-(t) nie pojawiaja sie
w réwnaniach rézniczkowych opisujacych problem

@ zamiast nich nalezy podstawi¢ odpowiednie wyrazenia na
pochodne np: v, (t) = y'(t), a,(t) = 2(t) itd.

@ lub (alternatywnie) wyrazenia te doda¢ jako dodatkowe
réwnania np:

itd.
@ ilos¢ réwnan musi byé réwna ilosci szukanych funkgcji
@ wzory typu:
v, [t] — —gt + V0Sin[a]

nie stanowig sformufowania problemu ale jego rozwiazanie!

A. Odrzywotek Algebra Symboliczna




Spadek swobodny w polu grawitacyjnym

Poprawne sformutowanie problemu i jego rozwigzanie

O Cialo spada pionowo w doét

@ ruch opisuje Il zasada dynamiki Newtona: F = ma

O sita dziatajaza na ciato: F = {0,0,—mg}

Q uktad posiada jeden stopien swobody: wysokosé nad ,.ziemia”
np. h[t] — jedna szukana funkcja jednej zmiennej : czasu t

© réwnanie ruchu wyrazone przez potozenie:
/
mh'[t] == —mg

@ warunki poczatkowe wyrazone przez potozenie (ciato rzucone
z wysokosci H z predkoscia VO pionowo do gory):
h[0] == H, HK[0] = VO

(7]

DSolve[ { m h"[t] == - m g, h[0] == H, h’[0] = VO }, h][t], t]




Spadek swobodny w polu grawitacyjnym

Sposéb |1

@ uktad zapisujemy przy uzyciu potozenia h[t] i predkosci v[t] —
dwie szukane funkcje jednej zmiennej : czasu t

@ rdéwnanie ruchu wyrazone przez potozenie i predkosc:
mV'[t] == —mg, vit] = H'[t]

© warunki poczatkowe wyrazone przez potozenie (ciato rzucone
z wysokosci H z predkoscia VO pionowo do gory):
h[0] == H, v[0] = V0

Q DSolve[ { m v'[t] == - m g, v[t] == X'[t], h[0] == H,
v[0] == VO }, { hlt], v[t] }, t]
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Spadek swobodny w polu grawitacyjnym

Sposéb Il

© uktad zapisujemy przy uzyciu potozenia h[t], predkosci v|t] i
przyspieszenia a[t]— trzy szukane funkcje jednej zmiennej :
czasu t

@ réwnanie ruchu wyrazone przez potozenie, predkosé i
przyspieszenie:

malt] == —mg, a[t] == V/[t], v[t]=H][t]

© warunki poczatkowe wyrazone przez potozenie (ciato rzucone
z wysokosci H z predkoscia VO pionowo do gory):
h[0] == H, v[0] = V0

O DSolve[ { m a[t] == - m g, a[t]==V'[t], v[t] == h'[t],
h[0] == H, v[0] == V0 }, { h[t], v[t], a[t] }. t] lub
DSolve[ { m a[t] == - m g, a[t]==h"[t], v[t] == h'[t],
h[0] == H, v[0] == V0 }, { h[t], v[t], a[t] }, t]
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Spadek swobodny w polu grawitacyjnym

Sposéb 1V: formalizm Hamiltona

© wyrazamy energie kinetyczng i potencjalng przez potozenie i
ped:

P2

= —, V = mgh
2m
@ tworzymy Hamiltonian: H = E + V

© wypisujemy réwnania ruchu Hamiltona wyrazone przez
potozenie i ped:

OH oH »p

/ = - = — h, = - = =

Pt 5, = —me, htl o~ m

Q warunki poczatkowe wyrazone przez potfozenie i ped:
h[0] == H, p[0] = mV0

@ DSolve[{h'[t] == p[t]/m, p[t]

==-m g h[0] == H, p[0] ==
m VO}, {h[t], p[t]}, t]
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Spadek swobodny w polu grawitacyjnym

Sposéb V: formalizm Lagrange

© wyrazamy energie kinetyczng i potencjalng przez potozenie i
predkos¢:

2
E:m?", V = mgh

@ tworzymy Lagrangian: L =E — V

© wypisujemy réwnania ruchu Lagrange-Eulera:
g (%) _oL
dt \ov/)  0Oh

@ poniewaz zachodzi w tym wypadku:

o _ aw_
av " an- ™8

dostajemy réwnanie ruchu: v/[t] == —g

v
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Spadek swobodny w polu grawitacyjnym

Podsumowanie

O kluczowa jest umiejetno$¢ wypisania réwnania lub uktadu
réwnan opisujacych rozwigzywane zagadnienie

@ trzeba znan przynajmniej jeden (a najlepiej kilka) sposobéw
na uzyskanie réwnan ,ruchu”

© samo rozwiazanie réwnania nalezy uzyska¢ za pomoca DSolve
lub NDsolve

Q nalezy pamietaé o formalych wymogach DSolve: wszystkie
funkcje muszg posiadaé argument itp.

© aby rozwiazaniu réwnania rézniczkowemu nadac sens fizyczny
musimy poda¢ warunki poczatkowe; tutaj potozenie i predkosé
w wybranej chwili czasu np. t = 0.

Q takie podejscie procentuje w przypadku bardziej ztozonych
problemoéw
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Bardziej ztozony przyktad

@ uzywamy formalizmu Lagrange'a, wspotrzedne , kulki 1" :
x1(t), z1(t), ,kulki 2" : xo(t), z2(t) (pomijam wspotrzedne
y1(t) i y2(t))

o energia kinetyczna: Ex = my (V2 +v2) + 3mp (V2 +1v2)

@ energia potencjalna:
Ep=mgzi+mgz+ k\/(X1 —x2)% + (21 — 2)?
o funkcja Lagrange'a: L = E, — E,

Z : . d oL \ _ oL d oL \ _ oL
@ réwnania ruchu (4): & (8VX1) = 5 ot (6‘/21) = 5o

d (oL ) _ oL d (9oL _ oL
dt \Ovx, ) = Oxp' dt \Ovz, ) = Oz
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Bardziej ztozony przyktad: MATHEMATICA

Dwie masy potaczone gumka w polu grawitacyjnym

@ energia kinetyczna:

Ek = 1m1(Vx1[t]? + Vz1[t]?) + 1m2(Vx2[t]? + Vz2[t]?)
@ energia potencjalna: Ep = m g z1[t] + m g 22[t] +

k Sqrt[(x1[t] — x2[t])? + (z1[t] — 22[t])?]
o funkcja Lagrange'a: L= Ek - Ep

@ réwnania ruchu (4):
eqll = D[D[L, Vx1[t]], t] == DI[L, x1[t]]
eql2 = D[D[L, Vz1[t]], t] == D|L, z1][t]]
eq21 = D[D[L, Vx2[t]], t] == DIL, x2[t]]
eq22 = D[D[L, Vz2[t]], t] == D|L, z2[t]]
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Bardziej ztozony przyktad: MATHEMATICA cd

@ musimy zdefiniowac co to jest predkosc:

predkosci = { Vx1[t] == x1'[t], Vz1[t] == z1'[t],

Vx2[t] == x2'[t], V22[t] == 22'[t]}
@ warunki poczatkowe: potozenia i predkosci obu , kulek” w

chwili t =0

warpocz = { x1[0] == 0, z1[0] == 0, x2[0] == 1, 22[0] ==

Vx1[0] == 10, Vz1[0] == 20, Vx2[0] == 4, Vz2[0] == 30 }
@ numeryczne wartosci parametréw np:

{ k=10, m1=1, m2=2, g=9.81 }

problem = Union[{eql1,eq12,eq21,eq22 },predkosci, warpocz]

funkcje = {x1[t], z1[t], x2[t], z2[t], Vx1[t], Vz1[t], Vx2[t], Vz2[t] }
o rozwnum = NDSolve[ problem , funkcje , {t, 0, 10}]
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Bardziej ztozony przyktad: wizualizacja

o trl = { x1[t], z1[t] } /. rozwnum][[1]]
tr2 = { x2[t], z2[t] } /. rozwnum|[[1]]

o tor = ParametricPlot[{ trl, tr2 }, {t, 0, 2 }]

o Animate[Evaluate[ Show][tor, Graphics[ Line[{tr1, tr2}] ,
PlotRange — {{0, 50}, {0, 50}} ]]] . {t. O, 5, 0.01}]
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Réwnanie Schrodingera bez czasu

R. Schrodingera bez czasu

n? d?¢(x) _
— o + U(x)o(x) = Ed(x)

Mozemy rozwigzaé to réwnanie analitycznie dla U(x) = 0:
In:=DSolve[ 21 —— F0 ®[x], ®[x], x]

Out = {{ ®[x] — C[1]Cos|(Sqrt[2]Sqrt[EQ]|Sqrt[m]x)/h +
C[2]Sin[(Sqrt[2]Sqrt|EO]Sqrt[m]x)/h }}

W mechanice kwantowej zwykle zapisujemy to rozwiagzanie jako:

B(x) = c1eP/P 4 cpeiPx/h

gdzie p = vV2mEQ to ped czastki.
Analityczne rozwiazanie w przypadku dowolnego U(x) nie
powiedzie sie.
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Numeryczne rozwiazanie r. bez czasu

R. Schrodingera bez czasu mozemy oczywiscie rozwigzywac
numerycznie.

Klasyczny problem polega na znalezieniu wspoétczynnika odbicia od
potencjatu U(x).

Czastka nadlatujaca z nieskoficzonosci (x — —oo gdzie U(x) = 0)
jest opisywana funkgja:

P(x) = AeP

Na skutek odddziatywania z bariera potencjatu w x ~ 0 pojawia sie
fala odbita w rejonie x < 0 (na lewo od bariery):

6(x) = B~
oraz fala przechodzaca (na prawo od bariery) w rejonie x > 0:
B(x) = CeP”

State A, B, C sa na ogdt zespolone.
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Zauwazmy ze:
@ W rejonie x < 0 mamy dwie fale: przychodzaca i odbita, z
ktérych tylko przychodzaca jest dana.
@ W rejonie x > 0 mamy tylko jedna fale przechodzaca

Wygodnie jest wiec zatozy¢ pewna postaé fali przechodzacej dla
x > 0 a nastepnie catkowaé réwnanie Sch. bez czasu wstecz az do
x < 0.

Funkcja falowa ¢(x) jest funkcja o wartosciach zespolonych:

B(x) = ¢1(x) + iga(x)

MATHEMATICA bez problemu rozwigzuje tego typu r.
rézniczkowe zwyczajne, wiec w tym przypadku nie musimy
rozpisywac uktadu réwnan na czes$¢ rzeczywista i zespolona.

A. Odrzywotek Algebra Symboliczna



Warunek poczatkowy dla r. Sch. bez czasu wynika z zatozone;j
postaci fali przechodzacey:
do(x)

$(x0) = exp (ipxo), = = = ipexp (ipxo)

Wygodnie jest przyja¢ jako xp pewna wielokrotnos¢ N okresu
funkcji e czyli T = 27/p i wtedy:

do(x = 2N7/p)
dx

¢(2N7/p) =1, = ip

gdzie np: N = 4.
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