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Numeryczne rozwigzywanie r. rézniczkowych zwyczajych

o symbolicznie: DSolvely'[x|==y[x]+Sin[x],y[x].x]
@ symbolicznie:

DSolve[{ y'[x]==y[x]+Sin[x].y[0]==y0 } .y[x].x]
@ symbolicznie:

DSolve[{ y'[x]==y[x]+Sin[x], y[0]==1 }.y[x].X]
@ numerycznie:

NDSolve[{ y'[x]==y[x]+Sin[x], y[0]==1 }.y[x], {x,-1,1}]

Q Aby uzyé NDSolve wszystkie parametry oraz warunki
poczatkowe musza mie¢ wczesniej nadane wartosci liczbowe

@ Ze wzgledu na metode generowania rozwigzan (funkcje
interpolujace) musi by¢ z géry zadany zakres niewiadomej
w ktérym szukamy rozwiazania

<
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Algorytmy rozwiazywania r. rézniczkowych zwyczajych

Dopuszczalne warunki naktadane na rozwigzanie

Standardowo, numerycznie rozwiazuje sie dwie klasy problemoéw:

@ zagadnienie poczatkowe: podajemy wartos¢ funkgcji i jej
pochodnych w jednym punkcie

@ zagadnienie brzegowe: podajemy wartosci funkcji
(i ewentualnie pochodnych) na koricach przedziatu

@ pewne zagadnienia mieszane

| \

UWAGA!

Ograniczenia opisane wyzej nie oznaczaja, ze nie da sie
rozwigzywac inaczej sformutowanych zagadnien numerycznie.
Oznacza to tylko tyle, ze nie mozna tego zrobi¢ jednej linijce
(jedna komend3) !

\
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Przykfad (1)

Rozwigzujemy réwnanie:
y' =y +sinx

z warunkiem poczatkowym y(0) = 1 — funkcja musi przyjmowaé
wartos¢ 1 w punkcie x = 0.

Zaréwno DSolve jak NDSolve bezproblemowo rozwiazuja
zagadnienie:

In:= DSolve[{ y'[x] == y[x] + Sin[x], y[0] == 1 }, y[x]. ]

Out = {{y[x] -> 1/2 (3 * - Cos[x] - Sin[x]) } }
NDSolve[{y'[x] == y[x] + Sin[x], y[0] == 1}, yIx]. {x, -1, 1}]
Out =y[x]->InterpolatingFunction[-1.,1.,<>] [x]
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Przyktad

Jezeli jednak zmienimy warunek na niestandardowy, np: y’(0) =1
— pochodna funkcji musi przyjmowaé wartos¢ 1 w zerze, NDSolve
wyswietli komunikat o btedzie:

In:= DSolve[{ y'[x] == y[x] + Sin[x], y'[0] == 1}, y[x], x]

Out = {{y[x]->1/2 (3 e*-Cos[x]-Sin[x])}}
NDSolve[{y'[x]==y[x]+Sin[x].y'[0]==1}.y[x].{x,-1,1}] Out =
NDSolve::icord: The differential order of the
functions in the initial or boundary conditions
should be strictly less than in the differential
equations.

Dzieje sie tak pomimo tego, ze w obydwu wypadkach rozwigzanie
(analityczne) jest identyczne!

Warto przeformutowaé zagadnienie, tak aby dostosowad je do
mozliwosci NDSolve, a nie wklepywaé bezmyslnie tres¢
zadania/problemu
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Przyktad (3)

W przyktadzie powyzej mozemy zmusi¢ NDSolve do dziatania w
nastepujacy sposéb:

@ rdzniczkujemy obustronnie:

y" =y 4 cosx
@ wprowadzamy nowa funkcje z(x) = y'(x)
© rozwiazujemy zagadnienie (teraz poczatkowe)

Z=z+cosx, z(0)=1

Q funkcje y(x) mozemy wyliczy¢ korzystajac np. z Nintegrate

Wysilek wtozony w rozwigzanie numeryczne problemu nie ma na
og6t sensu, gdy MATHEMATICA znajduje rozwigzanie analityczne.
Nie zawsze jest to jednak mozliwe.
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Zagadnienie brzegowe

Znajdz rozwiazanie réwnania:

d*y

dx*
ktére dla x =0 i x = 7 przyjmuje warto$éi y = 0 oraz y' = 0.
In:= NDSolve[{y""[x] + y[x] == Sin[x], y[0] == 0, y'[0] == 0,
ylPi] == 0, y'[Pi] == 0}, y[x], {x, 0, Pi}]

—y=sinx
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Teraz przyktad z poprzedniego wykfadu rozwigzujemy bez
problemu: NDSolve[Union|[sys, ic], r, { t,0,100 }]
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R. r. o wartosciach zespolonych

Aby wymusi¢ rozwigzanie w domenie zespolonej podajemy
zespolone warunki poczatkowe /brzegowe:

NDSolve[{y" [x] + y[x]"2 == 1,

yl0] == 0, y'[0] == 1 + I}, . {x, 0, 30}]

A. Odrzywotek Algebra Symboliczna



Réwnania rézniczkowe czastkowe

Réwnaniem rézniczkowym czastkowym nazywany réwnanie
zawierajace funkcje wielu zmiennych np: F(x,y) oraz jej pochodne
czastkowe np:

0°F O°F 0°F  OF  OF
A 92 +2B x3y +C a—}/z—Faa%—b@%—cF(X,y) =f(x,y)

4
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Proste przyktfady (1)

Szukamy rozwigzania ogdlnego réwnania
OF (x, OF (x,
xy) OF(xy)

=0

oy ox

Uwaga!
Stuzy do tego ta sama komenda ktéra rozwigzujemy réwnania
rézniczkowe zwyczajne: DSolve.

v

In:= DSolve[ D[ F[x, y]. y ] + x D[ F[x, y], x] == 0, F[x, y], {x, y}1]
Out = { { Flx, y] -> C[1]1[y - Loglx]] } }

Wynik ten oznacza, ze szukanym rozwiazaniem réwnania jest
dowolna funkcja (oznaczana jako C[1]) argumentu y — In(x), np:

sin (y — In(x)), (y — In(x))*,In (y — In(x)), ﬁ"(ﬂ’ In(x) —y + 23

o
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Proste przykfady (2)

6F(X,y,2) aF(vaaz) . 28F(X’y72)
oy Ty O0x ‘ 0z

=0

In:=DSolve[D[F[x, y, 2], y] + y D[F[x, v, 2], X] -
22 D[F[x, v, 2], 2] == 0, F[x, y, 2], {x, y, 2} ]
Out= Flx, y, z] -> C[11[ 1/2(—2x+ y"2),(—1+ yz)/Z]
Wynik ten oznacza, ze szukanym rozwiazaniem réwnania jest
dowolna funkcja (C1) dwéch zmiennych ktérej argumentami sa
funkcje —2x + y? oraz —(zy — 1)/z
Wezmy np: C1(a, b) = a®, wtedy rozwigzaniem réwnania jest
funkcja:

Flx,y) = (—2x + y?)~v-D/z

Nawet sprawdzenie tego (recznie) nie jest proste . ..
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Proste przyktady (3)

Polxt) _ Polxt)
o2 ox2

In:=DSolve[D[ ¢[x, t], t, t] + D[@[x, t], x,x] == 0, J[x, t], {x, t} ]
Out= { { ¢[x, t] -> C[11[t + x] + C[2][t - x] } }

Wynik ten oznacza, ze szukanym rozwiazaniem réwnania jest suma
fal biegnacych z , predkoscia swiatta” (tu réwna 1) w lewo i prawo.

UWAGA!

Jakakolwiek modyfikacja zagadnienia (za wyjatkiem dodania
statej) lub dodanie kolejnego wymiaru spowoduje, ze nie
znajdziemy uzywajac DSolve zadnego rozwiazanial!

Nie oznacza to ze takie rozwigzania nie s3 znane . ..
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Rozwigzywanie numeryczne r. czastkowych

Formalnie mozemy rozwigzywac r. czastkowe numerycznie

@ musimy podaé warunki poczatkowe i brzegowe réwnoczesnie

@ war. pocz. sg funkcjami; okreslaja przebieg funkcji i jej
pochodnych w chwili t=0

@ warunki brzegowe s3 f. czasu i zadajg z gory zachowanie sie
rozwigzania (moga to byé w szczegdlnosci state, np. dla
drgajacej struny)

Przyktad: drgania struny

Struna jest zamocowana w punktach x = 0 oraz x = w. W chwili
t=0 przyjmuje ksztatt paraboli.

In:= NDSolve[{ D[¢[x,t].t,t]-D[#[x.t].x,x]|==0,4[0,t]==0,

¢[ Pi ,t]==0, ¢[x,0]==x (Pi-x),Derivative[0,1][¢]][x,0]==0 },
¢, {x,0, Pi},{t,0,100}]
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