Algebra Symboliczna

Wyktad VI

Andrzej Odrzywolek

Instytut Fizyki, Zaktad Teorii Wzglednosci i Astrofizyki

14.11.2007, sroda, 13:15

A. Odrzywotek Algebra Symboliczna



Dane kontaktowe

dr Andrzej Odrzywotek

pokoj 447, IV pietro

E-mail: odrzywolek@th.if.uj.edu.pl
Wykfad: $rody 13.15-15.00 s. 128
Cwiczenia: piatki 10.30-12.00

Konsultacje: srody ~11-13, czwartki 10-12
WWW: http://ribes.if.uj.edu.pl/alsymb/

A. Odrzywotek Algebra Symboliczna


https://ribes.if.uj.edu.pl/alsymb/

Co to jest rownanie rézniczkowe?

@ réwnanie zawierajace pochodne pewnej funkcji np:

df(t)
——~ =cost
dt
@ rozwiagzaniem r. rézniczkowego jest zbidr funkcji np. dla
réwnania powyzej:
f(t)=sint+a

dla dowolnej statej a

@ o ile rozwigzanie réwnania powyzej jest oczywiste (pochodna
jakiej funkgji to cosinus?) to w przypadku ogdlnym jest to
niezwykle rozbudowana gataz matematyki
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Najwazniejsze typu r. rozniczkowych

@ réwnania rézniczkowe zwyczajne : wszystkie funkcje sa
funkcjami jednej zmiennej

@ réwnania rézniczkowe zwyczajne rzedu pierwszego: zawieraj3
tylko pierwsze pochodne

o uktady réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego: kazde
rownanie lub uktad réwnan zawierajacy pochodne dowolnie
wysokiego stopnia mozna sprowadzi¢ do takiej postaci

@ réwnania rézniczkowe czastkowe: zawieraja funkcje dwoch lub
wiecej zmiennych i ich pochodne czastkowe np:

du(x,t)  ,0u(x,t)
a2 ox2
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Zastosowanie r. rozniczkowych zwyczajnych

@ réwnania ruchu Newtona

@ réwnanie Schrodingera

© rozpad promieniotworczy

Q reakcje jadrowe w gwiazdach
© odksztatcenie pretéw

O rdéwnowaga ciektych krysztatéw

Q ... .

@ réwnania geodezyjnych w zakrzywionej czasoprzestrzeni

@ teoria chaosu
© populacja drapieznikéw/roslinozercéw
Q ...




Rowiazanie ogdlne a rozwiazanie szczegéblne

@ analityczne (ogdlne) rozwiazanie réwnania rézniczkowego
zawiera (zwykle) dowolne state

@ aby uzyskac jednoznaczne rozwigzanie musimy poda¢ tyle
dodatkowych warunkéw ile jest statych dowolnych

@ jezeli znamy rozwigzanie ogdlne, warunki te moga by¢
praktycznie dowolne

@ metody numeryczne s3 natomiast Scisle zwigzane ze sposobem

zadania tych warunkéw (zagadnienie poczatkowe i zagadnienie
brzegowe) s3 wiec narzedziem stabszym
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Zagadnienie poczatkowe

Rozwiagzanie réwnania rézniczkowego zwyczajnego rzedu n, czyli
zawierajacego co najwyzej n-te pochodne funkcji niewiadome;j:

i "

F (% y(0,y (3,5 (x), .y (x)) = 0

jest wyznaczone jednoznacznie (przy pewnych zatozeniach)
poprzez zadanie warunkéw poczatkowych:

y(x0) = o

y (x0) =n

Yy Y (x0) = yn1

czyli wartosci funkgji i jej pochodnych (az do n — 1-tej ) w pewnym
punkcie Xxg.

Jezeli nie zadamy warunkéw poczatkowych to rozwigzanie zawiera
w ogblnosci n statych dowolnych.
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Powyzsze twierdzenie dotyczy tez uktadow k rownan, ale wtedy
nalezy funkcje y(x) i jej pochodne rozumiec jako k-elementowe
wektory:

y(t) = y(t) = a(t), y2(t), . y(t)]
Y (£) = [y1(8),5(8), - yi(8)]

<
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y " D) =y V() = [P0, 48"V, (1)
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Stata catkowania r. r. pierwszego rzedu

Dla réwnania:
dy

— —t
dx gy

rozwigzaniem ogdlnym jest:

y(x) = arcsin (e*C1)

5

Wykres dla C1 = —2,-3/2,—-1,-1/2,0,1/2,1,3/2,2
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Kilka uwag

Réwnania rézniczkowe sg bardzo wazne!

@ wiekszos$¢ ztozonych probleméw nauki wspdtczesnej jest, na
pewnym przynajmniej etapie, formutowana w jezyku r.
rézniczkowych

o MATHEMATICA pozwala rozwigzaé prawie kazde réwnanie
rézniczkowe zwyczajne, analitycznie lub/i numerycznie

@ opanowanie wszystkich znanych metod analitycznych i
numerycznych zwykle przekracza nasze mozliwosci . ..

@ ...i jest wtasciwie niepotrzebne

@ do programowania lub uzycia wyspecjalizowanego software
moze nas zmusi¢ jedynie brak mocy obliczeniowej (np.
konieczno$¢ rozwiazywania milionéw réwnan )

@ rozwigzywanie réwnan rézniczkowych czastkowych jeszcze na

dtugie lata pozostanie poza zasiegiem systeméw typu
MATHEMATICA (braki hardware i software)
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Rozwigzywanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

Polecenie DSolve[problem, funkcje niewiadome, zmienna]
rozwiazuje analitycznie ,,problem” na ktéry sktada sie:

© réwnanie rézniczkowe zwyczajne
@ warunki poczatkowe lub/i brzegowe (opcjonalne)

© inne warunki narzucane na rozwigzanie (opcjonalne)

O uktady rownan s3 rozwigzywane identycznie jak pojedyncze

réwnania — podajemy listy (wektory) réwnan, niewiadomych
funkgji itd.

@ DSolve jest w stanie rozwigzywac réwniez proste réwnania
rézniczkowe czastkowe

© numeryczna wersja DSolve to NDSolve — wymaga podania
jawnie przedziatu w ktérym szukamy rozwigzania
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Najprostsze przyktady (1)

dy
ol
In:= DSolve[y'[x]==Exp[x], y[x]. ]
Out= { { ylx]->e+C[1] } }
Rozwiazanie zawiera jedna stata dowolna C[1]

o state dowolne s3 oznaczane jako C[1], C[2] itd.

o Nalezy explicite poda¢ zmienna niezalezna np: y'[x]
Wyrazenie typu: y' = Exp[x] stosowane w notacji tradycyjnej
spowoduje wyswietlenie komunikatu o btedzie — funkcja
zawsze musi posiada¢ argument! Komputer nie ,domysli" sie
o co nam chodzi.

v
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Najprostsze przyktady (1)

Rowiazanie szczegblne

Aby uzyskaé jednoznaczne rozwigzanie mozemy np. zazada¢ aby
rozwigzanie przechodzito przez zadany punkt (0,0) (poczatek ukt.
wsp.):

In:=DSolve[ { y’'[x] == Exp[x], y[0] == 0 }, y[x], x]

Out = {{y[x]|->e*—1 }}

Rowiazanie szczegélne (wartosci symboliczne)

Aby uzyskaé jednoznaczne rozwigzanie mozemy np. zazadac¢ aby
rozwigzanie przechodzito przez zadany punkt P(xp, yo):
In:=DSolve[ { y'[x] == Exp[x], y[x0] == y0 }, y[x], %]

Out = {{y[x]— > e — e +y0 }}
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Praktyczne wskazoéwki

@ NDSolve daje wynik w postaci listy rozwiazan gdyz w
niektérych przypadkach moze ich by¢ wiecej niz 1

@ znalezienie rozwigzania ogdlnego a nastepnie natozenie
warunkdw jest zwykle bardziej skuteczne niz podanie
warunkéw (np. poczatkowych) bezposrednio w DSolve

@ mozliwe s3 dwa wywotania DSolve:
1) DSolve[rownanie, y[x],x] — zwracane jest wyrazenie
zawierajace x!
2) DSolve[rownanie, y, x] — zwracana jest funkcja ktérej
argument jest dowolny
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Przyktad: dwa wywotania DSolve

In:=DSolve[ y" [s] == yI[s] . y][s]. s]
Out = {{ y[s] — eC[1]+e°C[2] }}
In:= yl[s] /. First[%]

Out = e°C[l] 4+ e C[2]

Rowiazanie Il (uzyskujemy funkcje )

In:=DSolvely” [s] == y][s] . y. 5]

Out = {{ y — Function[{s},e*C[1] + e °C[2]] }}
In:=y /. %l[[1]

Out = Function[{s}, e*C[l] + e C[2]]
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Przyktad: zadanie war. pocz. recznie

Réwnanie y” = 6y? z warunkami poczatkowymi
y(0) =0,y'(0) = 1

Prébujemy rozwigzaé problem w jednej linijce

In:=DSolve[ { y”[s] == by[s]?, y[0]==0, y'[0]==0 } , y[s], 5]
Out = { }

| A

Drugie podejscie

In:=DSolve[ y”[s] == 6y][s]? . ys]. 5]

Out = { {y[s] — WeierstrassP[C[1] + s, {0, C[2]}] }
Znajdujemy C[1] i C[2] recznie:

(WeierstrassP.nb)
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Przyktad: uktad r. rézniczkowych

X”:X—i—y/, y":y—X’

Rozwigzanie u. réwnan

rl = x"[t] == x[t] + y'[t]

r2 = y"[t] == y[t] - X'[t]

In:=DSolve[ {r1,r2 }, { x[t].y[t] }. t]

out = {{ x[t] — et/2C[1]Cos][t/2] + et/?C[2]Sin[t/2],
y[t] — —et/2C[1]Sin[t/2] + et/ C[2]Cos[t/2] }}
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Manipulowanie rozwigzaniami

Przyktadowe rozwiagzanie

Y = First[ y[x] /. DSolve[ y"[x] + y[x]==2 x, y[x], x] ]
Out = 2(—1 + x) + e*CIl]

Narysowanie zbioru rozwigzan

Plot[ Evaluate[Table[ Y /. C[1]] — p, { p, -1,1,0.1 } ] ], {x, -3.3 }

Animacja zbioru rozwigzan

Table[ Plot[ Y /. C[1] — p, {x,-3,3}]. { p.-1,1,0.1 } ]
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Manipulowanie rozwigzaniami (2)

Przyktadowe rozwiazanie z war. pocz.

Z = First[ y[x] /. DSolve[{ y"[x] + y[x]==2 x, y[0]==y0 }, y[x]. ¥]
OQut =

(S

v
. . . 7

Narysowanie zbioru rozwigzan

Plot[ Evaluate[Table[ Z /. y0 — p, { p, -15,15 } ] ],
{x, -3,3 }, PlotRange —{-10,10 }]

v
. . . . 7

Animacja zbioru rozwigzan

Table[ Plot[ Z /. y0 — p, {x, -3,3 },
PlotRange —{-10,10}], { p, -1,1,0.1 } ]

\
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Rysunki z poprzednich przyktadéw

10

-15
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Wstawianie funkcji do r. rézniczkowego

W poprzednich przktadach mozna zaobserwowaé, ze dla pewnych
wartosci C[1](y0) rozwiazanie wyglada na linie prosta. Sprawdzimy
to.

In:= f[x]:=a x +b

In:= y'[x]+y[x] == 2 x /. y—f

Out = a+b +a x == 2 x

Chcemy, zeby réwnanie powyzej byto spetnione dla wszystkich x
(ForAll) In:= Reduce[ForAll[x,%],{a,b }]

Out = a=2 && b=-2

MATHEMATICA postawia literalnie, wiec ponizsze konstrukcje nie
zadziataja tak jak w przyktadzie powyzej:

Y[ +yx]==2x/.y—>ax+b

yIXl +yiXl == 2x /. yl] — a x + b
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Przyktad: réwnania dynamiki Newtona

F(r,t) = ma
gdzie:
a — d72r
- dt?
Dla pojedynczego punktu materialnego jest to uktad 3 réwnan:
d?x(t)
= = Fulx(®), y(8), 2(t), 1
d?y(t)
dt2 = Fy[ (t)vy(t)az(t)at]
d?z(t)
dt2 :Fz[ (t)ay(t)7z(t)7t]

gdzie funkcje x(t), y(t), z(t) okreslaja potozenie w uktadzie
kartezjanskim.
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Rzut w polu grawitacyjnym

Rzucone ciato jest poddane dziataniu licznych sit. Jedna z nich jest
przyciaganie grawitacyjne:

Fg = mg

Wybierajac uktad wspoétrzednych w ktérym o$ z jest skierowana
pionowo do géry mamy:

F.=0
F, =0
F,=—mg

Warunki poczatkowe zadajemy nastepujaco:
x(0) = 0,x (0) = vp cos o
y(0)=0,y'(0)=0
z(0) = O,ZI(O) = ysina
czyli rzut nastepuje w punkcie (0,0,0) z predkoscia vy pod katem

« do poziomu.
A. Odrzywotek Algebra Symboliczna



MATHEMATICA rozwiazuje uktad réwnan bezproblemowo:
@ zapisujemy réwnania jako eqX, eqY, eqZ
eqX = m x'[t] ==
eqY = my"[t] ==
eqZ=mZ2z'[tj ==-mg
@ Uktad réwnan stanowi zbiér pojedynczych réwnan:
sys = {eqX, eqY, eqZ}
© Podajemy warunki poczatkowe:
ic={x[0] == 0, y[0] == 0, z[0] == 0,
x'[0] == v0 Cos[a], y'[0] == 0, 2'[0] == VO Sin[a]}
Q Petny opis problemu jest zawarty w sumie zbioréw
zawierajacych réwnania i warunki poczatkowe: Union([sys, ic]
© Dla wygody definiujemy jeszcze wektor potozenia r:
r={x[t]. y[t]. Z[t] }
@ Funkcja DSolve rozwigzuje zadany problem:
trajektoria = DSolve[Union([sys, ic], r, t] i otrzymujemy
znany wynik: Out= {{ x[t] — t vO Cos[al, y[t] —
0, z[t] — 1/2 ( -g t* + 2 t vO Sinl[a] ) }}
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Opér powietrza

Zaktadamy, ze site oporu powietrza mozna wyrazi¢ jako:
Fo = —kv

Rozpisujac to na sktadowe mamy:

dx(t)
F=—k
dt
dy(t)
F, = —k
Y dt
dz(t)
F, = —k
dt

nastepnie dodajemy site oporu do sity przyciagania ziemskiego.
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Ukfad rownan rézniczkowych z uwzglednieniem oporu

powietrza

eqgX = m x'[t] == -k x[t]

eqY = m y"[t] == -k y'[t]

eqZ =m2'[t] ==-m g - k 2'[t]

Rozwiazujemy ten uktad doktadne tak samo jak w poprzednim
przypadku, i otrzymujemy nieco bardziej skomplikowane
rozwigzanie:

e_% (71+e%)mv0 Cos|a]
X[t] — k 7.y[t] - 07 Z[t] -

f% (efgm (gm - e%gm+ e%gk t+ kv0Sin[a] — e%kVOSin[a]»]
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Zmiana oporu z wysokoscia

Niech stata oporu powietrza k maleje z wysokoscig wedtug wzoru:

ke—2/ho

Uktad réwnan opisujacy rzut (a raczej wystrzat ...) w takich
warunkach to:

eqX = m x'[t] == -k Exp[-z[t]/h0] x'[t]

eqY = m y"[t] == -k Exp[-z[t]/h0] y'[t]

eqZ = m 2" [t] == -m g - k Exp[-z[t]/h0] Z'[t]

Niestety, DSolve nie poradzi sobie z tym problemem.
Mozemy natomiast uzy¢ metod numerycznych: NDSolve . ..
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