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Dygresja: operatory logiczne

Koniunkcja (zachodzi A i B) A && B, And[A,B]
Alternatywa (zachodzi A lub B) A || B, Or[A,B]
Negacja (nie zachodzi A) (!A), Not[A]
Réwnoéé: ==, nieréwnosé 1=

Nalezy uzywaé nawiaséw np: ( (1A)&&B) || B,
Or[And[Not[A],B].B]

@ Inne operatory: Nand, Xor, Nor, Implies, ...

<

@ Wyrazenia logiczne mozna upraszczaé np:
In:=Simplify[( ('A)&&B) || B] Out = B

@ Aby zalozenie obowigzywalo w catej sesji
stosujemy $Assumptions, np: $Assumptions = a>0
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Catkowanie a liczby zespolone

Rozwazmy funkcje wymier- A
na: cu o

— _ 442x+x2 [
W= - F N

<

Kilka wynikéw catkowania:

o In:=Integrate[w,x] // Simplify Out=ArcTan[ jf;z]

o In:=Integrate[w,{x,0,t}]
Qut=If[-2 <= Re[t] <= 2 || Im[t] '= O,
-ArcTan[1/4] + ArcTan[(1 + t)/(4 - t/2)],
Integrate[(t (4 + 2 x t + x"2 t/"2))/( 17 + 2 x t
-7 x"2 t"2 + x4 t"4), x, 0, 1, Assumptions —-> !
(-2 <= Relt] <= 2 || Im[t] !'= 0)]1]

<
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Catkowanie a liczby zespolone c.d.
| jeszcze troche:

o In:=Integrate[w, {x, -2, t}]
Out=If[Im[t]"2/(2 + Rel[t])"2 <= 1/4 && (Re[t] <=
2 || Im[t] '= 0),

ArcTan[G8) + Si(Loglaris] — Loglardig))»
o In:=Integrate[w, {x, x1,x2 }]
Out = ...

@ Wynik dziatania F = Integrate[f,x] na ogdt oznacza tylko tyle,
ze D[F x]==f

@ Catka jest obliczana w dziedzinie zespolonej

© Catka oznaczona jest obliczana po ,, prostym” odcinku
faczacym granice catkowania

y
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Catkowanie a liczby zespolone c.d.

@ Doktadne zrozumienie zachowania sie MATHEMATICI
wymaga wiedzy z analizy zespolone;j.

@ Wyniki analityczne nalezy konsultowaé z Nintegrate

© Obliczenie catki po osi rzeczywistej moze wymagac
posklejania funkcji z kilku czesci obliczajac catki oznaczone ze
zmienna gdrna granica

@ Pojecie statej catkowania traci sens; funkcje pierwotne moga
rézni¢ sie o funkcje kawatkami stata
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Catkowanie a liczby zespolone c.d.

Przyktady

o Plot[Evaluate[Integrate[w,x]],{x,-5,5}]
o Plot[Integrate[w, {x, 0, t}], {t, -5, 5}]
o Plot[NiIntegrate[w, {x, 0, t}], {t, -5, 5}]

o Plot[Evaluate[Integrate[w, x] /. x — t] -
Nintegrate[w, {x, 0, t}], {t, -5, 5}]

o Plot[ArcTan[5/3-t-t"2/3+t"3/3]+ArcTan[t-1],{t,-5,5}]
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Catki o zespolonych granicach

Granice catkowania moga by¢ liczbami zespolonymi.
Rozwazmy trzy funkcje zmiennej zespolone;j:

fi(z) = |z|?, f(z) = 22, f(z) = 1

V4

i sprobujmy obliczy¢ catki (n=1,2,3):

/ i fn(z) dz
7

dla réznorodnych wartosci granic catkowania z; i z np:
Integrate[ 1/z, {z, -1, 1+1 }]

1+i 1
/ — dz
—i zZ

A. Odrzywotek Algebra Symboliczna



Catki na ptaszczyznie zespolonej

Obliczmy catki z naszych 3 funkcji po réznych drogach np:

/il ) dz+ [ f(2), /_ 2) dz

—i +1

Mozemy zaobserowaé, ze nie zawsze:

/abf(z)dz:/ dz+/

Blizsze przyjrzenie sie pokazuje, ze catka z z? nie zalezy od drogi,
catka z |z|? jest wyraznie zalezna od drogi, natomiast catka z -

Tz
przyjmuje co najmniej dwie rézne wartosci.
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Wartos¢ catek w zaleznosci od punktu posredniego

Zdefiniujmy funkcje rzeczywistego parametru a: J

Fa(a) = [2. fa(2) dz + [! fo(2) dz

057

-1 -08 -0.6 -0.4 -0.2

02 04 06 08 1

Q F(a)=[%22dz+ [ 22 dz
F1(a) = const — catka nie zalezy
od drogi (punktu posredniego a)

Q Fa(a) = [ |z dz + [; |2 dz
F>(a) # const — catka zalezy od
drogi w sposéb ciagty

© R(a)=1(J%Ldz+ i1 dz)
F3(a) = £1 - ca’rka zalezy od drogi
i przyjmuje dwie wartosci
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Wyjasnienie uzyskanych wynikéw

Szkolny bfad:

Catka z zawsze dodatniej funkcji wychodzi ujemna!
MATHEMATICA nie popetni tego btedu:
Integrate[1/x?, {x,—1,1}]

Integrate::"idiv" Integral of 1/X2
does not converge on {—1,1}.

Czemu nie liczy prostej catki nieoznaczonej:

/\z[ dz

In:=Integrate[Abs|z],z]
Out = [ Abs|z]dz



Wyjasnienie uzyskanych wynikéw

© W istocie catka z |z| zalezy od drogi catkowania i pojecie
funkcji pierwotnej w zwyktym sensie nie istnieje.

@ W szczegdlnosci nie istnieje funkcja zmiennej zespolonej z
ktéra po zrézniczkowaniu da nam |z|.

| \

Uwaga!

Jednoznaczng wartos¢ catki oznaczonej z dowolnej funkgcji
zespolonej uzyskujemy w MATHEMATICE dzieki domysinemu
zatozeniu o prostoliniowej drodze taczacej punkty bedace granicami
catkowania. )
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Rysowanie wykreséw a rozwigzywanie réwnan

Narysowanie wykresu funkcji jest forma rozwiazania réwnanial

o Réwnanie f(x) = 0: Przeciecia wykresu funkcji f(x) z osia
pozioma s3 rozwiazaniami réwnania

@ Réwnanie g(x) = h(x): Przeciecia wykresu funkcji g(x) z
wykresem f. h(x) sa rozwigzaniami réwnania

o Uktad réwnan u(x,y) = 0, v(x,y) = 0: Przeciecia wykreséw
funkgji uwiktanych (ang. implicit function) u(x,y) i v(x,y)
daja rozwigzania ukfadu réwnan

o Uktad réwnan: z = G(x,y),x = X(t),y = Y(t),z = Z(t) :
Przeciecie krzywej 3D X(t), Y(t), Z(t) z powierzchnia
z = G(x,y) jest rozwiazaniem ukfadu

@ Podobne przyktady mozna monozy¢

@ Uzycie animacji, grafiki 3D i koloréw pozwala analizowaé
uktady réwnan az do pieciu wymiaréw (pieciu zmiennych
niewiadomych)
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Przyktad: e —logx =0

Rozwiazanie réwnania metoda graficzng

Plot[Exp[1/x] - Log[x], {x, 0, 10}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x], {x, 3, 4}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x], {x,3.6, 3.8}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x], {x,3.70, 3.71}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x]. {x, 3.704, 3.706}]

_1}
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Przyktad: e —logx =0

Rozwiazanie réwnania metoda graficzng

Plot[Exp[1/x] - Log[x], {x, 0, 10}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x], {x, 3, 4}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x], {x,3.6, 3.8}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x], {x,3.70, 3.71}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x]. {x, 3.704, 3.706}]
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Przyktad: e —logx =0

Rozwiazanie réwnania metoda graficzna

Plot[Exp[1/x] - Log[x], {x, 0, 10}]
Plot[Exp[1/X] - Log[x], {x, 3, 4}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x], {x,3.6, 3.8}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x]. {x,3.70, 3.71}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x]., {x, 3.704, 3.706}]
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Przyktad: e —logx =0

Rozwiazanie réwnania metoda graficzna

Plot[Exp[1/x] - Log[x], {x, 0, 10}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x], {x, 3, 4}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x], {x,3.6, 3.8}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x], {x,3.70, 3.71}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x]., {x, 3.704, 3.706}]
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Przyktad: e —logx =0

Rozwiazanie réwnania metoda graficzna

Plot[Exp[1/x] - Log[x]. {x, 0, 10}]
Plot[Exp[1/X] - Log[x], {x, 3, 4}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x], {x,3.6, 3.8}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x], {x,3.70, 3.71}]
Plot[Exp[1/x] - Log[x], {x, 3.704, 3.706}]
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Dla jakiej wartosci n > 1 réwnanie:
sgnx|x|Y/" = |x|* — 17/12
posiada 3 rozwigzania rzeczywiste?

Table[ Plot[{Sign[x] Abs[x]*(1/n), Abs[x]"x - 17/12},
{x, -10, 3}, PlotLabel — n], {n, 1, 5, 0.2}]

v

© Podobnie jak w poprzednim przypadku mozemy zawezac
zakres animacji lub/i zwigksza¢ ilo$¢ klatek uzyskujaé
teoretycznie dowolnie wysoka doktadnosé

@ Tak uzyskana liczby mozna wykorzysta¢ jako dane startowe do
np. FindRoot

© Czesto warto$¢ graniczna moze by¢ obliczona analitycznie
v
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Uktady réwnan

Rozwiazanie graficzne uktadu réwnan

sinx +cosy =0

RN
ImplicitPlot[{Sin[x]+Cos[y]==0,x"2+y"2==Pi*2},{x,-5,5},{y.-5,5}]
AN / !
4 A4 I
, Ve // \\\\\\
N // N\
d | X | X
“// N\ ,‘// ]
N AN 7 1
b / \\ \/7
-4 \ ) / \\

W wersji 6.0 ImplicitPlot zastepuje po prostu ContourPlot
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Ukfady réwnan c.d.

@ Jest mato prawdopodobne, aby znalezienie analitycznego

rozwiazania skomplikowanego uktadu réwnan powiodto sie bez
zastosowania wczesniej metody graficznej!

@ W szczegdlnosci rozwigzanie symboliczne moze nie istnie¢

sys = {Sin[x] + Cosly] == 0, x® + y?> == Pi? }
sol = Reduce[sys , {x, y}]

sol /.C[1]] — 0

Refine[%, x € Reals]

Reduce[%, {x, y}]

{ToRules[%]}

wynik = {x, y} /. %

rozw = ListPlot[wynik]
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Uktady réwnan c.d.

{ {1/4(-m - VTr), —1/2\/ 1/2(472 — /7n2)},
{1/4(=n — V/Tm),1/2,/1/2(4n2 - V/Tn2)},
{1/4(~7 + Vr), —1/2\/ 1/2(4m2 + ir2)},
{1/4(~ + VTr),1/2/1/2(4n2 + V7n2)}}

T ; ; .
N\ /
/
\\ .
r N
4 N y
N\
/
/

A. Odrzywotek Algebra Symboliczna



Przeciecie krzywej z powierzchnig

wykrl = Plot3D[Sin[x]/x*Cos[x + y], {x, -5, 5}, {y. -5, 5}]
wykr2 = ParametricPlot3D[{2 Cos[t], 3 Sin[t], t2}, {t, -10, 10},
AspectRatio — 1, PlotStyle — {Thickness — 0.02}]
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Pakiet Graphics

Liczne interesujace typy wykreséw oraz komendy graficzne mozna
znalez¢ w pakiecie GRAPHICS.

tadujemy go w nastepujacy sposob:

wszystkie dostepne funkcje: «Graphics'

Warte uwagi instrukcje:

o PolarPlot
o ImplicitPlot
o LogPlot

@ LoglogPlot
°

Animate

O W celu interaktywnej pracy na ,dobrym” komputerze musimy
zawsze tadowac go juz na samym poczatku pracy.

Q@ W wersji 6.0 wszystkie f. graficzne s3 wbudowane
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Zastosowanie wykreséw logarytmicznych

800
600
—— Log
400 X
x"3
200
2 4 6 8 10

Plot[ {Exp[x], Log[x + 1], x, "3 }, {x, 0.01, 10 },
PlotStyle — {{Red}, {Blue}, {Green} {Black}},
PIOtLegend — {n Expn ” LOg" ” n ” /\3n }'
LegendPosition — {-0.7, -0.3} ]
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Zastosowanie wykreséw logarytmicznych c.d.

LogPlot[ {Exp[x], Log[x + 1], x, x3 }, {x, 0.01, 10 },
PlotStyle — {{Red}, {Blue}, {Green}, {Black}} ]

10000

100

1

0.01

0. 0001

1. x10°

Na wykresie LogPlot funkcje wyktadnicze (np. ¥ = exp x ) s3 linia
prosta. J
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Zastosowanie wykreséw logarytmicznych c.d.

Plot[ { Exp[x], Log[x + 1], x, x*3 }, {x, 0.01, 10 },
PlotStyle — {{Red}, {Blue}, {Green}, {Black}}]

10000

100

0.01 0.050.1 0.5 1 5 10

Na wykresie LogLogPlot funkcja potegowe (np. x, x3 ) jest linia
prosta.
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Wykres biegunowy

We wspotrzednych
biegunowych  (r,¢)
réwnanie:

p

P L
The cosd " opisuje elipse.

v

PolarPlot[ 2 / (1 + 0.8 Cos[phi]), { phi, 0, 2 Pi } ]
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Funkcje uwiktane
Funkcje uwiktane

F. zadane w postaci pewnego réwnania:

F(x,y)=0

rysujemy komenda ImplicitPlot (ContourPlot w wer. 6.0)

Przyktad

ImplicitPlot[x? + y3 == 3xy + (x — y)/3, {x, -5, 5}, {y, =5, 3}]

2
0 (
-2
-4
-4 =z 0 2 4
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Przeksztatcenie konforemne

Przeksztatcenie ptaszczyzny zespolonej poprzez tg z

CartesianMap([Tan, {-1.3, 1.3}, {-1.3, 1.3}]
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Tworzenie animacji

Jezeli chcemy wygenerowaé animacje na ekranie uzywamy

Animate;:

Animate[Plot[FresnelS[2Cos[a] x|, {x, -3, 3},
PlotRange — {-1, 1}], {a, 0, 2 Pi }]

Jezeli chcemy zapisa¢ animacje w formacie np. AVI lepiej stworzy¢

tablice wykreséw:

Table[Plot[FresnelS[2Cos[a] x|, {x, -3, 3},
PlotRange — {-1, 1}], {a, 0, 2 Pi, 0.2}];
ktéra mozemy fatwo zapisa¢ do pliku:
Export[’ /home/andrzej/Fresnel.avi”, %]

| A\

Uwagal

Metoda ta nadaje sie do tworzenia bardzo prostych i niewielkich
animacji. Szybko brakuje pamieci lub miejsca na dysku.

V.
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Generowanie klatek

Forj=1,j<100,j=j+ 1,
= j/100;
frame =
Plot[Sin[x + t], {x, -2 Pi, 2 Pi}, DisplayFunction — Identity |];
Export[’frames/frame@” <> ToString[ j + 1000000] <>
".png”, frame, ImageResolution — 150, ImageSize — 600]

]

@ Dodajemy duza liczbe do numeru klatki dla wygody
@ Opcja DisplayFunction — Identity zapobiega wyswietlaniu
klatek: sg zapisywane wytacznie na dysku, a nie w pamieci.

© llos¢ klatek, ich format oraz rozdzielczos¢ sa praktycznie
nieograniczone
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