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Najczestsze btedy sktadniowe

@ Uzycie pojedynczego znaku réwnosci = zamiast == jest
szczegdblnie uciazliwym btedem. Nalezy pamietaé, ze:
© Pojedyncze x=2+4a dokonuje przypisania wartosci 2+a
Zzmiennej 0 nazwie X
@ Podwdjne x==2+a definiuje rébwnanie w sensie
matematycznym (logicznym)
Bardzo czesto omytkowo dokonujemy przypisania typu y[0]=1,
co powoduje stworzenie zmiennej o nazwie y[0] i nadania jej
wartosci 1 (1) a nie utworzenie réwnosci méwiacej, ze funkcja
y przyjmuje wartos¢ 1 w zerze, jak oczekujemy.

| \

Uwaga

Btad usuwamy instrukcja Clear[] ktéra usuwa przypisanie, np: aby
usunaé wezesniejsze przypisanie x=3 wywotujemy Clear[x].

W ostatecznosci nalezy zrestartowac kernel.

v
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Najczestsze btedy sktadniowe

o Brak spacji oznaczajacej mnozenie
@ mnozenie liczb a x b wpisujemy jako a*b lub a b
@ brak spacji ab spowoduje utworzenie zmiennej o nazwie ab !
Jest to bardzo niebezpieczny btad, gdyz czesto prowadzi do
jakiegos$ wyniku, na ogét btednego, bez zadnych ostrzezen o
btedzie sktadniowym !

© Btedu tego typu mozna unikna¢ zawsze wpisujac znak
mnozenia zamiast spacji.

@ Jest on tatwy do wykrycia np. poprzez podstawienie

Inn=ab /. {a—2,b—3}

Out = ab
Inn=ab/.{a—2,b—3}
Out = 6
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Najczestsze btedy sktadniowe: btedne nazwy funkgcji

O kazda funkcja matematyczna posiada w MATHEMATICE
swoja nazwe, zwykle (ale nie zawsze) podobna do tradycyjne;j
— uzycie innej nazwy zostanie potraktowane jako
wprowadzenie nowej i niezdefiniowanej funkcji np: tangens to
Tan[x]; wprowadzenie Tg[x], lub co gorsza tan(x) czy tg x w
najlepszym przypadku doprowadzi do komunikatéw o btedach,
w najgorszym do nonsensownego wyniku!

@ w dowolnym momencie mozemy sprawdzi¢ definicje funkcji w
Help-ie, np: ?Tan

@ poniewaz tego typu bfedy sa bardzo trudne do wykrycia (np:
tg x zostanie potraktowane jako mnozenie 2 liczb tg*x )
jedynie dobra znajomosc¢ sktadni i praktyka daja gwarancje ich
unikniecia

<
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@ otrzymanie nonsensownego wyniku analitycznego bez
komunikatéw o btedach czesto wskazuje na tego typu btad
(intiucja matematyczna)

@ préba obliczenia numerycznej wartosci wyrazenia
zawierajacego tego typu btedy moze postuzy¢ za test np:
In=tgx /. {x— Pi/4}

Qut = %

In:=Tg[x] /. {x— Pi/4 }
Out = Tg[7]

In:=Tan[x] /. { x — Pi/4 }
Qut = 1

...o0ile wiemy, ze tgw/4=1 ...
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Zarezerwowane nazwy zmiennych

o Nalezy uwazac na nazwy ktére sg zarezerwowane przez
MATHEMATICE:

© jednostka urojona: |
@ instrukcja obliczajaca wartosé numeryczna: N
Q liczba m: m )

O Najlepszym sposobem na unikniecie konfliktu oznaczen jest
stosowanie wytacznie nazw rozpoczynajacych sie od mafej
litery — MATHEMATICA zawiera definicje rozpoczynajace sie
zawsze od duzej litery.
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Wazne i czesto uzywane konstrukcje sktadniowe
Podstawienie ReplaceAll (zamien wszystkie)

o Najczesciej uzywana jest skrécona wersja /. (uko$nik-kropka)

@ Pozwala dokona¢ niemal dowolnych podstawien w wyrazeniu

@ Lista mozliwych do zamienienia sktadnikéw wyrazenia w moze
by¢ sprawdzona poleceniem FullForm[w], ktére wyswietla
wszystkie sktadniki wyrazenia

Przyktady

Niech w= Sin[x] Cos[x] + Sin[y] + 1 . Nastepujace postawienia s3
mozliwe:

@ Zamieniamy Sin[x] na Sinh[x]:
w /. Sin[x] — Sinh[x]

@ Zamieniamy wszystkie sinusy (Sin) na sinusy hiperboliczne
(Sinh):
w /. Sin — Sinh
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Przyktady
@ petna lista sktadnikéw wyrazenia:
In:=FullForm[w]
Out=Plus[1,Times[Cos[x],Sin[x]],Sin[y]]
@ Zamieniamy mnozenie (Times) na dodawanie (Plus):
w /. Times — Plus

o i dodawanie na mnozenie: w /. Plus — Times

v

O nalezy zapamietaé nastepujaca konstrukcje sktadniowa:
In:= x /. {x — wyrazenie }
Out = wyrazenie
ktéra pozwala na wydobycie interesujacej nas wartosci
liczbowej (lub wyrazenia analitycznego) z wyrazen typu
{x— 2} . W takiej postaci otrzymujemy m. in. rozwiazania
réwnan algebraicznych i rézniczkowych generowanych przez

Solve, FindRoot, DSolve, NDSolve.
v




Poprawna metodologia rozwigzywania zadan

Witasciwa kolejnosé rozwigzywania zadan

O o ile jest to mozliwe i sensowne staramy znalez¢ graficzne
rozwiazanie zadania, czyli odczytaé przyblizone wartosci w
wykresu lub/i animacji. Dotyczy to m. in:

e rozwigzywania réwnan i uktadéw réwnan
o szukania wartosci maksymalnych

o dopasowania funkgcji

o

*)

szukania wzoréw przyblizonych
obliczania granic
@ szukamy rozwigzania numerycznego,/ wartosci numerycznej

(FindRoot, Nintegrate, NDSolve, dla macierzy f. numeryczne
wywotywane s jezeli wystepuja w nich liczby
zmiennoprzecinkowe, np. Det[N[A]] ) — jezeli w problemie
wystepuja nieokreslone z géry parametry nadajemy im
Jjakiekolwiek wartosci

© szukamy symbolicznego rozwiazania zadania
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Poprawna metodologia rozwigzywania zadan: 1

Rozwigzanie graficzne

Narysowanie badanej funkcji w celu sprawdzenia czy np. posiada
maksimum lub przecina o$ X daje nam przynajmniej 3 cenne
informacje:

© ogdlne pojecie o stopniu trudnosci problemu, niejednokrotnie
wykres funkcji zapisanej przy pomocy niezwykle
skomplikowanej formuty okazuje sie by¢ niemal linig prosta,
lub wrecz przeciwnie

@ istnienie oraz ilos¢ potencjalnych rozwigzan

© przyblizone rozwiagzanie zadania, czesto o wystarczajacej
doktadnosci — mozna je uzy¢ jako punkt startowy dla metod
numerycznych np. FindRoot
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Poprawna metodologia rozwigzywania zadan: 2

@ Wiekszos¢ typowych zadan mozna rozwigza¢ numerycznie, na
ogot tatwiej i szybciej niz symbolicznie.

o W przypadku pojedynczych probleméw bez symbolicznych
parametréw rzecz sprowadza sie do wywotania odpowiedniej
funkcji numerycznej: FindRoot, Nintegrate, NDSolve,
Det[N[A]].

@ Aby manipulowanie rozwigzaniami numerycznymi z
paramterami byto skuteczne, nalezy sprawnie postugiwac sie
funkcjami Table, Flatten, Interpolation

Nie jest mozliwe (nawet w MATHEMATICE) rozwiazanie
numeryczne problemu symbolicznego! Wszystkie parametry, state
itp. musza mie¢ nadane wartosci numeryczne lub posiadajace
warto$¢ numeryczne (np. Pi)

”
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Poprawna metodologia rozwigzywania zadan: 3

Rozwigzanie symboliczne
Q skutecznos¢ systemu MATHEMATICA (i innych) w
znajdowaniu rozwigzan analitycznych tatwo prowadzi do

ztudzenia, ze wszytko mozna rozwigza¢ w taki sposéb

@ w rzeczywistosci to problemy egzaminacyjne, zbiory zadan jak
rowniez uswiecone przez czas metody i przyktady sa
specjalnym podzbiorem wszystkich zagadnien, dobranym tak
aby mozna byto znalez¢ wynik symboliczny!

© jezeli atakujemy istotnie nowy problem, szanse na wynik
symboliczny sa niewielkie, ale istnieja, dlatego zalecam
szukanie rozwigzania tego typu dopiero gdy mamy pewnos¢ ze
rozwigzanie istnieje (metoda graficzna) oraz wiemy jak
wyglada w przyblizeniu (metoda numeryczna)
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O nawet jezeli rozwigzanie symboliczne istnieje, znalezienie go
moze wymagaé niezwykle dtugiego czasu

@ reguty podane powyzej nalezy stosowac ze zdrowym
rozsadkiem: nie nalezy graficznie i numerycznie rozwigzywac
réwnan kwadratowych !

© mowiac inaczej, nalezy stosowa¢ metody symboliczne — jezeli
spodziewamy sie lub podejrzewamy ze taki wynik moze istnieé
— gdyz daja one najwieksza doktadnosc

@ moc obliczeniowa wspétczesnych komputeréw pozwalaja na
wyprébowanie wielu metod — robi to réwniez sama
MATHEMATICA dobierajac algorytmy automatycznie
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Typowe zadania: rozwiazanie réwnania/ukfadu réwnan

o Solve[rownania, niewiadome] gdzie rownania — lista réwnan,
niewiadome — lista niewiadomych rozwiazuje symbolicznie
réwnania i ukfady réwnan. W wielu przypadkach znajduje
tylko czes¢ rozwiazan.

o Reduce[rownania, niewiadome] rozwiazuje rygorstycznie
réwnania lub ukfady réwnan znajdujac (o ile to mozliwe)
wszystkie rozwigzania.

o FindRoot[rownanie, { x, X0 } ] rozwiazuje numerycznie
rownanie ze wzgledu na zmienna x zaczynajac od x=x0

o NSolve[wielomiany, zmienna] rozwiazuje numerycznie
réwnania i uktady réwnan zawierajace wytacznie operacje
arytmetyczne (mnozenie, dodawanie)
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Rozwiazanie réwnania/uktadu réwnan: przyktady

o graficzne rozwiazanie:
Plot[{x+Exp[x], Log[2]}, {x,-1,1 } ]
odpowiedz: x ~ —0.2

@ rozwigzanie numeryczne:
FindRoot[ x+Exp[x] == Log[2], { x, -0.2 }
odpowiedz: x ~ —0.159458

@ rozwigzanie analityczne (rzeczywiste):
Solve[ x+Exp[x] == Log]2], x] lub
Reduce[x+Exp[x] == Log[2], x, Reals] odp:
x = Log[2] — ProductlLog|2]

@ wszystkie rozwiazania zespolone:
Reduce[x+Exp[x] == Log[2], x]
odpowiedz: Log[2] - ProductLog[C[1], 2] dla dowolnej
catkowitej liczby C[1]
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Typowe zadania: catkowanie/rézniczkowanie

o obliczenie catki oznaczonej [ f dx: Integratelf, {x,a,b}]

@ obliczenie catki oznaczonej numerycznie:
Nintegrate[f, {x,a,b}]
Cen : i FOF — dF _ [
@ obliczenie pochodnej wyrazenia F & = 5= = F’: D[F,x]
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Typowe zadanie: rozwigzanie réwnania (ukfadu r.)

rézniczkowego

o DSolve[rownania i warunki poczatkowe, szukane funkcje,
zmienna po ktorej rozniczkujemy]

@ rozwiazanie ogdlne r. rézniczkowego y' = F(x,y):
DSolvely'[x|==F[x.y[x]].y[x].x]

@ jak wyzej, z warunkiem poczatkowym:

DSolve[{ y'[x]==F[x,y[x]]. y[0]=-1 }.y[x].x]

Q@ MATHEMATICA wymaga aby szukana przez DSolve funkcja
zawsze posiadata argument np: y[x] a nie samo y

@ zmienna po ktérej rézniczkujemy musi byé podana jawnie jako
trzeci argument

v
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Typowe zadanie: wiasnosci macierzy i operacje na

macierzach (wektorach)

@ macierze i wektory w MATHEMATICE sa tozsame z listami
np. wektor v = a, b, ¢ to tréjelementowa lista v = {a,b,c} a
macierz 2 x 2 to { {all, al2}, {a21, a22 } }

@ aby odwota¢ sie do jednego z elementéw macierzy (listy)
uzywamy podwdjnych nawiaséw kwadratowych np: a[[1,2]]

lub a[[1]]([2]]

@ macierz o zadanych elementach najtatwiej utworzy¢ instrukcja
Table np: a=Table]i-j, {i,1,10} , {j,1,10 }] wygeneruje
macierz 10 x 10 ktérej sktadowe s3 réwne a[[i,j]]==i-j

@ najprosciej wymusi¢ numeryczne metody dla macierzy
sprowadzajac wczesniej jej elementy do postaci
zmiennoprzecinkowej np: Det[N[a]], Eigenvalues[N[a]] itp
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Rozwigzanie krok po kroku vs rozwigzanie ,szybkie”

Rozwiaz w przedziale (0, 1) réwnanie rézniczkowe:

t
y’+y=/0 f(p) dp

z warunkami poczatkowymi y(0) = 1, gdzie f(p) jest rzeczywistym
rozwigzaniem réwnania:

x+17p=4

Préba rozwigzania w jednej linijce jest skuteczna

DSolve[{y[0] == 1, y'[t] + y[t] == Integrate[x /.
Solve[x + 17*p == 4, x|[[1]], {p. 0, t}]}. y[t]. t]

A. Odrzywotek Algebra Symboliczna



Rozwigzanie krok po kroku vs rozwigzanie ,szybkie”

Rozwiaz w przedziale (0, 1) réwnanie rézniczkowe:

t
y'+y? =/0 f(p) dp

z warunkami poczatkowymi y’(0) = 1, y(0) = 1, gdzie f(p) jest
rzeczywistym rozwigzaniem réwnania:

0= —47 — 4p + 48x + px — 12x> + x3

Proba rozwigzania w jednej linijce jest nieskuteczna

DSolve[{y'[0] == 1, y[0] == 1, y"[t] + y[t]*2 ==
Integrate[ x /. Solve[(x - 4)"3 + p*(x - 4) + 17 == 0, x][[1]],
{p. 0, t}]}, ylt]. 1]
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Rozwiazanie krok po kroku

Problem dzielimy na etapy

© Rozwiazanie réwnania :

0= —47 — 4p + 48x + px — 12x% 4+ x3

@ obliczenie catki:

© rozwiazanie r. rézniczkowego:
y'+y? = h(t)

z zadanymi warunkami poczatkowymi

Poniewaz kazdy z podpunktéw potrafimy wykonaé, rozwigzemy tez
cate zadanie.

v
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Rozwiazanie krok po kroku (1)

Rozwiazanie réwnania

© zapisujemy wielomian do zmiennej w:
w=-47-4p+48x+px-12x2+x3

@ pierwsze z rozwigzan jest rzeczywiste:
f1=Solve[w==0,x|[[1]]

© alternatywnie, rozwigzujemy réwnanie czysto numerycznie,
zmieniajac p co 0.1:
f2 = Table[{p, x /. FindRoot[w == 0, {x, 0.5}] },
{p, 0, 1, 0.1}] // Interpolation

Q sprawdzamy czy funkcja f2[p] i wyrazenie fl[p] daja ten sam
wynik:
Plot[ { f2[p].f1 } .{ p.0,1 } ]
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Rozwiazanie krok po kroku (2)

Obliczenie catki

© préba obliczenia catki analitycznie nie prowadzi do wyniku:
Integrate[f1, {p, O, t}]
wyjasnia to czemu nie udato sie znalez¢ wyniku wczesniej

@ obliczamy wiec catke numerycznie:
h1=Table[{t, Nintegrate[fl, {p, O, t}, WorkingPrecision — 50
1}, {t, 0.0,1, 0.02}] //Interpolation
okazuje sie, ze otrzymany wzér analityczny prowadzi do
gigantycznych btedéw dla t < 0.2 i musimy zwiekszy¢ precycje
numeryczng do 50 miejsc po przecinku aby dosta¢ wynik. O
wiele tatwiej catkujemy wynik czysto numeryczny:
h2 = Table[{t, NiIntegrate[f2[p], {p. O, t}]}. {t, 0.0, 1, 0.02}]
// Interpolation
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Rozwigzanie krok po kroku (3)

@ rozwiazujemy numerycznie r. rézniczkowe:
rozw=NDSolve[ {y’[0] == 1, y[0] == 1, y"[t] + y[t]"2 ==
h1[t]}, y(t]. {t. 0, 1}]
@ i rysujemy ostateczny wynik:
Y =yl[t] /. rozw[[1]]
Plot[Y, {t,0,1}]

Kluczowe elementy zaawansowanej analizy numeryczno-analitycznej
@ generowanie tablic wartosci funkcji w przedziale {x1, x2} co

dx: tbl=Table[{x , f[x] }, {x,x0,x1,dx }] , gdzie f zawiera np.
FindRoot lub Nintegrate

Q interpolacja i utworzenie nowej funkcji: g = Interpolation[tbl]
© uzycie nowo zdefinowanej funkcji g w kolejnym kroku
©Q powrdét do punktu 1
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Lista komend koniecznych do zaliczenia kolokwium

Lista instrukcji

o grafika

Plot, ParametricPlot, ImplicitPlot, Evaluate, Show, Plot3D z
postatwowymi opcjami

PlotRange, PlotStyle, PlotLabel, PlotPoints

sterowanie Table, If

analiza matematyczna Integrate , D, Sum, Limit, Series

rozwigzywanie réwnan Solve, Reduce

upraszczanie wyrazen
Simplify, Expand, Factor, ComplexExpand, Re, Im, Abs, Sign

o dodatkowe warunki Assuming, Refine
@ réwnania rézniczkowe DSolve

o funkcje elementarne Sin, Cos, Tan, Log, Exp, Sqrt, !
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Lista komend koniecznych do zaliczenia kolokwium (c.d.)

Lista instrukcji

@ obliczanie wartosci numerycznej
N, Nintegrate, FindRoot, NDSolve

@ rachunek macierzowy Det, Tr, Eigenvalues, Eigenvectors,
CharactericticPolynomial, Dot, Cross, Transpose,
MatrixPower, Inverse, ldentityMatrix, MatrixExp

o funkcje interpolujace Interpolation
@ podstawowe state I, Pi, Infinity, E

@ operacje na listach Dimensions, [[]], Flatten, Select, Union

Minimum na zaliczenie:

http://ribes.if.uj.edu.pl/alsymb/Wyklad /Zagadnienia.pdf
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