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Analiza wektorowa w 3D: pole wektorowe

Pole wektorowe
Funkcje przyjmujaca wartosci wektorowe, czyli trzy funkcje
(uporzadkowane) trzech zmiennych dla przestrzeni tréjwymiarowej
nazywamy polem wektorowym. Jest to bardzo czesto stosowany
opis w fizyce np:

© pole magnetyczne

B(r) =B(x,y,z) = {B«(x,y,2),B,(x,y,2),B:(x,y,2)}

@ pole elektrostatyczne E(x, y, z)

© potencjat wektorowy pola elektromagnetycznego A(r, t)

Q pole predkosci ptynu v(r, t)
W Mathematice zapiszemy pole wektorowe jako np:
B= { Bx|x,y.z], By[x,y.z], Bz[x,y,z] }
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Analiza wektorowa w 3D: pole skalarne

Pole skalarne

Funkcje przyjmujaca wartosci skalarne, czyli jedng funkcje trzech
zmiennych dla przestrzeni tréjwymiarowej nazywamy polem
skalarnym. Faktycznie jest niemal synonim funkcji trzech
zmiennych. W fizyce opisujemy w ten sposéb np:

© rozkfad temperatury T(r) = T(x,y, z)

@ potencjat grawitacyjny ¢(x, y, z)

© rozkfad gestosci np: masy p(r, t)

Q pole cisnienia ptynu p(r, t)
W Mathematice zapiszemy pole skalarne jako np:
p = P[xyz]
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Analiza wektorowa w 3D: uktady wspdétrzednych

Uktady wspétrzednych
Pola wektorowe i skalarne bardzo czesto (prawie zawsze) opisujemy
w krzywoliniowych uktadach wspétrzednych np:

@ wspdtrzedne cylindryczne (r, ¢, z) Cylindrical[r, ¢, z]

Q wspdirzedne sferyczne (r,0, ¢) Spherical[r, 8, ¢]

o ...

Umiejetnos¢ dobrania wtasciwego dla problemu uktadu
wspotrzednych jest kluczowa przy rozwigzywaniu probleméw
fizycznych.
@ potencjat grawitacyjny masy punktowej we wsp. sferycznych
top=—GM/r
@ pole wektorowe jednostajnie obracajacej sie cieczy we wsp.
cylindrycznych to v =Qr e, = {0,Qr,0}
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Analiza wektorowa w 3D: podstawowe operacje
algebraiczne

Operacje algebraiczne

@ iloczyn skalarny dwéch pél wektorowych produkuje pole
skalarne: ¢(r) = V(r) - U(r) W MATHEMATICE:
V = { Vx[xy.z].Vy[x.y.z].Vz[x.y.2] }
phi = Dot[V,V]

@ iloczyn wektorowy dwoch pél wektorowych produkuje pole
wektorowe: W(r) = V(r) x U(r) W MATHEMATICE:
U = { Ux[x,y,z],Uy[x,y,2],Uz[x,y.2] }
W = Cross[V,U]

Uwaga!!!

Pakiet VectorAnalysis udostepnia funkcje DotProduct i
CrossProduct. Nie nalezy ich uzywac !!! Nie maja sensu dla pdl
wektorowych w bazach ortonormalnych. Nalezy stosowaé Dot i
Cross.
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Analiza wektorowa w 3D: podstawowe operacje
rézniczkowe

Operatory rézniczkowe

o dywergencja (ang. divergence) jest operatorem rézniczkowym
ktéry przeksztatca pole wektorowe w skalarne

o gradient (ang. gradient) jest operatorem rézniczkowym ktéry
przeksztatca pole skalarne w wektorowe

@ rotacja (ang. curl ) jest operatorem rézniczkowym ktory
przeksztatca pole wektorowe w wektorowe

@ operator Laplace'a (ang. laplacian) jest operatorem
rézniczkowym ktéry przeksztatca pole skalarne w skalarne (lub
wektorowe w wektorowe, dziatajac po kolei na trzy sktadowe
wektora)
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Analiza wektorowa w 3D: gradient
Gradient we wspétrzednych prostokatnych (kartezjanskich)

Wektor o wspétrzedych:

V_{af(x,y,Z) of(x,y,z) 3f(x,y,2)}
- ox oy 0z

nazywamy gradientem pola skalarnego (tzn. funkcji 3 zmiennych)
f(r) = f(x,y, z). Rbwnowazny zapis to:

V = gradf = Vf

Nabla (ang. del)

W rachunkach recznych i notacji tradycyjnej bardzo czesto stosuje
sie operator V, zdefiniowany jako wektor o sktadowych:

(9 o 0
Vz{ax’ay’az}
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Analiza wektorowa w 3D: gradient w MATHEMATICE

Pakiet VectorAnalysis

Obliczenia w réznych uktadach wspétrzednych utatwia pakiet:
«VectorAnalysis'

Gradient obliczamy funkcja Grad:

Grad|f[r,0, ¢], Spherical[r,0, ¢]] w wyniku otrzymujemy (dla
przyktadu) wzér na dziatanie operatora gradientu na dowolna
funkcje we wspotrzednych sferycznych:

Out =

{(FA00)[r,0,4]], (FOL[r,0, 6]/, (Cscl)(FOOD)[r, 6, 6]))/r}
Otrzymujemy dobrze znany (?) rezultat:
http://en.wikipedia.org/wiki/Del_in_cylindrical_and_spherical_coordinates

of of of }

V.09 = {5 T35 onas
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Analiza wektorowa w 3D: dywergencja

Dywergencja we wspétrzednych prostokatnych (kartezjanskich)

Pole skalarne (funkcje):

oVi(x,y,z oV, (x,y,z oVy(x,y,z
slepie) = 2elord) | Fhloond) | OVl

nazywamy dywergencja pola wektorowego V(r). Réwnowazny zapis
to:
g =divV =VV

W MATHEMATICE obliczamy ja poleceniem Div np:
In:=Div[ { x, y, z }, Cartesian[x, y, 2]]

OQut = 3
Div[ {r, 0, 0}, Spherical[r, 6, ¢]]
Out = 3

Wynik ilustruje twierdzenie méwiace, ze divr = n, gdzie n to
wymiar przestrzeni.

4
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Analiza wektorowa w 3D: rotacja

Rotacja we wspétrzednych prostokatnych (kartezjanskich)

Pole wektorowe W(x, y, z) okreslone jednym ze wzoréw z Zad. 1
nazywamy rotacja pola wektorowego V(r). Zapisujemy to jako:

W(r)=rotV=V xV

W MATHEMATICE obliczamy ja poleceniem Curl np. dla pola
predkosci cieczy obracajacej sie z predkoscia katowa €

In:=Curl[ { 0, Qr, 0 }, Cylindrical[r, ¢, 2]]

Out = {0, 0, 2Q}

In:= Curl[ { -Qy, Q x, 0 }, Cartesian[x, y, Z]|

Out = {0, 0, 2Q}

Wynik pokazuje, ze %rotV to faktycznie lokalna predko$¢ rotacji
pola V — z taka predkoscia katowa bedzie obracat sie np. wrzucony
do wody patyk.
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Analiza wektorowa w 3D: laplasjan

Laplacian we wspétrzednych prostokatnych (kartezjanskich)

Pole skalarne h(x,y, z) okreslone w nastepujacy sposéb:

PV(x,y,z)  0*V(x,y,z)  9*V(x,y,z)
hix,y,2) = Ox? dy? 0z2

nazywamy laplacianem pola skalarnego V/(r). Zapisujemy to jako:
h(r)=V?V=AV

W MATHEMATICE obliczamy go poleceniem Laplacian np:
V = Re[Log[Sin[(x + | y)*3]]]

Laplacian[V,Cartesian|x,y,z]]

Simplify[%)]

Out = 0

Laplacian czesci rzeczywistej (lub urojonej) dowolnej funkcji
zespolonej wynosi zero.
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Analiza wektorowa w 3D: potencjaty

Potencjat skalarny

Jezeli pole wektorowe V jest bezwirowe, czyli:
rot (V) =0

to zwykle istnieje potencjat skalarny ¢(r), taki ze:
V = grad¢

Potencjat wektorowy

Jezeli pole wektorowe V jest bezzrédfowe, czyli:
div(V) =0

to zwykle istnieje potencjat wektorowy A(r), taki ze:
V=VxA

Niestety, MATHEMATICA nie oblicza ich bezposrednio, nalezy
wyznaczy¢ go korzystajac np. z DSolve
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Analiza wektorowa w 3D: potencjat skalarny

Przyktad

Natezenie pola grawitacyjnego (przyspieszenie grawitacyjne)
w otoczeniu masy M wynosi:

GM
g = _rTer

Szukamy potencjatu grawitacyjnego V we wspdtrzednych
sferycznych: grad = Grad|[V[r,8,¢],Spherical[r,0,4]]
Rozwigzujemy pierwsze rownanie rézniczkowe wynikajace z
rownosci g = grad V:

DSolve[grad[[1]] == -G M/r?, v, {r, 0, ¢}]

Out = {{ v — Function[{ r, 6, ¢ }, (G M)/r + C[1][
0, ¢1 }}

Wstawienie wyniku do 2 i 3 réwnania pokazuje, ze funkcja C[1]
musi by¢ stafa: In: = grad /. %][[1]]

Qut = { GM @066 cScw]C[u@»”[e@J}

r2 r r
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Skomplikowany przyktad: ciekty krysztat

Réwnanie réwnowagi ciektego krysztatu ma postaé:
H=n(n-H)
gdzie pole molekularne H to:

H = K1 Vdivn—
Kz {(n-rot n)rot n+ V x [(n - rot n)n]} +
Kz {(n xrot n) x rot n+V x [n X (n x rot n)]}

Ki — pewne state. Rozwazmy ciekty krysztat wypetniajacy dtuga
rurke. Musimy obliczyé powyzsze wyrazenia we wspdtrzednych
cylindrycznych.
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Skomplikowany przyktad: ciekty krysztat (2)

Obliczenia w MATHEMATICE

« VectorAnalysis'

SetCoordinates[Cylindrical[r, ¢, Z]]

n = {Sin[f[r]].0,Cos[f[]] }

H = K1 Grad[Div[n]] - K2 (n.Curl[n] Curl[n] + Curl[n.Curl[n] n]) +
K3 (Cross[Cross[n, Curl[n]], Curl[n]] + Curl[Cross[n, Cross[n, Curl[n]]]])
H-nnH

%[[1]] //Simplify

— 55> Cos|f[r]] (K18in[2f[r]] — (K1 + K3 + (K1 — K3)Cos[2f[r]]) f'[r]
+(K1—K3) r?Sin[2f[r])F/[r]2— r2(K14+K3+ (K1 —K3)Cos[2f[r]]) F”[r])

Otrzymujemy réwnanie, ktore nalezy rozwiazaé. Jest ono
zaskakujaco proste, biorac pod uwage réwnania wyjsciowe.
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