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Wartosci i wektory wiasne

Definicja wartosci wtasnych

Dla dowolnej macierzy kwadratowej A (N x N) réwnaniem
wfasnym nazywamy:

A-U=2\U

gdzie U jest N-elementowym wektorem, natomiast A - liczba.
Wektor bedacy rozwigzaniem powyzszego réwnania dla pewnej
wartosci A nazywamy wektorem wfasnym. Na ogdt rozwiazanie
istnieje tylko dla pewnych wybranych wartosci A ktére nazywamy
wartosciami wfasnymi. Rozwiazanie opisanego wyzej problemu jest
jednym z podstawowych probleméw algebry i ma ogromna ilos¢
zastosowan, m. in. w fizyce oraz metodach numerycznych.
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Wartosci i wektory wtasne: bardzo prosty przykfad

Dana jest macierz 2x2 dla ktérej nalezy obliczy¢ wektory i wartosci

wtasne:
1 2
P =
2 1

o P={{1.2}.{21}}

Q@ V={V1Vv2}

O Solve znajduje tylko trywialne rozwiazanie zerowe:
Solve[P.V == A V, V]
Out = {{V1 — 0, V2 — 0 }}

Q Reduce znajduje rozwigzanie: Reduce[P.V == A V, V]
(CA==-11] X==3) & V2 == 1/2 (-V1 + V1 )\))
[l (-3 -2 X+ )2 1=0 & V1 == 0 & V2 == 0)
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Wartosci i wektory wtasne: bardzo prosty przykfad c.d.

Q Solve znajduje rozwigzania po podaniu wartosci wiasnych:
Solve[P.V == -1V, V]
Out = {{V1 — -v2 }}
Solve[P.V ==3V, V]
Out = {{V1 — V2 }}

Ostatecznie, rozwigzanie zagadnienia wtasnego to:
(1) &1 = =1,V = const{1l, -1} (2) \y =3,V = const{1,1}

Wektory wtasne zawsze mozna pomnozy¢ przez dowolng stata, ich
dtugosc nie jest okreslona. Czasem potrzebujemy wektoréw
wtasnych o ustalonej dtugosci np. 1, méwimy wtedy o wektorach
znormalizowanych, ktére otrzymujemy dzielac wektor V przez jego
dtugos¢ Sqrt[V.V]:

Vnorm = V/ Sqrt[V.V]
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Wartosci i wektory witasne: bardzo prosty przyktad c.d.n.

Uzycie wbudowanych funkgji

Zagadnienie wfasne mozna rozwiazaé uzywajac funkcji Eigenvalues
oraz Eigenvectors.

© Wartosci wiasne:
Eigenvalues[P]
Out = {{ 3, -1 }}
@ Wektory wtasne:
Eigenvectors[P]
Out = {{1,1},{-1,1}}
© Roéwnoczesnie wart. i wekt. wtasne:
Eigensystem[P]
out = {{3, -1}, {{1, 1}, {-1, 1}}
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Wartosci i wektory wtasne: przyktad

Macierz o losowo wygenerowanych elementach

o Ustalamy wymiar macierzy:
num=7

@ Wypetniamy catkowitymi liczbami losowymi z przedziatu
(-2,2):
A = Table[Randomlinteger|[-2, 2], {ii, 1, num}, {jj, 1, num}]
@ Obliczamy wektory wtasne:
wekt = Eigenvectors[A]

@ i wartosci wtasne:
wart = Eigenvalues[A]
@ sprawdzamy wyniki:

Table[A.wekt[[ii]] - wart[[ii]] wekt[[ii]], ii, 1, num] // Simplify )
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@ stopien komplikacji wyrazen analitycznych rosnie bardzo
szybko z wymiarem macierzy: nalezy wtedy przejs¢ do obliczen
numerycznych (podac elementy macierzy w postaci
zmiennoprzecinkowej)

Q dla typowych macierzy (nieosobliwych) mamy tyle réznych
wartosci wiasnych ile wynosi wymiar macierzy; sa one na ogdt
zespolone nawet jezeli macierz jest rzeczywista
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Wartosci i wektory wtasne: przykfad zastosowania

WHtasnosci macierzy diagonalnych

Dla postaci diagonalnej szczegélnie tatwo mozemy obliczy¢ wartosc
funkcji np:

A
0 &

A
e 0
Powyzsze zachodzi dla dowolnej funkcji od macierzy posiadajacej
wartosci wiasne — mozemy w ten sposéb zdefiniowaé co rozumiemy
przez pojecie funkcji ktérej argumentem jest macierz. Bardziej
ogolna jest jednak definicja przez szereg potegowy, bo macierz nie

musi posiadaé wart. wtasnych. Definicje te s3 zgodne ze soba.
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Wartosci i wektory wtasne: przykfad zastosowania

Rozwazmy trzy wyrazenia ktére chcemy obliczy¢, dla wczesniej
rozwazanej macierzy P:

e, sinP, InP

@ Aby obliczy¢ eP mozemy uzyé po prostu:
MatrixExp|[P]

@ Aby obliczy¢ sin P mozemy skorzystaé z tozsamosci:
(MatrixExp[l P] - MatrixExp[-I P]) /2/I
lub szeregu potegowego:
szereg = (—1)" MatrixPower[P, 2 n + 1]/(2 n + 1)!
Table[Sum(szereg([ii, jj]]. {n, O, Infinity}], {ii, 1, 2}, {ij. 1. 2}]
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Wartosci i wektory wtasne: przykfad zastosowania

Wszystkie trzy wyrazenia:
e” sinP, InP

mozna obliczy¢ poprzez diagonalizacje macierzy P:
@ dokonujemy dekompozycji macierzy P :

{U,Diag} = JordanDecomposition[P]
gdzie macierz U skfada sie z wektoréw wtasnych, natomiast
macierz Diag ma na przekatnej wartosci wtasne. Zachodzi
tozsamos¢:
Inverse[U].Diag .U ==
Out = True
oraz:
Diag == U.P.Inverse[U]

Out = True
@ Aby obliczy¢ e”
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Wartosci i wektory wtasne: przykfad zastosowania

© Aby obliczy¢ sin P obliczamy sinusy wartosci wtasnych i
dokonujemy transformacji odwrotnej (do diagonalizacji)
macierza U:

U. { {Sin[-1], 0 }, {0, Sin[3]}} .Inverse[U]
tatwo sprawdzi¢, ze wynik jest identyczny z dwoma
poprzednimi.

@ obliczenie logarytmu macierzy P jest mozliwe w postaci
zdiagonalizowane;j:

IgP = U .{{Log[-1], 0}, {0, Log[3]}} .Inverse[U]
MatrixExpl[igP]
out = {{1, 2}, {2, 1}}
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Transformacje macierzowe

Wyzej poznalismy kilka przyktadéw transformacji macierzowych
A — A typu:
A=U1lA.U

gdzie U jest macierza (det(U) # 0) opisujaca przeksztatcenie
macierzy A. Pamietajac ze U- U1 =U~!. U = I widzimy ze
transformacja odwrotna A" — A to:

A=U-A-U!

Tego typu przeksztatcenia podobiernstwa s uzywane w wielu
dziatach fizyki np. relatywistycznej mechanice kwantowej gdyz
opisuja symetrie uktadu.
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