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ListaCAS (niekompletna)

o MAXIMA (Macsyma) http://maxima.sourceforge.net/
e DERIVE

o MuPAD http://www.mupad.com/

e Maple http://www.maplesoft.com/

o MATHEMATICA http://www.wolfram.com/

Oprécz MAXIMA wszystkie liczace sie systemy CAS s3 komercyjneJ

UJ dysponuje licencjami 10xMaple oraz 10xMATHEMATICA.

Wyktad i ¢éwiczenia oparte s3 o system MATHEMATICA )

Na pracowniach zainstalowana jest M. 5.2 w wersji Windows
(wytacznie!). Dla odwaznych M. 6.0 jest dostepna u mnie.
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Zrédta, literatura, linki

www.wolfram.com
mathworld.wolfram.com
Pomoc (Documentation Center) w MATHEMATICA

Small Donald B., Hosack John M.

Cwiczenia z analizy matematycznej z zastosowaniem
systemoéw obliczern symbolicznych Wyd.:Wydawnictwa
Naukowo-Techniczne ISBN: 83-204-1778-3 Liczba stron: 244

@ http://ribes.if.uj.edu.pl/alsymb/
o Wikipedia, internet, grupy dyskusyjne, wyszukiwarki
e Strona WFAIS (USOS), kod kursu WFAIS.IF-K110.E
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© réwnania rézniczkowe zwyczajne

© obliczenia symboliczne i numeryczne
(10

typowe btedy obliczen numerycznych i symbolicznych
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Zagadnienia przydatne w toku studiow

O grafika komputerowa

@ wykresy 2D i 3D

© animacje

@ programowanie obliczen

© analiza danych pomiarowych

@ dopasowywanie krzywych
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CAS podstawowe trudnosci dla studenta

@ Terminologia angielska /
wiedza po polsku

@ — ,calka nieoznaczona” po angielsku?
@ — a ,dywergencja rotacji”?

@ Nie kazdy opanowat matematyke perfekt

Watpliwosci...

Czy umiejetnos¢ obliczenia catki ,recznie”
jest do czegokolwiek potrzebna??

Kto dzis umie wyciggaC pierwiastek pisemnie?
Czy brak tej umiejetnosSci utrudnia prace?
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UWAGA: Notacja jest $cisle sformalizowana!

Notacja ,tradycyjna” Notacja CAS

sin? x Sin[x]"2

sin~ ! x ArcSin|x]
1 .
- 1/Sin[x]

Sin X
2x + 3 2x+3
tg2x +1/tg3x — 1 Tan[2 x +1]/Tan[3 x — 1]
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Notacja ,tradycyjna” Notacja CAS
s Pi

bl /

e E

UWAGA: Prosze czyta¢ komunikaty o btedach!

Czesto automatycznie uzywamy tego do czego nas przyzwyczajono
na ¢wiczeniach rachunkowych (sin? x !11). Moze to powodowaé
bardzo dziwne zachowanie sie CAS.
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Praca z CAS

Interaktywna
Podejscie programisty

("]
o
@ Dokumentowanie obliczen
o

Uzycie hybrydowych metod symboliczno-numerycznych

PRZYKEAD: Potrzebujemy natychmiast obliczy¢ catke oznaczona.

Metody ,tradycyjne”:
@ probujemy obliczy¢ catke
nieoznaczong
@ szukamy w tablicach
@ przyblizamy wyrazenie
podcatkowe

@ piszemy program

CAS:
@ wydajemy polecenie
obliczenia catki

@ ewentualnie dodatkowo
polecamy obliczy¢ wartosé
numeryczng
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o ,Kazdy moze catkowac”

A. Odrzywotek Algebra Symboliczna



Konsekwencje upowszechnienia CAS

o ,Kazdy moze catkowac”

@ Zmiany w sposobie nauczania konieczne

A. Odrzywotek Algebra Symboliczna



Konsekwencje upowszechnienia CAS

o ,Kazdy moze catkowac”
@ Zmiany w sposobie nauczania konieczne

o Klasa probleméw tatwych do rozwigzania powieksza sie

A. Odrzywotek Algebra Symboliczna



Konsekwencje upowszechnienia CAS

o ,Kazdy moze catkowac”
@ Zmiany w sposobie nauczania konieczne
o Klasa probleméw tatwych do rozwigzania powieksza sie

@ Znika ,bariera matematyczna”
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Konsekwencje upowszechnienia CAS
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»Kazdy moze catkowac”

Zmiany w sposobie nauczania konieczne

Klasa probleméw tatwych do rozwigzania powieksza sie
Znika ,bariera matematyczna”

Dyskusja nad sensem tradycyjnych przedmiotéw nauczania
i metod egzaminowania
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Konsekwencje upowszechnienia CAS

(]
(*]
(*]
(*]
(*]

»Kazdy moze catkowac”

Zmiany w sposobie nauczania konieczne

Klasa probleméw tatwych do rozwigzania powieksza sie
Znika ,bariera matematyczna”

Dyskusja nad sensem tradycyjnych przedmiotéw nauczania
i metod egzaminowania

Uzaleznienie szkot i uniwersytetow od producentow CAS

(]
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Konsekwencje upowszechnienia CAS

o ,Kazdy moze catkowac”

@ Zmiany w sposobie nauczania konieczne

o Klasa probleméw tatwych do rozwigzania powieksza sie

@ Znika ,bariera matematyczna”

@ Dyskusja nad sensem tradycyjnych przedmiotéw nauczania
i metod egzaminowania

@ Uzaleznienie szkét i uniwersytetéw od producentéow CAS

o Watpliwosci oséb zmuszanych do obliczen recznych
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Konsekwencje upowszechnienia CAS

o ,Kazdy moze catkowac”

@ Zmiany w sposobie nauczania konieczne

o Klasa probleméw tatwych do rozwigzania powieksza sie

@ Znika ,bariera matematyczna”

@ Dyskusja nad sensem tradycyjnych przedmiotéw nauczania
i metod egzaminowania

@ Uzaleznienie szkét i uniwersytetéw od producentéow CAS

o Watpliwosci os6b zmuszanych do obliczen recznych

»Cofniecie si¢” z rozwiazan na pozycje ,réwnan wyjsciowych” )
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»,Cofniecie sie” na pozycje ,réwnan wyjsciowych”

Problem I: znalez¢ pozycje ,ciala” rzuconego pionowo w gore z
predkoscia vp = 1 m/s po 1 sekundzie
Nauczanie tradycyjne:
o Wyciagamy z pamieci wzér: s = —gt?/2 + vt
o Wstawiamy do wzoru
CAS:
@ Znamy wyfacznie |l zasade dynamiki Newtona F = ma

@ Wypisujemy r, rézniczkowe:

—mg = ms”

Rozwigzujemy ww. réwnanie z pofozeniem poczatkowym
s(0) = 0 oraz predkoscia poczatkowa v(0) = vy
Otrzymujemy wzér s = —gt?/2 + vt

Wstawiamy do wzoru

A. Odrzywotek Algebra Symboliczna



Dla osoby ktéra nie zna metod (algorytméw) rozwigzywania r.
rézniczkowych zwyczajnych jest to problem.

W tym momencie wkracza na scene CAS: J

DSolve[{s[0] == 0, s'[0] == v0, —mg == ms"[t]}, s[t], t]
{{s[t]— > %(—gt2 + 2tv0)}}

Czy jest to dtuzsza droga? J

Tak, ale sprébujmy uwzglednié np. opory powietrza.
Nie znamy wzoru? A mozZe wcale nie istnieje taki wzoér?
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Dysponujac CAS odpowiedz znajdujemy natychmiast J

Zakfadajac, ze opdr powietrza jest proporcjonalny do predkosci:
mg — av = ma

Rozwiazujemy réwnanie:

DSolve[{s[0] == 0, s'[0] == v0, —mg — as’[t] == ms"[t]}, s[t], ]

—e m(gm — e_%gm 4 e_%gta +v0a — e m vOa)

2 1

{{slt]->

(07

Wz6r istnieje, ale jest zbyt skomplikowany do zapamietania )
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Granice mozliwosci obliczen symbolicznych

Zagadnienie mozemy dowolnie komplikowaé, ale w pewnym
momencie spotkamy sytuacje gdzie wzér analityczny nie istnigje!

Np. niech wspoétczynnik oporu powietrza a bedzie funkcja
wysokosci nad ziemig a = g exp —s/sp
Teraz nie znajdziemy wzoru na s(t), ale mozemy tatwo rozwigzac

problem numerycznie. Szczegbty na ¢éwiczeniach [Wykres nizej].

sim]
600 -

200

. . . . L t[s]
20 40 60 80 100

—200F
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MATHEMATICA jako kalkulator

Wykonajmy dziatanie:

1024
= +128.8 2!
Tl 8-8

Po uruchomieniu dysponujemy otwartym oknem z tzw. ,prompt”:
In[1]:=1024/16 + 128 8 — 216

Out [1]=-64448
Uwaga:
@ Znak mnozenia niepotrzebny!
@ nacisniecie Shift+Enter powoduje obliczenie wyrazenia

@ nacisniecie Enter powoduje przejscie do nastepnej linii
Doktadnie na odwrét w MAPLE !
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Fundamentalne informacje

Wszystkie wbudowane funkcje zaczynaja sie od wielkiej litery
np. Sin[x], Cos[x], Exp[x], Limit[Exp[-x],x— Infinity]
@ Znak réwnosci (w réwnaniach) to == !l

@ Pojedyncze = oznacza przypisanie wartosci do zmiennej np:
wielomianek = (x*3 + 5 x + a x +b)"3

@ Prawie wszystkie funkcje wystepuja w postaci petnych nazw
np: FindRoot[Exp[x]==Log[Sin[x]+2],{x,0}]
Integrate[xSirix] (Cos[x]Log[x] + S—",'(M) X

@ Operatory %,%%,%%% odwotuja sie do, odpowiednio:
poprzedniego, przedostatniego i 3 wstecz wyniku
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Fundamentalne konstrukcje: definicja zakresu

Zakres zmiennej

Zakres zmiennosci pewnej wielkosci podajemy w nawiasach
wasatych (klamrowych):
{x, min, max, [step] }

Przyktady

o Liczby catkowite z zakresu (0,10):
Table[i,{i,0,10}]

o Catka od zera do
Integrate[Sin[x],{x,0,Pi}]

o Wykres funkcji w przedziale (-5,5):
Plot[Sinh[x],{x,-5,5}]

@ Obliczenie wartosci sinusa od 0 do 27 co 7/6:

Table[Sin[a],{.0, 2 Pi, Pi/6 }

v
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Fundamentalne konstrukcje: sekwencje

Funkcja Table
Aby wygenerowac sekwencje wyrazen uzywamy:
Table[wyrazenie, {enum, min, max, [krok] }

Przyktady
@ Tablica catek:
TabIe[Integrate[H—sx%m.{x.O.Pi}].{n,1,4}]

o Lista (numerycznych) rozwiazan réwnania z parametrem A:

Table[ FindRoot[ Exp[Sin[x]]J==A/x, {x,1}], {\,1,2,0.01}]

| A\

W wersji 5.2 Table moze by¢ uzyte do generowania klatek
animacji. W wersji 6.0 stuzy do tego Animate. Funkcje maj3 te
sama sktadnie i moga by¢ wymieniane, wyswietlajac wyniki

w zadanej postaci (lista lub animacja).
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Fundamentalne konstrukcje:
operator ,zamien wszystko” i ,reguty transformacyjne”

Reguta transformacyjna

@ X zamieniamy na y: x — Yy

o W wyzej podanej postaci wynik zwracaja tak wazne funkcje
jak FindRoot czy DSolve

@ R. transf. mozna przypisywaé do zmiennej np:
regula = x—y

Operator ,zamieh wszystko” /.

@ Operator ten w postaci rozwinietej to:
ReplaceAll[wyrazenie, reguta]

@ Oznacza on: zamien w ,wyrazeniu” zgodnie z ,regutami”

@ Réwnowazny (uzywany w praktyce) skrét to
wyrazenie /. reguta
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Operator ten (/.) jest niezwykle uzyteczny i ciagle uzywany, warto
go dobrze zapamieta¢ lub/i zapisac!

Przyktady

@ Reguta:reg=x— 7
Wyrazenie: wyr = (14+x)"n
Zastosowanie: wyr /. reg
Wynik: (14 )"

@ ,Wyciagniecie” wyniku wygenerowanego przez FindRoot:
In[1] :=FindRoot[x"x==Pi,x,1]
Out[1]:= {x — 1.85411}
In[2]:=x /. %
Out[2]:=1.85411
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Najczestsze bfedy studentéw (czesc I)

@ Niewfasciwe nazwy dla wbudowanych funkcji np. Tg[Pi/4]
zamiast Tan[Pi/4]
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Najczestsze bfedy studentéw (czesc I)

@ Niewfasciwe nazwy dla wbudowanych funkcji np. Tg[Pi/4]
zamiast Tan[Pi/4]

Q Literka ,i" zamiast jednostki urojonej | (itp)
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Najczestsze bfedy studentéw (czesc I)

@ Niewfasciwe nazwy dla wbudowanych funkcji np. Tg[Pi/4]
zamiast Tan[Pi/4]

Q Literka ,i" zamiast jednostki urojonej | (itp)

© Pojedyncze = w réwnaniach, powinno by¢é ==
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Najczestsze bfedy studentéw (czesc I)

@ Niewfasciwe nazwy dla wbudowanych funkcji np. Tg[Pi/4]
zamiast Tan[Pi/4]

Q Literka ,i" zamiast jednostki urojonej | (itp)

© Pojedyncze = w réwnaniach, powinno by¢é ==

Q Poza oczywistymi i specjalnymi przypadkami, lepiej (o ile to
mozliwe) najpierw rozwigzac problem numerycznie, a potem
sprébowaé analitycznie!
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Najczestsze bfedy studentéw (czesc I)

@ Niewfasciwe nazwy dla wbudowanych funkcji np. Tg[Pi/4]
zamiast Tan[Pi/4]

Q Literka ,i" zamiast jednostki urojonej | (itp)

© Pojedyncze = w réwnaniach, powinno by¢é ==

Q Poza oczywistymi i specjalnymi przypadkami, lepiej (o ile to
mozliwe) najpierw rozwigzac problem numerycznie, a potem
sprébowaé analitycznie!

© Aby rozpoczaé obliczenia numeryczne, wszystkie parametry
symboliczne muszg mie¢ nadane wartosci liczbowe!
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Najczestsze bfedy studentéw (czesc I)

@ Niewfasciwe nazwy dla wbudowanych funkcji np. Tg[Pi/4]
zamiast Tan[Pi/4]

Q Literka ,i" zamiast jednostki urojonej | (itp)

© Pojedyncze = w réwnaniach, powinno by¢é ==

Q Poza oczywistymi i specjalnymi przypadkami, lepiej (o ile to
mozliwe) najpierw rozwigzac problem numerycznie, a potem
sprébowaé analitycznie!

© Aby rozpoczaé obliczenia numeryczne, wszystkie parametry
symboliczne muszg mie¢ nadane wartosci liczbowe!

@ Wszystkie zmienne s domysinie zespolone. Nie jest mozliwe
obliczenie Re[a+ | b] poniewaz nie znamy liczb zespolonych a
i b ! Do tego stuzy m. in. ComplexExpand.
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Najczestsze bfedy studentéw (czesc I)

@ Niewfasciwe nazwy dla wbudowanych funkcji np. Tg[Pi/4]
zamiast Tan[Pi/4]

Q Literka ,i" zamiast jednostki urojonej | (itp)

© Pojedyncze = w réwnaniach, powinno by¢é ==

Q Poza oczywistymi i specjalnymi przypadkami, lepiej (o ile to
mozliwe) najpierw rozwigzac problem numerycznie, a potem
sprébowaé analitycznie!

© Aby rozpoczaé obliczenia numeryczne, wszystkie parametry
symboliczne muszg mie¢ nadane wartosci liczbowe!

@ Wszystkie zmienne s domysinie zespolone. Nie jest mozliwe
obliczenie Re[a+ | b] poniewaz nie znamy liczb zespolonych a
i b ! Do tego stuzy m. in. ComplexExpand.

@ Do numerycznego rozwigzywania réwnan i uktadéw réwnan
stuzy FindRoot a nie NSolve ! NSolve rozwigzuje systemy
wielomianowe.
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