1 Przypadek jednej niewiadomej rzeczywistej, bez para-
metrow

1.1 Zalecana metodologia rozwigzywania

W tym rozdziale zajmiemy si¢ zagadnieniem polegajacym na rozwiazaniu réwnania o jednej
niewiadomej bez parametrow w domenie liczb rzeczywistych. Oznacza to, ze w réwnaniu wyste-
puje tylko jedna niewiadoma wielkos$¢, zwykle oznaczona jako x, a wszystkie pozostate sktadniki
réwnania sg badz podane, badZ umiemy je obliczy¢.

Oto przyktady takich réwnan:

2?4+ 5=2 (1a)
P rr—-1=0 (1b)
e? = a2 (1c)
1 1
r (9x+ || +7r> =132 (1d)
sin?3z = 1 — cosx (le)

Metodologia rozwiazywania tego typu réwnan w Mathematice i innych CAS jest nastepujaca:

1. Rysujemy lewa i prawg strone réwnania na jednym wykresie w celu wizualnego znalezie-
nia punktow przeciecia, ktore de facto same z siebie stanowia juz przyblizone rozwiazanie
danego réwnania w przedziale zadanym jako (na ogdl obowiazkowy!) parametr intrukeji
rysujacej, typowo Plot. Podstawowa informacja ktéra otrzymujemy to, istnienie i ilosé
rozwigzan. W razie potrzeby wykonujemy wiecej wykresow w roznych przedziatach.

UWAGA: Réwnanie moze nie mie¢ Zadnego rozwiazanial

2. Zawezajac przedzial, w ktérym rysujemy obie strony réwnania lub/i postugujac sie aple-
tem pozwalajacym na zaznaczenie punktu na wykresie i skopiowanie jego wspolrzednych
klawiszami Ctrl+C, Ctrl+V odczytujemy przyblizone rozwiazania. W wielu przypadkach
o to wlasnie chodzi, i zadanie zostaje rozwiazane.

3. Jezeli potrzebujemy znacznie dokladniejszego rozwiazania, uzywamy odczytanych wartosci
jako punktéw startowych (znéw obowiazkowych!) w instrukcji FindRoot.

4. Jezeli interesuje nas istnienie rozwiazan symbolicznych wyrazonych przez funkcje elemen-
tarne (w rozumieniu programu Mathematica oznacza to znacznie wiecej funkeji niz wiek-
sz0$¢ uzytkownikéw kiedykolwiek napotka) to préobujemy instrukeji, w podanej kolejnosci:

e Solve
¢ Reduce
¢ FindInstance

Nie zapomnijmy o dodaniu opcjonalnego argumentu Reals, co zawezi obszar poszukiwan
do liczb rzeczywistych.



5. Nanosimy rozwiazania uzyskane w punktach 3 lub/i 4 na wykresy uzyskane w pkt. 1. Upew-
ni nas to, ze ani my, ani Mathematica nie popelnila zadnego bledu. Jezeli wyniki uzyska-
ne metodami numerycznymi lub symbolicznymi pokrywaja si¢ z przecieciami krzywych i
wynikiem numerycznym (z FindRoot) istnieje wysokie prawdopodobienstwo, ze réwnanie
zostato rozwiazane poprawnie.

Poniewaz wiekszo$é¢ studentéw z oporami przymuje wyzej podany schemat dzialania, z upo-
rem usiluja¢ wykona¢ go w odwrotnej kolejnosci, nalezy si¢ kilka stéw wyjasnienia. Metody gra-
ficzne czesto uwaza sig¢ za ,,gorsze” od innych. Nic bardziej mylnego. Po pierwsze, ich stosowanie
w Mathematice praktycznie ,nic nie kosztuje” dziegki ogromnej mocy obliczeniowej wspdlczesnych
procesoréw i zaawansowanej grafice komputerowej. Po drugie, narysowanie lewej i prawej stro-
ny réwnania upewnia nas, ze nie popelniliSmy btedéw skladniowych, oraz, ze po ich obliczeniu
otrzymujemy liczby rzeczywiste. Pusty wykres oznacza na ogot:

e bledna skladni¢ np. xSin[x] zamiast x Sin[x] lub x*Sin[x]; Mathematica potraktuje symbol
xSin[x] jako pewna nieokreslona funkcje argumentu x o nazwie xSin

e brak rzeczywistych numerycznych wartosci funkcji; nalezy pamietaé, ze wspdlrzedne piksela
na ekranie sg liczbami catkowitymi (!) i komputer nie moze wyswietli¢ piksela o wspolrzed-
nych np. { 12 a, 14 a }, gdzie a to pewien nieokreslony symbol. Podobnie w przypadku liczb
zespolonych, nawet jezeli cze$é urojona jest zaniedbywalnie maltym czynnikiem powstalym
na skutek bledow zaokraglania.

e 7le dobrana skala na osiach lub/i zbyt mata dokladno$é wykresu

Dobra praktyka jest obliczenie wpélrzednych przynajmniej jednego punktu wykresu polece-
niem N przed wywolaniem instrukcji Plot. Jezeli nie otrzymamy liczby rzeczywistej' wykres nie
bedzie mozliwy do narysowania. Unikamy dzigki temu wiekszosci probleméw z poleceniem Plot
i pokrewnymi.

Kolejnym argumentem wysuwanym przez studentéw przeciwko rysowaniu réwnan, jest brak
informacji o obszarze w ktérym szukamy rozwigzan. Rzeczywiscie, o ile nie jest to podane w
tresci wypadaloby zbadaé calg 0§ rzeczywista. Typowo uzywany przedzial = {—10, 10} nadaje
sie gléwnie do spreparowanych zadan szkolnych oraz waskiej klasy probleméw. Nic jednak nie
stoi na przeszkodzie, aby wykona¢ wiele wykreséw w réznych skalach. Jezeli nic nie wiemy o z,
lub spodziewamy si¢, ze zmienia sie o wiele rzedéw wielko$ci pomocne sa instrukcje LogPlot,
LogLogPlot oraz LogLinearPlot. Dokladno$¢ wykresu mozemy zwickszaé przy pomocy opcji np.
PlotPoints — 100, MaxRecursion — 15. W bardzo watpliwych przypadkach mozna dokonaé
zamiany zmiennej x w taki sposéb aby nowa zmienna przyjmowala wartosci w skonczonym
przedziale, np. t = tanh z lub ¢t = x/v/1 + z2. Takiej automatycznej zamiany zmiennych dokonuje
Maple przy wywolaniu polecenia np. plot(exp(x),x=-infinity..infinity);. W przypadku probleméw
fizycznych oraz technicznych pomaga uzycie adekwatnych jednostek miar i przedrostkéw lub
wprowadzenie zmiennych bezwymiarowych.

Warto dodaé, ze zaawansowane metody symboliczne ktérych uzywa FindInstance dostownie
wrecz przeszukujg calg 0§ rzeczywista - nie jest to wiec nic dziwnego czy niespotykanego.

Nalezy pamietaé tez, ze rekursywnie rysujac wykres i zawezajac przedzial x jestedmy w stanie
dowolnie dokladnie rozwigzaé kazde réwnanie. Dlatego formalnie juz sam wykres stanowi przy-
blizone rozwiazanie réwnania. Instrukcje typu FindRoot nie robig nic bardziej egzotycznego? -
nie wyswietlaja tylko wynikow posrednich na wykresie, a zawezania przedzialu dokonuja auto-
matycznie, w pamieci podrecznej procesora. Dlatego metody recznej biskecji nie nalezy stosowaé
na codzien - do tego stuzy FindRoot.

1Precyzyjnie méwiac, chodzi o liczbe zmiennoprzecinkowa. Np: 3.14, 0.012, 1.23e-11 itp.
2Szczegélnie algorytm bisekcji.



Potrzeba wyrazenia znalezionego rozwigzania numerycznego przez symbole matematyczne jak
m, %, V/3,sin itp. zalezy od kontekstu. Wynik symboliczny jest lepszy od kazdego numerycznego,
gdyz posiada nieskoriczong precyzje. Podanie nawet miliona cyfr rozwiniecia liczby 7 nie zastepu-
je wiedzy, ze wynik faktycznie wynosi 7! Odpowiedz na pytanie czy = < 7 nie jest rozstrzygalne
numerycznie, a moze decydowac np. o stabilnosci uktadu. Bledy w wynikach uzyskanych poprzez
manipulacje symboliczne nie akumuluja sie.? Dlatego warto poswiecié przynajmniej troche czasu
na probach znalezienia rozwiazania symbolicznego. Moze to okazaé¢ si¢ znacznie trudniejsze niz
kroki 1-3, na dodatek bez gwarancji powodzenia. Ze wzgledu na charakter algorytméw uzywa-
nych w manipulacjach symbolicznych czynnikiem limitujacym moze okazaé si¢ czas procesora
czy pamieé¢ komputera.

Kolejny argument aby nie zaczynaé od ostatniego punktu, ma charakter ,obserwacyjny”.
Czesto widze studentéw, ktorzy po przeczytaniu treéci zadania, wklepuja ja z klawiatury doda-
jac Solve czy Reduce, wciskaja Shift+Enter, zakladaja rece za glowe i wpatruja si¢ w monitor
przez po6l godziny, po czym uznaja zadanie za niewykonalne. W innej typowej sytuacji student
opada zdumiony na krzesto obserwujac jak Mathematica wyswietla 10 ekranéw wypelnionych
kombinacjami instrukeji logicznych przemieszanych z licznymi wyrazeniami typu Root zamiast
spodziewanego np. x==3/2. Wiedza matematyczna potrzebna do zinterpretowania takich wyni-
kéw czesto przekracza spodziewany rezultat o cale lata edukacji. W skrajnych wypadkach student
moze nie odrézni¢ wyniku od bledu programu.

Jezeli natomiast wczesniej rozwiazaliémy rownanie graficznie, i znamy jego przyblizenie nu-
meryczne, jesteSmy gotowi do zinterpretowania wyniku. Oczekujemy pewnej liczby rzeczywistey,
powiedzmy z ~ 1.5. Jezeli Reduce zablokuje komputer na 30 minut, zrobi to w momencie w kté-
rym juz posiadamy rozwiazanie graficzne i numeryczne. Jezeli mamy cierpliwo$é i nowoczesny
komputer, mozemy poczekaé. Obliczenia z Reduce trwajace kilka minut sg typowe, a FindInstace
bez problemu zajmuje komputer na godzine. Wezesniej zwykle wyczerpana zostaje wolna pamiec.

Poszukiwanie rozwiazan symbolicznych ciagle jest sztuks. Oto garsé porad:

e Zacznij od Solve. Znajduje czesé rozwiazan uzywajac gléwnie funkeji odwrotnych, np.
Solve[Sin[x]==4/3,x] daje arcsin4/3. Bardzo czesto, np. w zadaniach z fizyki czy obli-
czeniach inzynierskich wlasnie tego rozwigzania szukamy.

UWAGA: Solve operuje w dziedzinie liczb zespolonych; w przykladzie wyzej
. . 4 7

arcsin4/3 = 3 — zln%ﬁ !

e Reduce, o ile to mozliwe, znajduje komplet rozwigzan, czyli daje poprawng w sensie mate-
matycznym odpowiedz. Opcjonalny argument Reals uzywamy, jezeli interesuja nas tylko
wyniki rzeczywiste. Standardowo Reduce szuka wszystkich rozwiazan zespolonych. Jest ich
zwykle znacznie wiecej niz spodziewaja sie osoby nawet dobrze obeznane z uniwersytecka
i szkolng matematyka. Zrozumienie i ogarniecie wyniku wys$wietlonego przez Reduce zaj-
muje czesto sporo czasu, ze wzgledu na postaé w postaci wyrazen logicznych. Proponuje
przeznaczy¢ ten czas na rozwiazanie graficzne i przemyslenie tresci zadania.

e FindInstance jest poleceniem o poteznych mozliwoéciach, aktywnie rozwijanym. Wywotane
bez opcji znajduje jedno rozwiagzanie réwnania, lub udowadnia, ze rozwigzanie nie istnieje.
Rozwiazuje prawie wszystko, co da sie zapisa¢ wzorem matematycznym skladajacym sie z
funkcji elementarnych. Potrafi znajdowaé¢ wiele rozwigzan a nawet definiowaé¢ nowe stale
przestepne za pomocg specjalnej postaci polecenia Root. Jezeli podamy przedzial w ktérym
znajduja sie rozwiagzania oraz ich iloéé to mozna oczekiwaé, ze FindInstance znajdzie i poda

3Nie rozwazamy tu bledéw majacych charakter software-owych bug-6w!



wszystkie! Niestety, czas obliczeniowy pozerany przez to polecenie jest wyjatkowo dlugi.
Dla przykladu: rozwigzanie réwnania 2% + Inz®" == 0 przez FindInstance zajmuje 1000
razy wiecej czasu® niz przez Solve.

1.2 Rozwigz réwnanie 2z + 3 = 4.

Oto najprostszy przyklad, moze nawet trywialny, ale dzigki temu mozemy sie skupi¢ na obstudze
oprogramowania, wyjasnienieniu uzytej notacji oraz polecen.
Rozwiazemy w dziedzinie liczb rzeczywistych réwnanie, w notacji ,tablicowej” podane jako:

20 +3 =4 (2)

Rozwiazanie tradycyjne: obustronnie odejmujemy 3 (réwnowazna czynno$é, przenosimy 3 z
lewej na prawa strong¢ zmieniajac znak):

20 =4 -3,
co daje:
20 =1,
Nastepnie, obustronnie dzielimy przez 2:
1
T =—.
2

Dysponujac komputerem zawsze nalezy rozpocza¢ od metod graficznych, czyli rysowania
wykreséw wyrazen pojawiajacych sie jako skladowe réwnania. Dotyczy to przede wszystkim
réwnan, ktére poza niewiadoma (w tym wypadku ) nie zawieraja zadnych innych symboli, za
wyjatkiem liczb (np : 2, 3, 1/2). Dotyczy to takze powszechnie znanych symboli np: liczby 7
(Pi ). Typowo, réwnanie sklada sie z dwéch stron przedzielonych znakiem réwnosci (logicznej).
Okreslamy je zwykle jako lewa i prawa strona, odpowiednio do tego, z ktérej strony znaku
rownosci sie znajduja. Z jezyka angielskiego pochodza skroty:

e LHS (Left Hand Side, , , po stronie lewej dloni”) - lewa strona réwnania
e RHS (Right Hand Side, , , po prawej stronie dloni”) - prawa strona réwnania
Najwazniejszym stwierdzeniem tego podrozdziatu jest:

rozwigzaniem graficznym rownania, jest punkt, lub zbidr punktow, w ktorych wykresy lewej i
prawej strony rownania przecinajq sie.

UWAGA: bardzo czesto prawa strona réwnania to ZERO. W takim wypadku rozwiazaniem
rownania jest przeciecie z osig Ox.Programy komputerowe nie zawsze rysuja te o§! Dlatego
warto dla pewnosci narysowaé¢ wykres funkcji réwnej zero; jest to taka sama funkcja jak
wszystkie inne. Jej wykresem jest linia pozioma. W naszym, przykladzie lewa strona to 2 x +
3, natomiast prawa strona to 4.

UWAGA: symbole 2 x + 3 oznaczaja ,2 razy x doda¢ trzy”. W notacji ,tablicowej” symbol
mnozenia na ogol pomija sie. Nalezy przy tym przestrzegaé niepisanej reguly, ktéra méwi, ze w
wyrazeniu matematycznym liczby catkowite powinny by¢ na poczatku wyrazenia.

4Na moim komputerze PC, Solve potrzebowalo 0.02 sekundy, natomiast FindRoot 25 sekund. Prawo Moore’a
stwierdza, ze ilo$¢ tranzystoréw podwaja sie co 18 miesiecy. Za 20 lat FindInstance bedzie wiec, by¢ moze, dziataé
réwnie szybko (relatywnie do czasu ludzkiej reakcji) jak Solve dzisiaj.



Podstawowa instrukcja graficzna to Plot, czyli polecenie rysujace wykresy wyrazen mate-
matycznych. Jego struktura jest prototypowa dla wiekszos$ci przydatnych studentom funkcji.

Narysujemy na poczatek wykres wyrazenia 2x+3:

Plot[2*x+3, {x,-4,4}]
10

-5
Sprébujemy teraz rozwiazaé graficznie réwnanie ,2 x + 3 = 4”7. Rysujemy w tym celu dwa

wyrazenia: 2z + 3 oraz 4, na jednym wykresie:

Plot[{2x+3, 4},{x,-4,4}]




10

Krzywe sie przecinaja, istnieje
rozwiazanie réwnania

—

Rzutowanie na os$ X daje przyblizone
rozwigzanie x=0.5

-5

Z wykresu odczytujemy tatwo, ze rozwiazaniem jest x ~ 0.5. Metody graficzne nie pozwalaja
na ustalenie czy jest to doktadnie 1/2. Zyskujemy jednak kilka cennych informacji:

1. widzimy wykresy, co oznacza, ze rozumiemy tres¢ zadania i potrafimy poprawnie przepisac
ja w Mathematice

2. rozwiazanie jest prawdopodobnie tylko jedno

3. wykresami sa linie proste, lub niemal proste (nie sa to skomplikowane krzywe)
4. wykres pojawil si¢ natychmiast, co oznacza, ze wyrazenia sg tatwe do obliczenia
5. rozwiazanie jest w poblizu x=0.5

Rozwiazanie tatwo uscisli¢, rysujac wykres ,zoomowany” na x = 0.5, np: w przedziale 0 <
r <1
Plot[{2x+3,4},{x,0,1}]
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Powtarzajac te czynnos$¢, mozemy w zasadzie dowolnie dokladnie wyznaczy¢ rozwiazanie:
Plot[{2x+3,4}, {x,0.4,0.6}]
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Plot[{2x+3,4},{x,0.49,0.51}]
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Oproécz metod graficznych mamy dostepne w Mathematice metody numeryczne oraz me-
tody symboliczne. Ich zastosowanie wymaga umiejetnosci zapisania réwnania. W wiekszosci
istniejacych jezykow programowania, i Mathematica nie jest tu wyjatkiem, istnieja dwa osobne
symbole na oznaczenie réwnosci matematycznej ( Equal, podwojony symbol == ) oraz instrukeji
przypisania ( Set , =).

UWAGA: omytkowe uzycie znaku pojedynczej rownosci zamiast podwojonego, jest
najczestszym bledem® popelianym przez studentéw!

Préba wpisania réwnosci 2 + 3 = 4 z uzyciem pojedynczego znaku réwnosci konczy sie
komuniaktem o bledzie:

2x4+3=4

2x+3=4 Set::write: Tag Plus in 3+2 x is Protected. >>

Poprawny sposéb wymaga uzycia znaku podwdjnej réwnosci:

2x4+3==

Znak pojedynczej réwnosci, inaczej instrukcja przypisania, stuzy do zapisywania pod wy-
godnymi dla nas nazwami wyrazen, wynikéw itp. Réznice pomiedzy instrukcja przypisania a
rownoscia logiczng ilustruje ponizsza linijka :

rownanie = ( 2x+3==4)

Przyktadowe réwnanie 22+ 3 = 4 zostalo ,zapamietane” pod nazwa rownanie. Rola nawiaséw
okragtych () jest grupowanie wyrazen® i ustalenie kolejnosci wykonywania dziatan. Od tego
momentu wypisanie polecenia:

rownanie

5Bardzo przydatna jest umiejetno$é usuniecia skutkéw tego btedu, czyli przypisanej wartosci np: x = 1. Mozna,
to zrobié przynajmniej na dwa sposoby (1) Clear[x] lub (2) x=. Poczatkujacy czesto popelniaja omyltkowe przy-
pisania wielokrotnie. W takiej sytuacji konieczne moze byt wylaczenie i ponowne wiaczenie Kernela. W tym celu
za pomoca kursora myszki wybieramy z Menu polecenie Evaluation — Quit Kernel — Local.

6Nawiasy okragte nie sa w tym wypadku konieczne. Dalem je dla przyktadu.



da po naci$nieciu Shift+Enter:

3+2 x==

Aby podstawié¢ do réwnania pewna wartosé¢ z, np: x = 2, nalezy uzy¢ operatora ,zamien
wszystko”, zapisywanego jako /. (ukognik + kropka), oraz reguty podstawiania ( Rule ) x—2 (
minus + znak wigkszosci ). Na przyklad, wstawmy do réwnania « = 1:

rownanie /. x — 1

Jako wynik dostajemy False. Po podstawieniu:

rownanie /. x — 1/2

lub:

rownanie /.x — 0.5

otrzymamy True (ang. prawda), co oznacza, ze x = 1/2 spelnia réwnanie.

Warto zwrécié uwage na nastepujaca ciekawostke. Wstawiajac rozne wartosci x mozemy przy-
padkowo natrafi¢ na poprawne rozwiazanie. Gdy napiszemy odpowiedni program, komputer moze
te podstawienia wykonywaé¢ automatycznie. Mozna w ten sposéb ,rozwiaza¢” niektére problemy.
Szczegdlnie dotyczy to zadan szkolnych, w ktérych niepisane reguly zmuszaja autoréw pytan do
konstruowania tresci w taki sposéb, aby wynik nie byl zbyt skomplikowany.

Umiejac zapisaé¢ réwnanie’, mozemy uzyé¢ metod numerycznych lub symbolicznych.

Oto lista najwazniejszych instrukcji:

e metody numeryczne:

1. FindRoot (dowolne réwnania)
2. NSolve (problemy algebraiczne, np. pierwiastki wielomianéw, uklady réwnan wielo-
mianowych)
e metody symboliczne:
1. Solve (,naiwne” algorytmy rozwiazywania réwnan, szczegélnie przydatne w fizyce i
technice)
2. Reduce ($ciste matematycznie rozwigzania)

3. FindInstance (wspoélczesne, stale rozwijane algorytmy dla liczb rzeczywistych, moz-
liwos¢ wyszukiwania wielokrotnych rozwiazan i definiowania nowych symboli liczb
przestepnych, tylko dla réwnan bez parametréw)

UWAGA: metody symboliczne pozwalaja takze na rozwiazywanie nieréwnosci.

KOLEJNOSC w jakiej wymienione zostaly powyzsze polecenia nie jest przypadkowa. Od-
zwierciedla w przyblizeniu spodziewany czas w jakim nalezy spodziewaé sie uzyskania wyniku. Z
drugiej strony ,Scisto$é” uzyskanego rezultatu jest tym wieksza im dalsza pozycja na powyzszej
liscie. Te zagadnienia omawiam dokladniej na kolejnych przykladach.

Spodziewane efekty uruchomienia polecenia z powyzszej listy sa nastepujace:

¢ METODY NUMERYCZNE
— FindRoot - jedno, przyblizone rozwigzanie réwnania; wynik na ogél pewny w prze-
dziale zadanej doktadno$ci, uzyskany zwykle w czasie niezauwazalnie matym

— NSolve - wszystkie rozwigzania rownan wielomianowych, ale kazde z nich przyblizone;
metoda pewna w podanej kategorii rownan, moze wymagac¢ dlugiego czasu obliczen

7Zastosowanie metody graficznej nie wymaga takiej wiedzy!



e METODY SYMBOLICZNE

— Solve - rozwigzuje réwnania ,naiwym” algorytmem, np. stosujac f. odwrotne; od-
powiedZ jest czesto niekompletna (brakuje rozwiazan), zdarza sie, ze bledna; dosyé
szybka

— Reduce - rozwigzuje réwnania Scisle matematycznie, uwzgledniajac wszystkie przypad-
ki; odpowiedz jest na ogdét bardzo zlozona, a jej uzyskanie wymaga sporo czasu; wynik
na ogot jest zupelnie niezrozumialy dla poczatkujacych uzytkownikéw; rozwigzania,
o ile zostana znalezione sa na ogét poprawne

— FindInstance - najsilniejsze, ale takze najwolniejsze z polecen (bywa, ze wymaga go-
dzinnych obliczen); potrafi znajdowaé wiele rozwiazan, a takze udowodnié, ze nie ma
innych; stosuje bardzo zaawansowane metody matematyczne; dziata tylko dla réwnan
bez parametrow; definiuje nowe liczby przestepne

Zobaczmy jak to wyglada w praktyce. FindRoot powinien znalezé rozwigzanie w poblizu punktu
startowego, np: odczytanego z wykresu:
FindRoot[rownanie,{x,0.5}]
{x — 0.5}
W tym przypadku mozemy uzy¢ takze NSolve, gdyz réwnanie zawiera tylko wielomiany. Nie
potrzeba punktéw statowych:

NSolve[rownanie, x|

{{x — 0.5}}
Solve znajduje $cisle rozwigzanie:
In:= Solve[rownanie, x|
Out:= {{x — 1/2}}
Reduce podaje wynik w innej, réwnowaznej postaci:
Reduce[rownanie, x]
x==1/2

FindInstance szuka zadanej liczby rozwiazan. Jezeli zazadaliSémy znalezienia co najmniej dwéch
rozwigzan, a w wyniku otrzymaliSmy pojedyncze rozwiazanie, mozemy uznaé, ze Mathematica
udowodnita, ze istnieje tylko jedno rozwigzanie:

FindInstance[rownanie, x, 2]

{{x — 1/2}}

Prosze zwrécié uwage na forme uzyskanej odpowiedzi, jak wiemy réwnowaznej z = 1/2 w
notacji tradycyjnej.

Wynik jest podawany w postaci reguly transformacyjnej, za wyjatkiem Reduce. Wynikiem jest
lista rozwiazan, w tym wypadku jednoelementowa, gdyz rozwiazanie jest jedno. FindRoot
zawsze zwraca jeden wynik, i postac listy to uwzglednia. Pozostale omawiane funkcje moga
zwracaé¢ wiele wynikow, i dlatego odpowiedz jest lista dwukrotnie ,zagniezdzong”.

Aby wydoby¢ z takiej postaci tylko warto$¢ rozwiazania (0.5), postepujemy nastepujaco:

In:= x/.{x—05}
OQut:= 0.5

czyli podstawiamy w miejsce symbolu x warto$¢ zgodnie z reguta transformacyjna {x — 0.5 } .
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1.3 Rozwigz réwnanie x + 1 = 2%,

Rozwiaz w dziedzinie liczb rzeczywistych réwnanie, w notacji ,tablicowej” podane jako:
r+1=2" (3)

Ten przyklad, wygladajacy w pierwszym momencie na réwnie prosty jak poprzedni, zilustruje
koniecznos¢ stosowania zalecanej kolejnodci rozwiazywania réwnain. Jest on nierozwiazywalny
algebraicznymi metodami szkolnymi, pomimo istnienia ,oczywistej” odpowiedzi. My, nauczeni
do$wiadczeniem, zaczynamy od wykresu:

Plot[x+1,2%,{x,-4,4}]

Wykres pokazuje , ze prawdopodobnie sa dwa rozwiazania. Aby to lepiej zobaczy¢, zmieniam
zakres x na —1 < x < —2:

Plot[ {x+1,27},{x,-2,2}]

11



dwa rozwiazania

~1.0 —05 | 0.5 10 s 20
7 wykresu powyzej odczytujemy przyblizone rozwiazania:
z ~ 0.0, z~1.0

Zgodnie z zalecanym schematem, zastosujemy teraz (dwukrotnie) FindRoot:
FindRoot[x+1==2"x, {x,0}]

{x—0.}
FindRoot[x+1==2"x, {x,1}]

{x—1.1}

FindRoot potwierdza nasze przypuszczenie, ze rozwigzaniem sg liczby 0 i 1. Dopiero teraz
mozemy pokusié sie o uzycie Solve.

Solve[x+1==2"x, x]

Solve::ifun: Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not
be found; use Reduce for complete solution information. >>

{{x — 0}, {x — (-Logl2]-ProductLog[-1,-(Log[2]/2)]1)/Log[2] }}

Powyzszy rezultat stanowi odpowiedz na pytanie po co rysowaé wykresy i szukaé rozwigzania
numerycznego zanim wywolamy Solve. Postawmy sie na miejscu studenta, ktéry od tego wlgsnie
zaczal. Komunikat o bledzie, oraz niezrozumiala dla wiekszoéci poczatkujacych w tym tema-
cieodpowiedZ w drugim rozwiazaniu, zamiast spodziewanego x=1 to zniechecajacy wynik. Na
szczedcie my juz wiemy, ze drugim rozwiazaniem powinno by¢ 1, lub przynajmniej co$ bardzo
bliskiego 1. Sprawdzamy numeryczng wartos¢ wyrazenia za pomoca waznej funkcji N (argument
zaznaczamy i kopiujemy myszka):
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NJ(-Log[2]-ProductLog[-1,-(Log[2]/2)])/Log[2]]
1.

Wyglada na to, ze powyzsze wyrazenie jest rowne 1. Przy standardowym wywolaniu polecenia
N Mathematica uzywa koprocesora numerycznego w celu wyliczenia odpowiedzi, co jest na ogdl
najszybsze, i wystarczajacej dokladnosci (16 cyfr po przecinku). Mamy jednak mozliwo$é wyko-
nania obliczen o dowolnie duzej dokladnosci (chyba, ze braknie pamieci). Np: obliczmy powyzsze
wyrazenie z doktadnoscia 128 cyfr po przecinku:

N[(-Log|[2]-ProductLog[-1,-(Log[2]/2)]) /Log[2], 128]

1.0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000C

Wyrazenie ewidentnie jest réwne 1, z bardzo duza dokladnoscia. Dlaczego wiec Mathematica
podaje tak dziwna odpowiedz? Otéz Solve, aby zaoszczedzié czas, nie dokonuje uproszczenia
wynikéw. Mozemy to zrobi¢ sami za pomoca polecenia Simplify (uprosé):

Simplify[(-Log[2]-ProductLog|-1,-(Log([2] /2)]) /Log|2]] -((Log[2]+ProductLog|-1,-(Log[2]/2)])/Log[2])

Uzycie Simplify nic nie dalo. Dla do$wiadczonego uzytkownika jest to oczywiste. Simplify potrafi
upraszczaé wylacznie wyrazenia zawierajace funkcje elementarne (znane ze szkoly), jak doda-
wanie, mnozenie, niektére pierwiastki (Sqrt) , logarytmy (Log), funkcje trygonometryczne ( Sin,
Cos, Tan ) itd. Wyrazenie zawiera niestety funkcje specjalna ProductLog. Aby uproscié¢ takie
wyrazenie musimy zastosowaé¢ ,mocniejsza”’ (ale tez wymagajaca wigkszej mocy obliczeniowej)

wersje Simplify, czyli FullSimplify:
FullSimplify[(-Log[2]-ProductLog[-1,-(Log[2]/2)]) /Log[2]]

1
Wreszcie dostajemy 1. Jaki wynik da Reduce?
Reduce[x+1==2"x,x]
(C[1] € Integers &&x == -1-ProductLog[C[1],-(Log[2]1/2)]1/Logl[2]) | |x==0

OdpowiedZ wyglada jeszcze inaczej. Operator || to LUB logiczne, natomiast && to I logiczne.
Integers oznacza zbiér liczb catkowitych (Reals - rzeczywistych, Rationals - wymiernych, brak
pojecia liczby naturalnej ). Symbol C[1] oznacza dowolng liczbe calkowita. W notacji tablicowej
zwykle uzywamy literki £ lub n.

Zapis powyzszy oznacza istnienie nieskoniczonej liczby rozwiazan numerowanej liczba catkowi-
ta C[1]. Jest to zaskakujace, bo dotad spodziewalismy sie dwéch rozwiazan: x=0 i x=1. Niestety
(dla studentéw pierwszego roku), Mathematica uzywa zwykle liczb zespolonych, o ile nie zazada-
my inaczej. W dziedzinie liczb zespolonych funkcja 2% jest okresowa, podobnie jak np. sin (z) dla
liczb rzeczywistych. Aby znalez¢é wylacznie rozwigzania rzeczywiste, musimy to jawnie podac:

Reduce[x+1==2"xx,Reals]
x==0| |x==(-Log[2] -ProductLog[-1,-(Log[2]/2)]) /Log[2]
Powyzsza uwaga dotyczy takze FindInstance:
FindInstance[x+1==2"x, x, Reals, 10]
{x — 0},{x — (-Logl[2]-ProductLog[-1,-(Log[21/2)]1)/Logl2]}}

Poniewaz zazadaliSmy znalezienia 10 rozwiazan, a otrzymalidémy 2, mamy pewnosé, ze nie ma ich
wiecej.
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1.4 Rozwigz 22 = ¢* w domenie liczb rzeczywistych.

Rozwigz rownanie:
o (1)

w domenie liczb rzeczywistych.

1. Wykonujemy wykres poleceniem:
Plot[ { x*2, Exp[x] }, {x,-5,5 }]

40+

20+

101

-4 -2 2 4

2. Nie jest jasne ktory wykres jest ktéry, program dobral tez (w mojej opini) Zle skale. Dlatego

dodaje opcje:

Plot[ { x"2, Exp[x] }, {x,-5,5 },

PlotStyle — {{Red, Dotted}, {Blue, Dashed}}, PlotRange — {0, 10}]
. 10; L

1
!
!

_ L ;
3. Widzg, ze istnieje jedno rozwiazanie w przedziale {-1,0}. Powigkszam wykres:

PIOt[ { xA2a Exp[x] }) {X,—l,O }’
PlotStyle — {{Red, Dotted}, {Blue, Dashed}}, PlotRange — {0, 1}]
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. Widze, ze rozwiazanie jest dla x ~ —0.7. Aby odczytaé dokladniej powigkszam myszka
wykres, a nastepnie uruchamiam palete z Menu— Graphics—Drawing Tools. Wybieram
przycisk ,,Get Coordinates” ( pierwszy od géry po prawej stronie, w ksztalcie ,celownika”) i
naciskam na punkt przecigcia krzywych. Klawiszami Ctrl4+C, Ctrl+V kopiuje wspolrzedne.
Otrzymuje z ~ 0.705 (lub bardzo podobny wynik).

. Rozwiazuje réwnanie numerycznie, uzywajac znalezionego graficznie przyblizenia:
FindRoot[Exp[x]==x"2, {x,-0.705}]
Otrzymuje:
{ x — -0.703467 }
Mathematica wyéwietla standardowo 6 miejsc po przecinku. Wynik jest jednak podany
doktadniej, co mozna sprawdzié¢ kopiujac do mysza, lub uzywajac FullForm[%]. Wynik
numeryczny to:

x ~ —0.7034674224983917

Oczekujemy, ze prawie wszystkie podane cyfry sa poprawne.

. Sprawdzam graficznie wynik:

wykresl = ListPlot[{{rozw, Exp[rozw]}}]
wykres2 = Plot[{x"2, Exp[x]}, {x, -1, 0},
PlotStyle — {{Red, Dotted}, {Blue, Dashed}}, PlotRange — {0, 1}
Show[wykresl,wykres2]

-7 06
- 04}t

0.2

-10 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2

Wiszystko idealnie si¢ zgadzal

. Zrelaksowani, sprébujemy odpowiedzie¢ na pytanie, czy liczba x ~ —0.7034674224983917
moze by¢ wyrazona przez jakie$ znane nam lub Mathematice symbole i funkcje. Prébujemy
Solve: Solve[Exp[x] == x"2, x]
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i otrzymujemy:
{{x — -2 Productlog[-(1/2)1}, {x — -2 ProductLog[1/2]1}} Dostajemy 2 rozwia-
zania, wyrazone przez funkcje specjalng ProductLog Wiemy jednak, ze istnieje jedno roz-
wiazanie rzeczywiste. Ale Solve zawsze szuka rozwiazan zespolonych, poza tym otrzymali-
$my kilka komunikatéw z ostrzezeniami. Najprostszym sposobem na przekonanie sie, czy
rozwiazania sa zespolone, jest obliczenie ich wartosci numerycznej:
N[%]
co daje:
{{x — 1.58805 - 1.54022 I }, {x — -0.703467}}
Jedno z rozwiazan okazuje sie by¢ rzeczywiste, o warto$ci numerycznej zgodnej z poprzednio
znaleziong. Czyli:

x=-2W(1/2)

gdzie, W to tradycyjne oznaczenie (TraditionalForm) funkcji ProductLog, znanej takze
jako LambertW (stad W).

8. Sprawdzamy rozwiazanie symboliczne:
Exp[x] == x"2 /. x — -2*ProductLog[1/2]
FullSimplify[%]

i otrzymujemy upragnione True, oznaczajace, ze rOwnanie jest spelnione.

9. Jezeli mamy na to czas, warto sprébowaé tez innych polecen:
Reduce[Exp[x] == x"2 , x|
C[1] € Integers &% (x == -2 ProductLog[C[1], -(1/2)] || x == -2 ProductLog[C[1],
1/21)
Okazuje sig, ze jest nieskonczenie wiele rozwiazan zespolonych tego réwnania, dla dowolnej
calkowitej liczby CJ[1]. Dla liczb rzeczywistych mamy:
Reduce[Exp[x] == x"2 , x, Reals]
x == -2 ProductLog[1/2]
Otrzymujemy jedno rozwiazanie rzeczywiste, zgodne z wynikiem Solve.

10. A co z FindInstance?
FindInstance[Exp[x] == x"2 , x, Reals]
{{x — -2 Productlog[1/2]1}}
Otrzymujemy znane juz rozwiazanie. Jezeli wywolamy polecenie w ten spos6b: FindInstance[Exp[x] == x"2 , x,
to zadamy znalezienia 20 rozwiazan. Otrzymujemy jedno. Oznacza to, ze FindInstance po-
trafi udowodnié, ze innych rozwiazan nie ma! W przeciwnym wypadku zostaloby wyswie-
tlone odpowiednie ostrzezenie: FindInstance::incs: Warning: FindInstance was unable to prove
that the solution set found is complete. »

1.5 Podsumowanie : przypadek bez parametrow

Wykonane wyzej czynnosci sa zdecydowanie nadmiarowe w porownaniu ze skalg trudnosci zada-
nia. Nikt przy zdrowych zmystach nie zrobilby tego, np. na kolokwium z recznych rachunkéw.
Pozwalamy sobie na to, poniewaz obliczenia wykonuje za nas komputer. W przypadku prostych,
specjalnie spreparowanych zadan nie widaé¢ potrzeby dokonywania tak szczegdétowej analizy. Je-
zeli jednak mamy zmierzy¢ si¢ z problemem nowym, o nieznanym rozwiazaniu, podejscie takie
bedzie procentowaé¢. Ponownie podkreslam, ze wykonanie tych czynno$ci nic nas praktycznie nie
kosztuje, zaréwne z punktu widzenia trudnosci poszczegélnych krokéw, jak i poswieconego na
nie czasu.
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Réwnania tworzymy przy pomocy znaku podwdjnej réwnosci, == ( polecenie Equal). Zaleca-
na kolejnosé czynnosci przy rozwiazywaniu réwnan bez parametréw: Plot - FindRoot - [NSolve] -
Solve - Reduce - FindInstance Podana niewiadoma, np: x, jest traktowana jako liczba zespolona
! Aby szukaé tylko rozwiazan rzeczywistych metodami symbolicznymi (Reduce, FindInstance)
nalezy doda¢ opcje Reals, oznaczajaca zbdr liczb rzeczywistych. Wyniki symboliczne nalezy ob-
liczy¢é za pomoca polecenia N, sprawdzajac czy nie sg liczbami zespolonymi. Skomplikowane
wyrazenia sprobowaé uproscié poleceniami Simplify (jezeli sktadaja sie z funkcji elementarnych)
oraz FullSimplify (jezeli zawieraja funkcje specjalne lub Simplify nie zadzialalo).
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