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Teoria rotujgcych ciat:
rotacja sztywna
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Klasyczna teoria rotujacych ciat

Zagadnienie struktury i ewolucji stacjonarnych
(niezaleznych od czasu, ale z niezerowq predkoscig), w
szczegdlnoscei ,rotujacych” samograwitujacych ciat bedziemy
rozpatrywaé zaczynajac od dwdch skrajnych przypadkow:
@ obiekty o stalej gestosci (klasyczna teoria figur
réwnowagi)
@ obiekty niewazkie, o Sredniej gestosci dazacej do zera,
poruszajgce sie w polu masy punktowej (model Roche’a)
Mozna pokazaé, ze w przypadku rotacji ze stala predkoscia
katowq, ciala o rozktadzie gestosci danym funkcjami
Lane-Emdena (politropy) zachowuja sie jakosciowo podobnie
do powyzszych modeli gdy:
on<08(y=1+ % > 2.25 ) — jak cialo o statej gestosci
@ jak model Roche’a w przeciwnym przypadku
Wartosé n ~ 1 i mniej odpowiada materii z ktorej
zbudowane sa np: planety lub gwiazdy neutronowe.
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Elipsoidalne figury réwnowagi

Ksztalt powierzchni obracajacego sie ciala o stalej gestosci
jest nieznany. Zakladajac jednak rotacje ,sztywng”:

V=QxPF, Q=const

z przyspieszeniem od$rodkowym d o potencjale
odérodkowym (centryfugalnym) &,

1
da=0%ré,  ®.— éQ%c2 +39)

jednym z rozwiazan jest elipsoida, dla ktorej znany jest wzoér
na potencjal grawitacyjny (wewnatrz)
3

by =7Gp Y, (af —r))A;
i=1

gdzie a = {a, b, ¢} to pdlosie elipsoidy, r = {x,y,z} oraz

0 du
Ai = abcjo @+ (@t u) @t
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Elipsoida Maclaurina: warunek réwnowagi

Aby ciecz pozostawata w stanie stacjonarnym, suma sit
grawitacyjnej i odérodkowej, musi by¢ wszedzie prostopadta
do powierzchni, jak w ,wiadrze Newtona”

G+r0?e, || VP
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Elipsoida Maclaurina

OkKkazuje sie, ze réwnanie réwnowagi mozna przepisaé¢ w
postaci réwnania elipsoidy:
2 2 2
x y z
@2 p2 2

=1

gdzie:

a A, b
c Aa _ o o
¢ Ay — 2rGp ¢

Rozwigzanie powyzszego uktadu dla a = b w zaleznosci od
bezwymiarowego parametru

x = Q%/(27Gp)

nazywamy elipsoidq Maclaurina. Oznaczajac sptaszczenie
przez ¢ = c/a otrzymujemy:

(262 + 1) arccose — 3e?y/1 — &2
(1 —e2)%2

X =€
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Elipsoida Maclaurina: €2, wymiary, moment pedu

Q2 Gp
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Elipsoida Maclaurina: €2, wymiary, moment pedu

oporcje elipsoidy o statej objeto

£=c/:

02 04 06 08 1.0
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Elipsoida Maclaurina: €2, wymiary, moment pedu

JIJp
1.0]
0.8
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0.4 ~ Obrét
0.2

£=c/a
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th.if.uj.edu.pl/“odrzywolek/aa andrzej.odrzywolek@uj.edu.pl A&A Wyktad 9 - Transport i progukcja energii w gwiazdach


http://th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/

Elipsoida Maclaurina: podsumowanie

Elipsoidy Maclaurina tworza ciag obracajacych sie elipsoid
obrotowych o stale rosnagcym momencie pedu J.
e dla | = 0 figura réwnowagi jest kula
e dla | < J. predkosé katowa elipsoidy rosnie, i ulega ona
splaszczeniu
e dla J = J; elipsoida Maclaurina osigga maksymalna
mozliwg predkosé katowa (dla Ziemi, p ~ 5.5 g/cc,
Tobr ~ 147 minut)
QQ
2wGp
o dalsze zwiekszanie momentu pedu powoduje jeszcze
wieksze splaszczenie, ale od tego miejsca predkosé
katowa (2 maleje
o dla ] — oo elipsoida Maclaurina degeneruje sie do
nieskonczenie cienkiego ,placka” ktéry praktycznie
pozostaje w spoczynku

~0.22, ¢~0.36767
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Elipsoida Jacobiego

Zanim jeszcze elipsoida
Maclaurina osiggnie mak-
symalng predkosé¢ katowa
dochodzi do  bifurkacji
(spontanicznego zlamania
symetrii) w kierunku trojo- :
siowej elipsoidy Jacobiego.
Powyzej punktu bifurkacji
istnieja 2 rozwigzania o tym
samym momencie pedu.
Ciekawa wizualizacja bi-
furkacji: Jos Leys/Etienne
Ghys, The shape of Planet
Earth
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Limity stabilnosSci rotacyjnej

Uzywa sie kilku miar stopnia rotacji uktadéw
samograwitujacych:
@ bezwymiarowa predkosé¢ katowa

Q2
" 27Gp

X

e moment pedu |

e stosunek rotacyjnej energii kinetycznej Ep do
grawitacyjnej energii wigzania Ey4

Ey

= 1E,]

Z, twierdzenia wirialnego 0 < 8 < 0.5. Punkt bifurkacji
do elipsoidy Jacobiego pojawia sie dla

x = 0.187, 6 = 0.1375, niestabilno$¢ dynamiczna elipsoidy
Jacobiego 8 ~ 0.16, Maclaurina S ~ 0.27.
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02/ (nGp)

1] 0.2 0.4 0.6 08 1
e=v1 —(e/a)?
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Analogia z modelem kroplowym jader atomowych

Warto przy okazji wspomnieé¢ o réwnolegle rozwijanej
analogicznej teorii rotujacej cieczy z napieciem
powierzchniowym.

e motywacja model kroplowy jadra atomowego

e odpychanie elektrostatyczne zamiast przyciggania

@ napiecie powierzchniowe daje energie wigzania
Przyréwnujac energie napiecia powierzchniowego do
grawitacyjnej dla jednorodnej kuli mamy
3 GM? M — S50

2 9 . _
47rRJ—5 R Gp

Dla wody napiecie powierzchniowe o ~ 0.072N/m co daje
przewage sit samograwitacji juz dla M > 1000 ton (R > 10
metréw). Dla materii jadrowej o ~ 1.25 MeV/fm?, czyli

M > 10'° kg (masa malej asteroidy).
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Elipsoida Dedekinda (Riemanna, Dirichleta)

Pole predkosci v (v, vy, vz): vy = —qC ¥, vy = (1 —q) ¢ x, vz =0,
Vxv=_e,
Z réwnania elipsoidy wynika wektor normalny
2 oy g2 ) ) )
G(x,y,2) = — + §+ — —1=0->n=VG=(2x/a”,2y/b",2z/c)
c

Warunek, ze ciecz ,nie wypltywa” z elipsoidy, n - v = 0, daje

B a2 _ b2
1= 2 1= 2
Roéwnania ruchu ,elementu cieczy’- linii pradu:
= T _q¢y
Vy = % = (1-q<x
Podstawienie x = A e'*f, y = B et daje zwigzek pomiedzy wirowoscia ¢
elipsoidy Dedekinda a predkoscia katowa Q2 elipsoidy Jacobiego
iQ —q¢ AT <:a2+b29
t-q)¢ 9 B ab
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Model Roche'a

Zakladajac, ze cata masa rotujacego obiektu jest skupiona w
centrum, otrzymujemy roéwnanie powierzchni:

7GM + 192112 = const = —GM
VrZ4z2 2 - ; Rp
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Fragmentacja kolapsujacych obiektéw

SCIEZKA MACLAURINA ScIEZKA ROCHE'A

e cialo o prawie

. . . punktowym jadrze
e cialo o statej gestosci o
o @ kurczenie sie
@ kurczenie sie

o wyplyw materii z
® rozpad réwnika

e fragmenty wchodza na: - evEEE SEk

jadro lub obiekty dysku
wchodza na:

o - Sciezke Roche’a

o - Sciezke Maclaurina

o - Sciezke Roche’a
o - $ciezke Maclaurina
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Rotacja rdézniczkowa
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Réwnania Eulera

ov oL 1

E + (VV)V = ;V +g (161)
aop =
&+ V(o9) =0 (1b)

e interesujg nas rozwigzania, dla ktérych predkosé v jest
funkcja wytgcznie wspdlrzednych (nie zalezy od czasu)

dv(t,x(t),y(t),z(t)) _ ov N 0_‘7dx L 7 ovdy ovdz

dt ~ ot T ox oy df " ozdt
@)4_‘; @‘_1_‘;6_‘7 @)_5‘7 i 4 4 U
ot Tox Yoy - o
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Réwnanie ,Bernouliego” (Gromeki-Lamba)

Korzystajac z tozsamosci

-, 1 . .
(vV)V = QVVQ — 9V x (V x V)
réwnanie Eulera w przypadku stacjonarnym mozna

przepisaé jako:

Jezeli wyraz po prawej jest rowny zeru lub jest gradientem
pewnej funkcji, otrzymujemy réwnanie Bernouliego

1
h+ &4 + QVQ = const.
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,Czysta rotacja”

Jednym z przypadkéw, kiedy mozna wprowadzi¢ réwnanie
Bernouliego jest tzw. ,czysta rotacja”:

V(r,z,¢) = Q(r,z)r é,.

W ogdlnosci stacjonarne pole predkosci v musi spelniaé
réwnanie

rot(v x rotv) =V x (Vv x (V x V)) =0.
Podstawienie czystej rotacji do powyzszego réwnania daje:

o r, z)

oz L

2rQ(r, z)

Przyklad pola predkoéci, ktore nie jest rotacjg, a spetnia
powyzsze rownanie, znajdujemy w elipsoidach Dedekinda. J
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Twierdzenie Poincare-Wavre

Grawitacja powierzchniowa (ang. effective gravity) G to
suma natezenia pola grawitacyjnego g i przyspieszenia
od$rodkowego

G=g+rQr,z)>&,. 2)
Dla samograwitujacego ciala w stanie stacjonarnym o czystej
rotacji ponizsze zdania sa rOwnowazne:

(i) Rotacja jest cylindryczna: Q = Q(r).
(i) Powierzchnie p = const and p = const pokrywajq sie.
(iii) Grawitacja powierzchniowa G ma potencjat
(iv) Wektor G jest prostopadty do izobar P = const (w
szczegdllnosci do powierzchni P = p =0 ).

Obiekt spekiajacy powyzsze zalozenia nazywamy barotropq.
Spelnia ona réwnanie

h(r,z) + &4 + . = C,

gdzie &, = { Q%rdr to potencjat odsrodkowy.
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Cyrkulacja potudnikowa
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Cyrkulacja potudnikowa
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Realistyczna gwiazda: o Eri ( ESTER )
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Paradoks von Zeipela, rotacja 1D

Dotaczenie do opisu réwnowagi hydrostacjonarnej
barotropy, réwnania na transport energii daje uktad réwnan
ktdry jest sprzeczny. Sytuacje okreslamy jako paradoks von
Zeipela.

Sytuacja ta jest powszechnie ignorowana w astrofizyce, i
modelowanie rotujacych ,gwiazd” rozbija sie na 2 kategorie:

e rotujace barotropy z Q2 = Q(r), ktére sa w réwnowadze
hydrostatycznej, ale nie termicznej

@ obiekty z rotacja powlokowaq (ang: shellular rotation, 1D)
z Q = Q(m) = Q(Vr? + z2), ktére nie sg w rownowadze
mechanicznej, ale sa w réwnowadze termicznej
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Dyski akrecyjne

Pomimo bliskiego matematycznego pokrewienstwa z rotujacymi réznicowo
gwiazdami, teorie dyskéw akrecyjnych rozpatruje sie osobno. Rdznice to:
@ topologia typu torusa
@ punktowa masa centralna w $rodku (np: czarna dziura)
© inne mechanizmy produkcji energii (np: tarcie)

W pierwszym przyblizeniu, rOwnanie barotropy daje

h(r,z) = ho(\V/r? + 22) — &, + AC
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© inne mechanizmy produkcji energii (np: tarcie)

W pierwszym przyblizeniu, rdwnanie barotropy daje

h(r,z) = ho(\V/r? + z2) — . + AC
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Gwiazdy
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Zrozumieé gwiazdy

Astrofizyczny opis gwiazdy sktada sie z czterech skladnikéw:
@ struktura hydrostatyczna (rownowaga gradientu
ci$nienia i grawitacji):
dP  GMp
dr  r?”’

@ zachowanie masy/zwiazek rozkladu masy z grawitacja:

dM
— = 4nr?
dl" ™ p?
© transport energii/pomieniowania (gwiazdy $wiecaq!),

Q produkcja/zrédto energii (reakcje termojadrowe).

Docelowo potrzebujemy 4 réwnan, ktérych rozwigzanie wyznaczy peing strukture gwiazdy: ciSnienie P(r),
gesto$é p(r), temperature T(r), strumien energii L(r)i sktad chemiczny/izotopowy X;(r). Warunki brzegowe
wyznaczajq masa catkowita M (R), promien R, temperatura powierzchniowa T(R) oraz jasnos$¢ gwiazdy L(R).

Poczatkowy sktad chemiczny wynika z nukleosyntezy kosmologicznej (Wielkiego Wybuchu).
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Formowanie gwiazdy
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Skala dynamiczna

Rozwazmy kule ,pytu” o promieniu R(t) i masie M
zapadajaca sie pod wplywem wlasnego przyciggania
grawitacyjnego.

Czas kolapsu jest réwny czasowi spadku swobodnego w polu
masy punktowej. Z zasady zachowania energii mechanicznej:

12— GMm  GMm , _ dR(1)
2 Ry R(t)’ - dt

Czas kolapsu T wynosi:

S JRO dR | R}«
~ 2GM 1 _ 1 \2GM?2
0 %_RLO

Wynik podaje sie zwykle poprzez gestosé srednig kuli p:

3 1
T=\% Gp

Dla Storica T ~ 0.5 godziny.
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Twierdzenie wirialne

Calkujemy obie strony réwnania réwnowagi hydrostatycznej
poOMNozone przez 47rr3:

@ Gmp 4 r’— dr = —f 47rr3Gmp dr
dr r2
Lewa strone ca}kujemy przez czesci:
2 R
4rr’P(r)| — 3J P 4nridr = 3J P dv
: 0 1%

natomiast prawa to grawitacyjna energia potencjalna:

R
f _Gip, B :J _ Gy
0 r 1% r

Otrzymujemy wynik znany jako twierdzenie wirialne:

1%
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Skala czasowa Kelvina-Helmholtza

Energia wewnetrzna gazu doskonatego to %kT na kazdy
stopien swobody. Dla gazu jednoatomowego, gestosé tej
energii ¢ to:

2
P = 35
Z twierdzenia wirialnego mamy:
1
AEterm = EAEgraw

czyli potowa wyzwolonej energii grawitacyjnej ,podgrzewa”
gwiazde. Druga polowa jest wyswiecana ze $rednig jasnoscia
L. Czas $wiecenia ,Stonica” kosztem energii grawitacyjnej
nazywamy skalqg czasowq Kelvina-Helmholtza:

AEgraw

TKH =
Lo
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Skala czasowa Kelvina-Helmholtza Il

@ energia grawitacyjna np: jednorodnej kuli o masie M i

promieniu R to:
g _.5 GM?
graw — 5 R

@ energia ta jest nieskonczona dla R — 0, Stonce mogtoby
sSwieci¢ dowolnie dlugo

@ nas interesuje czas $wiecenia przy kurczeniu sie od
r~1AU~ o dor =Ry

@ wynosi on okoto 7x.g ~ 10 milionéw lat

@ na mocy twierdzenia wirialnego nieunikniony jest staly
wzrost energii termicznej, a wiec temperatury, w trakcie
kurczenia sie ,gwiazdy”

@ pojecie ,gwiazda Kelvina-Helmholtza” stosuje sie
wszedzie tam, gdzie zrédlem wypromieniowanej energii
jest energia grawitacyjna (kurczenie sie obiektéw) np:

o powstawanie gwiazdy z obloku
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Model Eddingtona
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e standardowy model Eddingtona to model politropowy z
n=3

@ masa gwiazdy jest masg Chandrasekhara, zalezna
wylacznie od [ i stalych fizycznych

e zwigzek pomiedzy [ a masa gwiazdy jest algebraicznym
réwnaniem 4 stopnia:

48K 3
2 2 2
M* = WGGS//’mI* (1 — ﬁ)4 (—xowé(xo))

gdzie wsz(xg) = 0, czyli xg ~ 6.9 to miejsce zerowe
funkcji Lane-Emdena w3, a nachylenie w miejscu
zerowym to wi(xp) ~ —0.04

@ po wstawieniu wartosci p = 16/27 dla zjonizowaj materii
po Wielkim Wybuchu i g = 0.5

M ~ 150Mo.
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Masa gwiazdy Ill populacji w modelu Eddingtona

M/M
(O]
104

0 B=Prad/P
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Transport energii:
promieniwanie
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Transport energii

Zgodnie z prawami termodynamiki energia (cieplto)
przeplywa od obszardéw o temperaturze wyzszej do obszardéw
o temperaturze nizszej. Strumien energii F jest
proporcjonalny do réznicy temperatur T:

dT

FOC_E

e w typowych sytuacjach astrofizycznych temperatura
spada w miare oddalania sie od centrum.

@ powyzsze nie jest prawem, istnieja wyjatki, np:
zdegenerowane jadro chtodzone neutrinowo + spalanie
w warstwie sferycznej (ang. shell burning)

e wspdlczynnik proporcjonalnosci jest funkcja zaleznag od
sktadu ,chemicznego” materii X;, temperatury, gestosci,
ci$nienia i zjawisk odpowiedzialnych za przeplyw energii
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Transport energii

Najwazniejsze procesy odpowiedzialne za przeptyw energii

Q transport promienisty
Q@ konwekcja
© przewodnictwo cieplne
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Transport promieniowania

Pod pojeciem promieniowania rozumiemy czastki
,bezmasowe”, poruszajace sie z predkosciaq swiatla c:

Q fotony v (przede wszystkim)

@ neutrina ve, vy, Vr, Ve, Uy, Uy (W ekstremalnych sytuacjach:
supernowe typu implozyjnego, protogwiazdy
neutronowe, dyski akrecyjne wokét czarnych dziur)

Pelny opis promieniowania wymaga podania w kazdym
punkcie gwiazdy ¥ = {x,y, z} rozkladu prawdopodobienistwa
f katéw pod jakimi poruszajq sie fotony i rozkladu
prawdopodobienistwa energii fotonéw. Daje to w sumie szesé
zmiennych, a obliczenia uwzgledniajace je wszystkie
okredlamy jako symulacje 6D . Konieczne jest rozwigzanie
réwnania transportu Boltzmanna:

0 L 0 , .
ciaft +n- 6—; = reakcje z fotonami
W praktyce czesto mozliwe jest drastyczne uproszczenie

powyzszego opisu.
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Lokalna réwnowaga termodynamiczna (LTE)

Warunki panujgce wewnatrz Stonca:
@ srednia droga swobodna fotonu L, ~2 cm, wynikajaca
gldwnie z rozpraszania na swobodnych elektronach
pochodzacych ze zjonizowanego wodoru

@ sredni spadek temperatury na drodze od centrum
T. ~ 107 K do powierzchni T ~ 5800 K:

T. — To
Ro
Whioski sq nastepujace:

~107* K/ecm

© uklad jest niemal w réwnowadze termicznej

@ promieniowanie ciata doskonale czarnego (gaz
fotonowy) jest poprawnym opisem rozktadu
prawdopodobienistwa energii fotondw

© strumien energii emitowany na zewnatrz i do wewnatrz

w odlegtosci L, kasuje sie¢ z doktadnosciq okoto
oAT* ~ 10710
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Transport promieniowania w przyblizeniu LTE

W stanie LTE (Local Thermodynamic Equilibrium) transport
fotondw mozna rozpatrywac przynajmniej z dwoch punktéow
widzenia:

© jako proces dyfuzji gazu fotonowego pomiedzy rejonami
o rdznej gestosci fotondw

@ jako proces bladzenia przypadkowego fotonu
Pierwszy z opisdéw jest wygodniejszy z punktu widzenia
réwnan struktury i ewolucji gwiazdy, drugi jest bardziej
ilustratywny i pozwala powigza¢ makroskopowy
wspdtczynnik dyfuzji z mikroskopowymi procesami
oddzialywania fotonéw z materiag (przekrojami czynnymi).
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Celem kolejnych rachunkéw jest wyprowadzenie zwigzku
pomiedzy wspdtczynnikiem dyfuzji D energii gazu
fotonowego a $rednig droga swobodna w procesie bladzenia
przypadkowego fotonu.

Kolejno przedstawiane kroki rozumowania to:

o analityczne rozwiazanie réwnania dyfuzji o wspdtezynniku D w przypadku ,fotonéw” poczatkowo
skoncentrowanych w ¥ = 0 (rozplywajacy sie pik gaussowski)

e numeryczne zasymulowanie procesu bladzenia fotonéw ze $rednia drogq swobodna L~ zaczynajac od
7= ()

e wywnioskowanie analitycznej postaci rozkladu prawdopodobienistwa w zaleznoéci od ilosci skokéw dla
duzej liczby fotonéw (rozklad normalny/Gaussa)

o przeliczenie liczby krokéw k na czas ct = kL~

o poréwnanie wynikéw

Oczekiwany wynik to:
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Dyfuzja fotonéw: réwnanie dyfuzji

Réwnanie opisujgce zachowanie energii ma postaé:

gdzie F to strumien energii. Laczac powyzsze dostajemy

réwnanie dyfuzji:

%zDAa

ot
. ) . .. P P o
gdzie D to wspotezynnik dyfuzji, a Ae = 25 + o2 T oz
operator Laplace’a w 3D.
Funkcja Greena réwnania dyfuzji w N wymiarach:

_i
e iDt

VarDt"

opisuje ,rozptywanie” sie skoncentrowanej poczatkowo w
r = 0 energii.
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Dyfuzja fotonéw: btadzenie przypadkowe

Zamiast dyfuzji, mozemy rozwazy¢ proces blqgdzenia
przypadkowego fotondéw, wykonujacych skoki o sredniej
dtugosci swobodnej L, w przypadkowych kierunkach.

Aby powigzaé dyskretny proces z ciggtym, zauwazamy, ze
skok fotonu na odlegtosé¢ L, wymaga czasu At, gdzie:

cAt = L,

gdzie c to predko$é¢ $wiatta w prozni. Czyli po k-tym
przeskoku w bladzeniu przypadkowym uplywa czas t = k%”.
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Dyfuzja fotonéw: btadzenie przypadkowe

W teorii bladzenia przypadkowego dowodzi sie, ze
prawdopodobienstwo przyjmuje w granicy postaé rozktadu
Gaussa. Przez pordwnanie, wspétezynnik dyfuzji D w 3
wymiarach to:

D 1L, o 1
=6at~67Af Tear ~61M
gdzie L,/At = c oraz:
r? = (r)? + o2, q>0.

Parametry rozktadu prawdopodobienstwa dtugosci skoku to:

e drednia (r) = L,

@ wariancja o
Jezeli wariancja jest proporcjonalna do sredniej dtugosci
swobodnej L., to jej wplyw mozna zaabsorbowa¢ do
wspoétezynnika liczbowego q.
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Wspétczynnik dyfuzji w btadzeniu przypadkowym

Przyklady o réznych rozktadach dtugosci skoku ($rednia
zawsze wynosi L. ):
o skoki o jednakowej dtugosci:
o P(r) = 5(r — L),
o (ry=1L,,
e 0=0,
e qg=1
e skoki o dlugosci od zera do 2L, i rownomiernym
rozktadzie:
o P(r)=0(2L, —r)/(2L,),
o (ry=1L,
eo=L,/ V3,
o q=14/3
e rozklad wyktadniczy (,Poissona”)
o P(r)=e"/L,

o (ry=1L,,
eo=L,
e q=2
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Wspotczynnik dyfuzji w btadzeniu przypadkowym (2)

Tylko dla rozkladu wyktadniczego (eksponencjalnego)
$rednia i wariancja sq sobie réwne i wynoszq (r) = ¢ = L, co
daje g = 2 i podwojony wspdlczynnik dyfuzji:

D=_L,c

Inne, poprawne wyprowadzenie powyzszego wzoru polega
na przyblizaniu réwnania transportu promieniowania.
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Dyfuzja fotonéw: btadzenie przypadkowe vs dyfuzja
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Przekréj czynny a srednia droga swobodna

Pordéwnanie réwnania dyfuzji z btadzeniem przypadkowym
pozwala nam jednoznacznie powigza¢ makroskopowy proces
dyfuzji energii promienistej, opisany wspdtczynnikiem
dyfuzji D, z mikroskopowym procesem oddziatywania
fotonéw z materig, opisanym $redniq drogq swobodng L,,.

Strumien energii

d(aT*) 4 LdT 1
dr = —gachT E, D = gL»yC

Standardowo prawdopodobienstwo oddziatywania ,fotonu” z
tarcza opisujemy za pomoca przekroju czynnego:

L - —
7 on

gdzie: n - gestodé ,atomdéw” tarczy, o - caltkowity przekrdj
czynny na oddziatywanie (zderzenie, absorpcja).

th.if.uj.edu.pl/“odrzywolek /aa andrzej.odrzywolek@uj.edu.pl  A&A Wyktad 9 - Transport i progukcja energii w gwiazdach


http://th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/

Przekréj czynny: przykfad

Obliczanie przekrojéow czynnych to standardowe zadanie
fizyki czastek elementarnych, jadrowej i atomowej.

W gwiazdach istotne sq nastepujace procesy z udziatem
fotonow:

@ rozpraszanie na swobodnych elektronach, (przekraj
czynny Thomsona):

et

= ~6.65x10Pm?
7 6mreomazct 8 m

@ procesy atomowe: przejscia pomiedzy poziomami
energetycznymi lub/i stanami swobodnymi

o =o(Ey)
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Srednia nieprzezroczysto$¢ Rosselanda

Srednig dlugo$é¢ swobodng mozna wyrazié¢ takze za pomoca
nieprzezroczystosci « i gestosci p:
1
L,=—.
Kp

W praktyce uzywa sie $sredniej harmonicznej wazonej
pochodna temperaturowa rozktadu Plancka:

- X

1_fooaB(x) dx _hv
o 0T Xki(x)’ kT

KR

gdzie:
0B(x) 15 4
oT 7* sinh® (x/2)
Suma rozcigga sie na wszystkie mozliwe procesy, atomy i ich
stany zjonizowane.
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Transport energii:
konwekcja
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Jezeli tempo produkcji energii jest duze, a procesy
przewodnictwa ciepta nie nadazaja z jej odprowadzaniem,
tworza sie warunki prowadzace do niestabilnosci
hydrodynamicznych. Najwazniejszy przyklad to konwekcja.

o

Konwekcja w 2D (YouTube)
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Wyprowadzenie warunku konwekgji

@ rozwazamy babel gazu, ktéry adiabatycznie (bez wymiany ciepta z
otoczeniem) przemieszcza sie o Ar w gore:

e = (),
ad P /ad

@ na tym samym odcinku Ar gesto$¢ gazu doskonalego w gwiezdzie zmieni sie

jak:
o = (3,223
1af) P/ P/ x T /4
@ zakladamy, ze cisnienie w bablu wyrdéwnato sie z ciSnieniem w gwiezdzie:
AP (AP
(%).- (%),

@ jezeli gestosé wewnatrz babla spada szybciej niz gestosé w gwiezdzie, to
zaczyna on sie unosi¢ jak balon na gorace powietrze:

(Ap) (Ap) 1 AP AP (AT) dlnT 1
== = | — _ —— = — — [ — — =1—- =
P Jad P /s v P p T ), dlnP o
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OPAL

W praktyce réwnanie stanu materii wraz ze $redniq nieprzezroczystoscia,
uwzgledniajacy najlepsza wiedze empiryczng i teoretyczng przechowuje sie w
postaci tabeli numerycznej.

Przyktadem takich danych sa tablice i procedury OPAL http://opalopacity.linl.gov/, i

jego kontynuacje, np: http://cdsweb.u-strasbg.fr/topbase/home.html
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OPAL

W praktyce réwnanie stanu materii wraz ze $redniq nieprzezroczystoscia,
uwzgledniajacy najlepsza wiedze empiryczng i teoretyczng przechowuje sie w
postaci tabeli numerycznej.

Przyktadem takich danych sa tablice i procedury OPAL http://opalopacity.linl.gov/, i
jego kontynuacje, np: http://cdsweb.u-strasbg.fr/topbase/home.html
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Prawie kompletny ukfad réwnan struktury gwiazdy

dP _  Gmp
dr = T 2
%—4711"2,04

d(aT dinT 1
F=-D (Sna) lub dlnp:1_§
P=P(pT,...)

Powyzej mamy 5 funkcji niewiadomych:
e m(r) —- masa zawarta w kuli o promieniu r

e P(r),p(r) — cidnienie i gestosé¢ w réwnowadze
hydrostatycznej

e T(r) - rozklad temperatury wewnatrz gwiazdy

L o . N
e F(r) = 4752 — strumien energii przeplywajacej przez
gwiazde
Ciaggle brakuje rownania okreslajacego zrddto i tempo produkcji energii. Na razie

cala energia L(r) = Lg produkowana przez gwiazde pojawia si¢ bez uzasadnienia
wr=0.
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Model punktowy (Cowlinga)

e formalnie réwnanie na profil temperatury mozna
rozwigza¢ osobno (jezeli zatozymy, ze D = const)
zaczynajac od powierzchni nie wnikajac skad wzieta sie
energia:

Lo _ _pd(aT?

y— e T(Rp) = To

e w takim modelu T — oo dla r — 0O a cala energia
pochodzi z punktu r = 0,

o w praktyce zaktada sie, ze energia wychodzi z matego,
skonczonego obszaru: konwektywnego jadra
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Srednia droga swobodna fotonu w modelu Eddingtona

W modelu Eddingtona gestos¢ energii gazu fotonowego to:
aT* = 3D,.q = 306P

Po wstawieniu do réwnan:

dp _  Gmp

dr ~— r2 .
Lo _ 1 d(aT*)
4rr? T SL’YC dr

dostajemy specjalna postaé¢ drogi swobodnej:

L - —to
T 4nGef mp
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QO L, w zaleznosci od odlegtosci do centrum gwiazdy r
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@ L, w zaleznosci od masy m zawartej wewnatrz sfery o
promieniu r
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@ L, w zaleznosci od numeru komoérki, na ktére
podzielono gwiazde w celach obliczeniowych
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Zrédto energii gwiazdy

Dotad konsekwentnie omijaliSmy pytanie: gdzie gwiazda
produkuje energie niezbednq do swiecenia?
Strumien energii L wyplywajacy przez sfere o promieniu r
musi by¢ réwny catce z objetosciowego tempa produkcji
energii e:

r dL(r

L(r) = 47rf er? dr — dL(r) = 4rrle

0 dr
Roéwnanie to przyjmuje jeszcze prostszg postaé, gdy zamiast
r uzyjemy masy m zawartej w kuli o promieniu r jako
zmiennej radialnej:

dL(r)

am P

gdzie ¢ jest tempem produkcji energii na jednostke masy.
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Kompletny uktad réwnan

Cztery rownania struktury gwiazdy:

% = Gf;p rownowaga hydrostatyczna

dm _ 4nr?p  réwnanie cigglodci/prawo zachowania masy
ar _ _ L _ 1) Tdp i
@ = " Torapes  lub (1 7) Bdr transport energii

dL pp———" - -
dm =€ tempo i miejsce produkcji energii

Uktad uzupeklniajg funkcje okreslajace wtasnosci materii w

zaleznodci od jej gestosci p, temperatury T oraz sktadu
chemicznego/izotopowego X;:

e réwnanie stanu P(p, T, X;)
e nieprzezroczysto$é k(p, T, X;) (wspdlezynnik dyfuzji D)
e tempo produkcji energii €(p, T, X;)

Niewiadomymi sa 4 funkcje: p(r) lub P(r), m(r), T(r) oraz
L(r).
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e warunki poczatkowe:

m(0) = 0,m(Rp) = Mg
P(0) = Pc, p(0) = pc, p(Re) = p(Re) =0
T(Rp) = To

o czesé¢ warunkow zadana jest w centrum, czesé na
powierzchni: w praktyce bardzo trudno ,trafi¢” w
szukane rozwigzanie (np: metodq strzatow)

@ konieczne rozwigzanie catego ukladu na raz, np:
konwertujac do uktadu algebraicznego metoda rdéznic
skonczonych (metoda Henyey-a)

@ rozwigzanie wymaga ,doklejenia” atmosfery gwiazdy

@ nie jest to zadanie typu ,wpisz w Mathematice i uzyj

NDSolve”
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Synteza termojadrowa

Wspétezesny model gwiazdy domyka obliczenie tempa
produkcji energii w reakcjach syntezy termojadrowej i
powiazanej z nimi produkcji neutrin.

e co do zasady wzér E = mc? dobrze wyjasnia zrédto
energii
o cztery atomy wodoru przeksztalcaja sie w atom helu

e masa atomu helu/czastki « jest mniejsza niz masa 4
atoméw wodoru/protondéw

e rdznica masy (4my — mHe)02 przeksztalcana jest na
fotony v i neutrina elektronowe v,

@ neutrina z predkoscia $wiatta uciekaja od razu, dlatego
odejmuje sie je od tempa produkcji energii (dla Stonca
jest to 2%, ale dla presupernowej praktycznie 100%)
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Chcesz wiedzie¢ wiecej?

L uond : ~

WOULD 90U LIKE TO KNOW MORE ?

Seminarium Astrofizyczne, kazda $roda 12:30, A-1-08

th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek /aa andrzej.odrzywolekQuj.edu.pl A&A Wyktad 9 - Transport i progukcja energii w gwiazdach


http://th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/

