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Twierdzenie wirialne

Catkujemy obie strony réwnania réwnowagi hydrostatycznej pomnozone

przez 4mrs:
R
£ Gmp 47rr —P dr = —f 4rr’ Gmp dr
dr dr o 7

Lewa strone catkujemy przez czesci:

R
4rr*P(r) —3f Pmﬁw=—;fpdv
0 Vv

natomiast prawa to grawitacyjna energia potencjalna:

R
_Cme g~ [ _CMP gy

0 r r
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Skala czasowa Kelvina-Helmholtza

Energia wewnetrzna gazu doskonatego to %kT na kazdy stopien
swobody. Dla gazu jednoatomowego, gestos¢ tej energii € to:

P=§€

Z twierdzenia wirialnego mamy:

1
A Eterm = 5 A Egraw

czyli potowa wyzwolonej energii grawitacyjnej ,podgrzewa” gwiazde.
Druga potowa jest wySW|ecana ze srednlq jasnoscig L. Czas $wiecenia
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Skala czasowa Kelvina-Helmholtza Il

@ energia grawitacyjna np: jednorodnej kuli o masie M i promieniu R

to: M2
3
Egraw = _g R

@ energia ta jest nieskonczona dla R — 0, Storice mogtoby $wiecié
dowolnie dtugo

@ nas interesuje czas Swiecenia przy kurczeniu sie od r ~ 1 AU ~ oo do
r = R@
@ wynosi on okofo 7k.y ~ 10 milionéw lat

@ na mocy twierdzenia wirialnego nieunikniony jest staty wzrost energii
termicznej, a wiec temperatury, w trakcie kurczenia sie ,gwiazdy"

° poygcne ,,gwnazda Kerma HeImhoItza stosu1e sie wszgd2|e tam,
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Skala dynamiczna

Rozwazmy kule ,,pytu” o promieniu R(t) i masie M zapadajaca sie pod
wptywem witasnego przyciagania grawitacyjnego.
Czas kolapsu jest réwny czasowi spadku swobodnego w polu masy
punktowej. Z zasady zachowania energii mechanicznej:

1, GMm  GMm _dR(t)

2™ T TR TRE YT

Czas kolapsu T wynosi:

Ro R3
~2GM f /; — 1 V2
R Ro

Wynik podaje sie zwykle poprzez gestos¢ srednig kuli p:
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Prawie kompletny ukfad réwnan struktury gwiazdy

dP _ _ Gmp

&= TR

‘;—’;’=47Tr2p4

_ d(aT”) dinT _ 1
F-—DZ—{ lub d|nP_1_§
P=P(pT,...)

Powyzej mamy 5 funkgji niewiadomych:

@ m(r) — masa zawarta w kuli o promieniu r

o P(r), p(r) — cisnienie i gestos¢ w réwnowadze hydrostatycznej

o T(r) — rozktad temperatury wewnatrz gwiazdy
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Model punktowy (Cowlinga)

o formalnie réwnanie na profil temperatury mozna rozwigza¢ osobno
(jezeli zatozymy, ze D = const) zaczynajac od powierzchni nie
wnikajac skad wzieta si¢ energia:

Lo d(aT#)

- D T(Ry) = T
4712 dr ’ (Ro) ©

o w takim modelu T — oo dla r — 0 a cafa energia pochodzi z
punktu r = 0,

o w praktyce zaktada sig, ze energia wychodzi z matego, skonczonego

th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/ andrzej.odrzywolek@uj.edu.pl A&A Wyktad 9


http://th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/

Srednia droga swobodna fotonu w modelu Eddingtona

W modelu Eddingtona gesto$¢ energii gazu fotonowego to:
aT* = 3P4 = 36P

Po wstawieniu do réwnan:

dP _ _ Gmp

dr — r2 .
Lo _ 1 d(aT?)
4mrz T 3L'7C dr

dostajemy specjalng postaé drogi swobodnej:
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Zrédto energii Stoica

Dotad konsekwentnie omijaliSmy pytanie: gdzie gwiazda produkuje
energie niezbedna do swiecenia?
Strumien energii L wyptywajacy przez sfere o promieniu r musi by¢ réwny
catce z objetosciowego tempa produkcji energii :

! dL(r)

L(r) = 47rj er? dr —
0 r

= 4rr’e
Réwnanie to przyjmuje jeszcze prostsza postaé, gdy zamiast r uzyjemy

masy m zawartej w kuli o promieniu r jako zmiennej radialnej:
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Kompletny uktad réwnan

Cztery réwnania struktury gwiazdy:

P& — —i:"rp réwnowaga hydrostatyczna

%’ = 4rr?p réwnanie ciagtosci/prawo zachowania masy
% = —WM lub (1 — %) %% transport energii
4 — ¢ tempo i miejsce produkcji energii

Uktad uzupetniaja funkcje okreslajace wtasnosci materii w zaleznosci od
jej gestosci p, temperatury T oraz sktadu chemicznego/izotopowego X;:

o réwnanie stanu P(p, T, X;)

o nieprzezroczystos¢ k(p, T, X;) (wspétczynnik dyfuzji D)
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@ warunki poczatkowe:

m(O) = 0, m(RQ) = M@
Pc,p(0) = pc, p(Ro) =p(Re) =0

T
—~

(=)
~

l

T(Ro)

I
&'

@ czes¢ warunkéw zadana jest w centrum, cze$¢ na powierzchni: w
praktyce bardzo trudno ,trafi¢’ w szukane rozwigzanie (np: metoda

strzatéw)
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Sktad Stonca

Jednym ze swobodnych parametréw modelu Stonca jest jego sktad
chemiczny/izotopowy X;.

@ EOS & k mozemy formalnie obliczy¢/zmierzy¢ o ile skfad X; jest
znany
@ kluczowa jest znajomos¢ X; wewnatrz Stonca
Schemat rozumowania jest nastepujacy:

Q sktad ,,mgtawicy pierwotnej” wnioskujemy na podstawie modelu i
widma atmosfery stonecznej (zwykle brak informacji o izotopach)
lub na postawie laboratoryjnej analizy sktadu meteorytéw
(chondrytéw) lub innej materii pochodzenia ,kosmicznego”

Q Stonce w momencie powstania zostato dokfadnie wymieszane przez
procesy konwektywne
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Abundancje w Uktadzie Stonecznym

Pozycja | Nazwa | Symbol | Zawartoéé

1. wodor IH 70.6 %
2. hel “He 275 %
= .metale” - 1.9 %
3. tlen 160 0.96 %
4. wegiel 12¢C 0.30 %
5. neon 2ONe 0.15 %
6. zelazo 56F¢ 0.11 %
7.
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Synteza termojadrowa

Wspbtczesny model Stonca domyka obliczenie tempa produkcji energii w
reakcjach syntezy termojadrowej i powigzanej z nimi produkgji neutrin.
@ co do zasady wzér E = mc? dobrze wyjasnia zrédto energii
@ cztery atomy wodoru przeksztafcaja sie w atom helu
@ masa atomu helu/czastki « jest mniejsza niz masa 4 atoméw
wodoru/protonéw

o réznica masy (4my — mpe)c? przeksztatcana jest na fotony 7 i
neutrina elektronowe v,

o neutrina z predkoscia $wiatta uciekaja od razu, dlatego odejmuje sie
je od tempa produkgji energii (dla Storica jest to 2%, ale dla

009
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Powtérka z chemii jadrowe]

Liczba protonéw Nazwa Symbol Name Izotopy
Z=1 Wodér H Hydrogen  2H, 3H
7=2 Hel He Helium  3He, *He,
/=3 Lit Li Lithium
=4 Beryl Be Beryllium
/=5 Bor B Boron
/=6 Wegiel C Carbon
=7 Azot N Nitrogen
7=8 Tlen ) Oxygen

o Z — liczba protonéw = tadunek elektryczny jadra

\ ne ondw
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number of protons

Beb Be7 Be8 Be9
100%
5e-21 sec 533d 8e-19 sec
p 6.01973 7.01693 N 8.00530 * 9.01218
Li4 [¥ Li5 Lie Li7 Li8
7.59% 92.41%
8e-23sec | 3e-22sec 0.840 sec
y 40272 |, 5.0125 6.01512 * 7.01600 8.0225
¥ Hed [Y Hed He5 He6 He7
0.000137% |99.999863%
“=7e-22 sec | 0.807 sec =3e-21 sec
3.01603 R 4.00260 5.0121 6.01889 7.02803
H1(p) | H2(D) T* H3(T) H4 H5 H6
99.9885% | 0.0115%
12.32yr «=8e-23 sec <= v.short <=3e-22 sec
1.007825 2.01410 3.01605 4.0278 5.035 6.0449
K n
10.25 min
1.008665
0 1 2 3 4 5

number of neutrons
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Energia wigzania jader
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Energia wigzania jader
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Energia wigzania jader

E [MeV]
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Cykl pp

Kluczowe dla zrozumienia procesu syntezy jadrowej z wodoru w
gwiazdach s3 nastepujace fakty:

@ jadro wodoru to proton

nie istnieja stabilne jadra atomowe, ktére nie posiadaja neutronéw
oddziatywania silne nie zamieniajg protonéw w neutrony

proces zamiany protonu w neutron zachodzi przez oddziatywania
stabe i jest zwigzany z emisja neutrina v,

zachowanie tadunku elektrycznego @ jest oczywiste

zachowana musi by¢ liczba barionowa B i leptonowa L,
zachowana jest energia, ped i moment pedu (wliczajac spin)
Jreguta kciuka”: reakcja zachodzi najszybciej przez oddziatywania
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Cykl pp

Rozwazmy podstawowa (pierwsza) reakcje cyklu pp, w ktérej
produkowany jest deuter ( 2H, czasem oznaczany jako d lub D):

Es
Es

p + pt - 2D 4 e + e
B-—1 B-1 B=2 B-0 B—o0
@=1 Q=1 Q=1 Q=1 Q=0
L=0 L=0 L=0 L=-1 L=1

Kolejna reakcja zachodzi przez oddziatywania elektromagnetyczne:
D+pt > He+vy

Hel 3He wchodzi w rézne reakcje, co powoduje rozgatezienie sie cyklu,
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Sie¢ reakgji jadrowych

Formalnie moga wystepowa¢ wszystkie mozliwe reakcje dozwolone przez
prawa zachowania. W praktyce tempo wiekszosci z nich jest pomijalnie
mate, co uzasadnia uzycie tempa reakcji rbwnego zero, czyli catkowite
pominiecie danej reakcji w dalszych rozwazaniach.

Przyktad: przyjmujemy, ze w Stonicu nie zachodzg mozliwe w innych
warunkach reakcje:

o 2H+2?H —3He + n + 3.27 MeV
0 °H + °H —3H + p + 4.03 MeV
0 2H + 2H —*He + v (= 23.85 MeV)
Sie¢ reakcji tego typu okreslamy jako hardwired network.
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+~Wyprowadzenie” cyklu pp

Wypiszmy mozliwe do pomyslenia reakcje jadrowe w czystym wodorze,
zgodne z zasadami zachowania:

Q@ pt+pt >2H+em +v,

Qpt+e —n+u,

Q pt+e +pt >2H+ 1,

Qpt+v.—on+et
Reakcja 1 wymaga pokonania bariery potencjatu elektrostatycznego, co
jest mozliwe poprzez tunelowanie kwantowe.
Reakcja 2 jest endotermiczna, czyli wymaga dostarczenia energii okofo
0.8 MeV w postaci temperatury lub/i potencjatu chemicznego.

Reakcja 3 jest bardzo mato prawdopodobna, gdyz wymaga spotkania 3
czastek.

.z s 7 . &
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+~Wyprowadzenie” cyklu pp

Wypiszmy mozliwe do pomyslenia reakcje jadrowe z udziatem deuteru i
wodoru:

Q pt +d—>3He+v
Qp"+d—-H+em +re
Q d+d—3He+n

Q d+d—>3H+p

Q@ d+d—*He+vy

Q reakcja zachodzi szybko, przez oddziatywania elektromagnetyczne
Q reakcja zachodzi wolno, przez oddziatywania stabe

Q reakcja mato prawdopodobna, z powodu matego stezenia deuteru
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+~Wyprowadzenie” cyklu pp

Wypiszmy niektére mozliwe do pomyslenia reakcje jadrowe z udziatem
deuteru, wodoru i 3He:

Q 3He +3He —* He + 2p*

Q 3He+3He 5 He +p™ + et + v,

Q 3He +3He —* Li+d(= p+ n)

Q 3He +3He —®Be +

@ 3He +3He —° Li+ pt

Q reakcja zachodzi bardzo szybko, przez oddziatywania silne

Q reakcja zachodzi bardzo wolno, przez oddziatywania stabe
Q reakcja endotermiczna

Q proces elektromagnetyczny, produkt czyI| 5Be natychmlast
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Cykl ppl

Wynik powyzszych rozwazan daje cykl ppl:

pt+tp — d+et+uv,
p+d —  Heitny
3He +3He —  “He+2p

lub raczej:

p+tp — d+et+uv,
et +e- — 2y

pt+tp — d+et +v,
et +e- — 2y

p+d —  He+y
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Rola fotonéw, neutrin, neutronéw i pozytondéw

W procesie syntezy termojadrowej, oprocz jader, biora udziat inne
czastki:
o fotony ~v ulegaja termalizacji i uwzgledniamy je posrednio poprzez
wtasno$ci termodynamiczne materii
@ neutrina natychmiastowo opuszczaja wnetrze gwiazdy i mozna po
prostu odja¢ ich energie od sumarycznego ciepta reakcji; dla Storca
ich strumienie i rozktad energetyczny s3 starannie liczone, gdyz stale
je obserwujemy na Ziemi — zwykle nie sa uwzgledniane w sieci
reakcji, za wyjatkiem supernowych typu ,II"
o swobodne neutrony w Stoncu praktycznie nie s3 produkowane i nie
wchodza w sktad sieci reakgcji; w innych gwiazdach bywaja stale
obecne i musza by¢ uwzgledniane
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Bilans energetyczny cyklu ppl

Na mase atomu sktada sig:
@ masa jadra atomowego — dominujaca czes¢
© masa elektronéw — mata, ale istotna czesé
© energia wigzania powtok elektronowych — pomijalnie mata
Mase jader/atoméw mozna poda¢ na kilka réwnowaznych sposobéw:
@ w atomowych jednostkach masy, amu lub u, réwnych 11—2m12c
@ poprzez energie wigzania Q:

maz = Nm, + Zmy — Q/c?
Energia wigzania czesto podawana jest na nukleon, i we wzorze

powyzej musimy j3 przemnozy¢ przez A= N + Z
i 1 Am = /\ 2 vzoledem 12c.
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Bilans energetyczny cyklu ppl c.d.

Bilans masy cyklu pp/ mozna zapisaé¢ w skrécie jako:
4m, +2me — my, = Q
gdzie m, — masa protonu, m. - masa elektronu, m, — masa czastki alfa,
natomiast @ to energia w postaci promieniowania: fotonéw i neutrin.
Pamietajac, ze masy atoméw to:
my = mp + Mme, Mapge = My, + 2m,

otrzymujemy po prostu:

4my — mepe = Q ~ 26.73 MeV
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Ukfad rownan rézniczkowych: wprowadzenie

Rozwazmy reakgje:
p+p—H+e" +v.

llosci pozytonéw i neutrin nie sledzimy. Zostaja ilosci protonéw n,, i
deuteronéw ngy. Ich zmiana w czasie wynosi:

g = +App2 + ...
np = —2)\ppnf, + ...

gdzie A\pp(T, p) to tempo zachodzenia reakgji pp, a kropkami zaznaczono
inne reakcje

@ tempo ubywania protonéw musi byé réwne podwojonemu tempu produkcji deuteronéw

Q liczba barionowa jest zachowana, czyli n, + 2ny = const: odpowiednie wyrazy po prawej
stronie kasuja sie

@ podobne wyrazy musimy napisa¢ dla kazdej z reakcji tworzacej lub niszczacej p, d itd.
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Uktad réwnan rézniczkowych cyklu ppl

p+p
p+d
3He +3He

Obliczamy tempo zmian ilosci protonéw np,, deuteronéw ng, jader helu-3

n3 oraz czastek alfa n,:

S 2 2
Np = —2Xpphy — ApdNpNg + 2A33n3

— d+et +,

—

—

He + v
a+2p

2
Ng = +Appfy — ApdNpNd
n3 = —i—)\pdnpnd = 2)\33”%

2
Ny = )\33 n3
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