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Réwnowaga hydrostatyczna w przypadku ogdlnym

Vp = pg = —pV g (1a)

/
Ady = 4rGp lub By — —GLTP(_”L' O (1b)
)

p—plp,.. (1)
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Sferyczna symetria

Praktyka pokazuje, ze w astrofizyce z obliczeniami, ktore nie
zakYadaja symetrii sferycznej spotykamy sie niezwykle
rzadko!
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Sferyczna symetria

Praktyka pokazuje, ze w astrofizyce z obliczeniami, ktére nie
zakladajq symetrii sferycznej spotykamy sie niezwykle
rzadko!

Assume a spherical cow of uniform density.
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Sferyczna symetria

Praktyka pokazuje, ze w astrofizyce z obliczeniami, ktére nie
zakladaja symetrii sferycznej spotykamy sie niezwykle
rzadko!

...while ighoring the effects of gravity.
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Sferyczna symetria

Praktyka pokazuje, ze w astrofizyce z obliczeniami, ktore nie
zakYadaja symetrii sferycznej spotykamy sie niezwykle
rzadko!

...in a vacuum.

CAN'T,
BREATHE .

bastard theoretical physicists

How do you sleep at night?
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Lista obiektéw sferycznie symetrycznych w astrofizyce

Obiekty, dla ktorych zatozenie o sferycznej symetrii zwykle
jest uzasadnione lub przynajmniej przydatne:

@ planety, planety kartowate, duze ksiezyce

@ wiekszos¢ gwiazd

© gwiazdy neutronowe, biate karly, czarne dziury
@ gromady kuliste gwiazd

@ gromady galaktyk, pustki (?)

Obiekty, dla ktorych zatozenie o sferycznej symetrii jest
nieuzasadnione:

O galaktyki spiralne
Q dyski akrecyjne
© obiekty bardzo szybko rotujace
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Réwnowaga hydrostatyczna: przypadek sferycznie

symetryczny

Roéwnanie réwnowagi hydrostatycznej jest formalnie
identyczne jak w stalym polu:

dp
ar ="
ale teraz g jest funkcja r:
Gm(r)
g(r) = 2

Mase zawartg w kuli o promieniu r mozna tatwo obliczy¢:

r
m(r) = 47rf pr® dr

0
Zrézniczkowanie powyzszej calki daje tzw. rownanie
ciqgtosci:
dm
—— = 4qr?
dr 2
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Réwnowaga hydrostatyczna: uktad réwnan

dp Gmp
- (3a)
am _ 2, (3b)
d

p = p(p) (3¢)

m(0) =0, p(0) = pc

Warunek brzegowy (obciecie matematycznego rozwigzania
ukladu réwnan):

gdzie R - promien ciata, M - masa ciata niebieskiego.
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Réwnowaga hydrostatyczna: wersja Lagrange'owska

W astrofizyce bardzo czesto uzywa sie jako zmiennej
radialnej masy zawartej wewnatrz sfery o promieniu r.

dp Gm

am = anrt (4a)

dr 1

dm ~ w2, (4B)
p = p(p) (4c)

W uktadzie powyzej niewiadomymi sa funkcje

r(m), p(m), p(m), natomiast masa m gra role zmiennej
niezaleznej.

Opis w zmiennej niezaleznej r nazywamy czesto
Eulerowskim, natomiast opis w zmiennej m Lagranzowskim.
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Politropowe réwnanie stanu

p=Kp’ =Kp'*n
~v — wyktadnik politropy, n — indeks politropy

@ n — o, v = 1 - izotermiczne réwnanie stanu

en=>5n+vy= g — wartos¢ graniczna pomiedzy skonczonymi
a nieskonczonymi rozwigzaniami (sfera Plummera)

en=3y= % — model ,Stonca”, relatywistyczny gaz
zdegenerowany

en=3/2vy= % — nierelatywistyczny gaz zdegenerowany
e n =1, v=2 - gwiazda konwektywna

e n — 0, v — oo — przypadek stalej gestosci
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Politropowe réwnanie stanu: wzory

v — wyktadnik politropy | n — indeks politropy

ci$nienie p = Kp” p=Kplta
Lentalpia”
et o 1
h="" h = 2% o7~ h=K(n+1)p/m
»predkosé
dzwieku”
c2 = op/dp 2 = Kyp ! ¢t = K(1+ H)p'/n
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Réwnanie rownowagi dla entalpii

Wezesdniej pokazaliSmy, ze uzycie ,entalpii” wtasciwej
Vh = Vp/p upraszcza réwnania.

Ady = 41Gp (5b)
Pierwsze réwnanie mozna scatkowad:
h + &, = const (6a)

Ady = 4nGp (6b)

Dziatajac obustronnie operatorem Laplace’a A na pierwsze z
réwnan i korzystajac z drugiego mamy:

Ah+41Gp=0
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Réwnanie Lane-Emdena

Po wyprowadzeniu wzoru na entalpie gazu politropowego, otrzymujemy:

Ky ~y—1 _ Ky 1/n

Ah + 471G p =0, h(p) = p
v—1 v—1

do ostatecznie daje jedno réwnanie rézniczkowe:
—1\"
Ah + 4G <L> R" =0
Ky
Operator Laplace’a we wspétrzednych sferycznych na postaé:

2
Ah = 1 d <r2dh>7dh 2dh

r2 dr dr)  dr? ' rdr

Standardowaq postaé otrzymamy dokonujac réwnoczesnej zamiany zmiennej
radialnej r i funkcji niewiadomej h:

h(x) = hew(x), r=Ax

Po przeprowadzeniu rachunkéw otrzymujemy stynne réwnanie Lane-Emdena:
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Funkcje Lane-Emdena

Réwnanie: 9
W+ =w +w'=0
x

w warunkami poczatkowymi w(0) = 1, w/(0) = 0 definiuje
rodzine funkcji specjalnych wy(x).

Pewne wyobrazenie o przebiegu funkcji w, daja trzy znane
rozwigzania symboliczne:

edlan=0
w 1—3C—2
0= 6
edlan=1 .
Sin X
2
x
edlan=5
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Funkcje Lane-Emdena: wykresy

n=0,1/2,1,...6

%J(X)
0.8¢
0.6f
0.4+
0.2t
\
- X
0 2 4 6 8 10 12
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Skalowanie do rozmiaréw fizycznych

Rozwigzanie opisujg wzory:
h(r) = hc wn(r/A), p(r) = pc wn(r/N)"

gdzie skalowanie opisuje kombinacja o wymiarze dtugosci:

\ = c n _ hc
- N4nGpe  \| 47Gpe

Wielkosé 1/4/Gp ma wymiar czasu, natomiast cs to predkosé
,dzZwieku”, obie liczone dla wartosci w centrum ,gwiazdy”.
Strukturalnie wzér na A wyglada identycznie jak wzér na
dtugosé Jeansa.
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Masa i promien

Promien gwiazdy R opisuje przeskalowane pierwsze miejsce
zerowe funkcji Lane-Emdena, natomiast masa gwiazdy M
zalezy od pochodnej funkcji w miejscu zerowym.

Oznaczmy:

xo — miejsce zerowe funkeji Lane-Emdena,

wy,(x0) — nachylenie funkcji w miejscu zerowym.

RZ)\IQ

M = 4mpcA® (* (%Wﬁ(l‘o))
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Przyktady struktury dla zadanego R i M

Jezeli znamy mase M i promien R obiektu, oraz potrafimy
obliczy¢ indeks n réwnania stanu materii z ktdrej jest
zbudowany, to znamy strukture wewnetrzna:

CERER L
P - %T(RS n R 0 le

_Xo _ pc
Sx1 p

Wielkosé:

gdzie: pc — gestosé centralna (w $rodku), p = M/ (%wR3) -
gestodé srednia, nazywamy kontrastem gestosci.
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Przyktady struktury dla zadanego R i M

100&;
AN — n=0
= 0.1 S,
\Q/ — n=2
10~ n=3
— n=4
1077 -

r'R
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Przyktady struktury dla zadanego R i M

2001

150+ R

- — n=1
\Q/. 100' — n=2
n=3

50t — n=4

— n=5

%0 02 04 06 08 10

r'R
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Przyktady struktury dla zadanego R i M

20,

15 I
= — n=1
10 o

n=3

5, ] — n=4

[ — n=5

0,

0.0 . . . 0.8 1.0
r'R
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Przyktady struktury dla zadanego R i M

2.0r
15 o
— I — n=1
1.0 o
: n=3
05’ — n=4
i — n=5
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Politropy: zaleznos¢ masa-promien

Rozwigzmy uklad réwnan:

M = 471‘)\3[)0 (— 8W§1(X()))

R = )\1‘0
2 _  he (7)
A” = 47rGCpc

he = K(n+1)pd"

Ostatnie réwnanie eliminuje h¢, z drugiego bierzemy .
Zostaja dwa réwnania taczace M, R i pc. Po wyeliminowaniu
gestosci centralnej pc pozostaje skomplikowany wzér
laczacy promien R i mase M ciata:

n—1

=3 n/(n—3) o
R_(_1_ X LQ M
4w (x0) K(n +1)xg
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Politropy: zaleznos¢ masa-promien

Pomijajac czynniki zalezne tylko od réwnania stanu, t.j. K i

n, mamy:
Ro M =

e dla n < 1 promien ciala R rosénie przy dokladaniu masy
M

e dla n = 1 promien ciala R jest staly, niezaleznie od masy
M

e dla 1 < n < 3 promien ciata maleje przy doktadaniu
masy M

e dla n = 3 masa ciata M = const, i zalezy wytacznie od
réwnania stanu (statych fizycznych); w przypadku
relatywistycznego zdegenerowanego gazu
elektronowego nazywamy ja masq Chandrasekhara
Mech ~ mglanck/m%roton = 1'5M®

e dla 3 < n <5 promien znowu rosnie z masa

e dla n > 5 promien jest nieskoniczony
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One-zone model

Dane jest rownanie réwnowagi hydrostatycznej:

dp  Gmp
dr r?

Przyblizamy gradient ci$nienia:

dp Ap pR)—p0)  pc
dr Ar R-0

i analogicznie prawa strone:

Gmp GMpc

T2 T T TR
Dostajemy:
pc GM
pc R
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One-zone model vs polytropic model

W modelu politropowym:

GM GimR%p  4rnGpc w/, (xo
_ 3 _ <_3 n( )> )\ng:

R R 3 X0
= —xow;, (x0) 4G he = —xow;, (x0) hc =
0Wn(10 pclanpc 0Wnito) e
— —xowp (o) (n +1) 2
pc
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One-zone | Politropa

1
~ xowj(xo)(n + 1)
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Gwiazdy
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Zrozumieé gwiazdy

Astrofizyczny opis gwiazdy sktada sie z czterech skladnikéw:
@ struktura hydrostatyczna (rownowaga gradientu
ci$nienia i grawitacji):
dP  GMp
dr  r?”’

@ zachowanie masy/zwiazek rozkladu masy z grawitacja:

dM
— = 4nr?
dl" ™ p?
© transport energii/pomieniowania (gwiazdy $wiecaq!),

Q produkcja/zrédto energii (reakcje termojadrowe).

Docelowo potrzebujemy 4 réwnan, ktérych rozwigzanie wyznaczy peing strukture gwiazdy: ciSnienie P(r),
gesto$é p(r), temperature T(r), strumien energii L(r)i sktad chemiczny/izotopowy X;(r). Warunki brzegowe
wyznaczajq masa catkowita M (R), promien R, temperatura powierzchniowa T(R) oraz jasnos$¢ gwiazdy L(R).

Poczatkowy sktad chemiczny wynika z nukleosyntezy kosmologicznej (Wielkiego Wybuchu).
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Chcesz wiedzie¢ wiecej?

L uond : ~

WOULD 90U LIKE TO KNOW MORE ?

Seminarium Astrofizyczne, kazda $roda 12:30, A-1-08
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