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Gwiazdy
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Celem kolejnych rachunkéw jest wyprowadzenie zwigzku
pomiedzy wspdtczynnikiem dyfuzji D energii gazu
fotonowego a $rednig droga swobodng w procesie bladzenia
przypadkowego fotonu.

Kolejno przedstawiane kroki rozumowania to:

o analityczne rozwigzanie réwnania dyfuzji o wspdtezynniku D w przypadku ,fotonéw” poczatkowo
skoncentrowanych w 7 = 0 (rozptywajacy si¢ pik gaussowski)

e numeryczne zasymulowanie procesu bladzenia fotonéw ze sredniq drogq swobodna L~ zaczynajac od
F=0

e wywnioskowanie analitycznej postaci rozktadu prawdopodobienstwa w zalezno$ci od ilosci skokdéw dla
duzej liczby fotonéw (rozklad normalny/Gaussa)

e przeliczenie liczby krokéw k na czas ct = kL.,

e poréwnanie wynikéw

Oczekiwany wynik to:
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Dyfuzja fotonéw: rownanie dyfuzji

Réwnanie opisujgce zachowanie energii ma postaé:

gdzie F to strumien energii. L.aczac powyzsze dostajemy

réwnanie dyfuzji: 5
5
Fri DAe
gdzie D to wspdleczynnik dyfuzji, a Ae = % + 3272 4 % to
operator Laplace’a w 3D.
Funkcja Greena réwnania dyfuzji w N wymiarach:

2
e 4Dt

2V 47TDtN

opisuje ,rozptywanie” sie skoncentrowanej poczatkowo w
= 0 energii.
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Dyfuzja fotondw: bladzenie przypadkowe

Zamiast dyfuzji, mozemy rozwazy¢ proces blgdzenia
przypadkowego fotondéw, wykonujacych skoki o $redniej
dtugosci swobodnej L, w przypadkowych kierunkach.

Aby powigzaé dyskretny proces z ciggtym, zauwazamy, ze
skok fotonu na odlegtosé¢ L, wymaga czasu At, gdzie:

cAt = L,

gdzie ¢ to predko$é $wiatta w prozni. Czyli po k-tym
przeskoku w bladzeniu przypadkowym uptywa czas t = k%.
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Dyfuzja fotondw: bladzenie przypadkowe

W teorii bladzenia przypadkowego dowodzi sie, ze
prawdopodobienistwo przyjmuje w granicy postaé rozktadu
Gaussa. Przez poréwnanie, wspotczynnik dyfuzji D w 3
wymiarach to:

(r*y 1, L, o> 1
>/ _ 2y Y- _Zqcl
6At 6 At 6Af 69°
gdzie L,/At = c oraz:
r*y={?+0?,  q>0.

Parametry rozkladu prawdopodobienstwa dtugosci skoku to:

@ drednia (r) = L,

@ wariancja o
Jezeli wariancja jest proporcjonalna do sredniej dtugosci
swobodnej L,, to jej wptyw mozna zaabsorbowac¢ do
wspoétezynnika liczbowego q.
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Wspotczynnik dyfuzji w btadzeniu przypadkowym

Przyklady o réznych rozktadach dtugosci skoku ($rednia
zawsze wynosi L, ):
@ skoki o jednakowej dhugosci:
o P(r)=4(r—L,),
o (ry=1L,,
e 0=0,
e g=1
@ skoki o dhugosci od zera do 2L, i rOwnomiernym
rozktadzie:
o P(r)=0©(2L,—r)/(2L,),
o (ry=1L,
eo=1L,/ V3,
e g=4/3
e rozktad wyktadniczy (,Poissona”)
o P(r)=e""/L,
o (r)= Ly,
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Wspotczynnik dyfuzji w btadzeniu przypadkowym

(2)

Tylko dla rozkladu wykladniczego (eksponencjalnego)
$rednia i wariancja sq sobie réwne i wynoszq (r) = o = L, co
daje g = 2 i podwojony wspdtezynnik dyfuzji:

D==-1L,c

Inne, poprawne wyprowadzenie powyzszego wzoru polega
na przyblizaniu réwnania transportu promieniowania.
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Dyfuzja fotondw: btadzenie przypadkowe vs dyfuz
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Przekrdj czynny a sSrednia droga swobodna

Poréwnanie réwnania dyfuzji z btadzeniem przypadkowym
pozwala nam jednoznacznie powigza¢ makroskopowy proces
dyfuzji energii promienistej, opisany wspotczynnikiem
dyfuzji D, z mikroskopowym procesem oddzialywania
fotonéw z materig, opisanym $redniq drogq swobodng L.

Strumien energii

4
d(aT% el 7T p_ .

Fy=—D—0—= 3 dr’ 3

Standardowo prawdopodobienistwo oddziatywania ,fotonu” z
tarcza opisujemy za pomoca przekroju czynnego:

1
on

gdzie: n - gestosé ,atomoéw” tarczy, o - catkowity przekroj
czynny na oddzialywanie (zderzenie, absorpcja).
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Przekrdj czynny: przyktad

Obliczanie przekrojoéw czynnych to standardowe zadanie
fizyki czastek elementarnych, jadrowej i atomowej.

W gwiazdach istotne sq nastepujace procesy z udziatem
fotondéw:

@ rozpraszanie na swobodnych elektronach, (przekrdj
czynny Thomsona):

e4

- ~6.65x109m?
6megm3ct 8 .

© procesy atomowe: przejécia pomiedzy poziomami
energetycznymi lub/i stanami swobodnymi

o=o0(E)
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Srednia nieprzezroczystos¢ Rosselanda

Srednig dlugo$é swobodng mozna wyrazié¢ takze za pomocqa

nieprzezroczystosci x i gestosci p:
1

Ly=—.

Kp

W praktyce uzywa sie $redniej harmonicznej wazonej
pochodna temperaturowa rozkladu Plancka:
1 (®0B(x) dx hv

— = _ X

K o 0T Y,ki(x) T kT

gdzie:
0B(x) 15 4

0T  7*sinh? (x/2)

Suma rozcigga sie na wszystkie mozliwe procesy, atomy i ich
stany zjonizowane.
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Transport energii:
konwekcja
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Jezeli tempo produkcji energii jest duze, a procesy
przewodnictwa ciepta nie nadazaja z jej odprowadzaniem,
tworza sie warunki prowadzgce do niestabilnosci
hydrodynamicznych. Najwazniejszy przyktad to konwekcja.

«af e

0000

I S

Konwekcja w 2D (YouTube)
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Wyprowadzenie warunku konwekcji

@ rozwazamy babel gazu, ktéry adiabatycznie (bez wymiany ciepta z
otoczeniem) przemieszcza sie o Ar w gére:

AP A
e (5),(2)
P ad P /ad

@ na tym samym odcinku Ar gesto$¢ gazu doskonalego w gwiezdzie zmieni sie

jak:
k AP A AT
et (),(2), ()
m P * P % T *

@ zakladamy, ze ci$nienie w bablu wyrdwnato sie z ci$nieniem w gwiezdzie:

( AP) . ( AP >

P * P ad

@ jezeli gesto$¢ wewnatrz babla spada szybciej niz gestosé¢ w gwiezdzie, to
zaczyna on sie unosi¢ jak balon na gorgce powietrze:

(Ap) (Ap) 1AP AP (AT) dinT 1
—_— = [ — — —— = — — [ — — =1— —
P Jad P /% v P P T /s din P o
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OPAL

W praktyce rownanie stanu materii wraz ze $rednia nieprzezroczystoscia,
uwzgledniajacy najlepsza wiedze empiryczng i teoretyczng przechowuje sie w
postaci tabeli numerycznej.

Przykladem takich danych sa tablice i procedury OPAL http://opalopacity.linl.gov/, i

jego kontynuacje, np: http://cdsweb.u-strasbg.fr/topbase/home.html
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OPAL

W praktyce rownanie stanu materii wraz ze $rednia nieprzezroczystoscia,
uwzgledniajacy najlepsza wiedze empiryczng i teoretyczng przechowuje sie w
postaci tabeli numerycznej.

Przyktadem takich danych sq tablice i procedury OPAL http://opalopacity.llnl.gov/, i
jego kontynuacje, np: http://cdsweb.u-strasbg.fr/topbase/home.html
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Prawie kompletny uklad réwnan struktury gwiazdy

dp _ _ Gmp
dr — r2
CZ,—T =47rrip4)
d(aT dinT 1
P=PpT,..)

Powyzej mamy 5 funkcji niewiadomych:
@ m(r) — masa zawarta w kuli o promieniu r
@ P(r),p(r) — ci$nienie i gestos¢ w réwnowadze
hydrostatycznej

@ T(r) — rozklad temperatury wewnatrz gwiazdy
L(r) .« s 00 a A
® F(r) = ;-2 — strumien energii przeptywajacej przez
gwiazde
Ciagle brakuje réwnania okredlajacego zrédio i tempo produkeji energii. Na razie
cala energia L(r) = Lp produkowana przez gwiazde pojawia si¢ bez uzasadnienia w
r=0.
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Model punktowy (Cowlinga)

o formalnie réwnanie na profil temperatury mozna
rozwigza¢ osobno (jezeli zatozymy, ze D = const)
zaczynajac od powierzchni nie wnikajac skad wzieta sie
energia:

L@ d(a T4)

D T(Rs) = T,
47rr2 dr ’ (Ro) ©

@ w takim modelu T — o dla r — 0 a cala energia
pochodzi z punktu r = 0,

o w praktyce zaklada sie, ze energia wychodzi z matego,
skonczonego obszaru: konwektywnego jadra

th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/ andrzej.odrzywolekQuj.edu.pl ~A&A Wyklad 8


http://th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/

Srednia droga swobodna fotonu w modelu

Eddingtona

W modelu Eddingtona gestos$é energii gazu fotonowego to:
aT* = 3Ppaa = 38P

Po wstawieniu do réwnan:

dP _ _ Gmp
dr — r2 .
Lo _ 1 d(aT)

—3byc=7

47tr2 T

dostajemy specjalna postaé¢ drogi swobodnej:
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Q@ L, w zaleznosci od masy m zawartej wewngtrz sfery o
promieniu r
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Q L, w zaleznosci od numeru komorki, na ktére
podzielono gwiazde w celach obliczeniowych
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Zrédlo energii gwiazdy

Dotad konsekwentnie omijaliSmy pytanie: gdzie gwiazda
produkuje energie niezbednq do Swiecenia?
Strumien energii L wyplywajacy przez sfere o promieniu r
musi by¢ réwny catce z objetosciowego tempa produkcji
energii e:

r dL(r)

L(r) = 47TJ er? dr —
0 r

= 4nrrle

Réwnanie to przyjmuje jeszcze prostsza postaé, gdy zamiast
r uzyjemy masy m zawartej w kuli o promieniu r jako
zmiennej radialnej:

gdzie e jest tempem produkcji energii na jednostke masy.
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Kompletny uktad réwnan

Cztery rownania struktury gwiazdy:

dP Gmp

T e réwnowaga hydrostatyczna

‘(’,—T = 47r?p rownanie ciggtosci/prawo zachowania masy
ar _ _ __ L ___ _1\Tdr s
@ = “1erap27s lub ( 7) B dr transport energii
dL

am =€ tempo i miejsce produkcji energii

Uktad uzupehiajg funkcje okreslajace wtasnosci materii w
zaleznoéci od jej gestosci p, temperatury T oraz sktadu
chemicznego/izotopowego X;:

@ rdéwnanie stanu P(p, T, X;)
@ nieprzezroczystodé x(p, T, X;) (wspdtezynnik dyfuzji D)
o tempo produkcji energii €(p, T, X;)

Niewiadomymi sa 4 funkcje: p(r) lub P(r), m(r), T(r) oraz

L(r).
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@ warunki poczatkowe:

m(0) = 0, m(Re) = Mo
P(0) P p( ) =pc, P(Ro)=p(Ro) =0
T(Ro) =

o czesé¢ warunkow zadana jest w centrum, czesé na

powierzchni: w praktyce bardzo trudno ,trafi¢” w
szukane rozwigzanie (np: metodg strzatow)

o konieczne rozwigzanie catego ukladu na raz, np:
konwertujac do uktadu algebraicznego metoda réznic
skonczonych (metoda Henyey-a)

@ rozwigzanie wymaga ,doklejenia” atmosfery gwiazdy

@ nie jest to zadanie typu ,wpisz w Mathematice i uzyj

NDSolve”
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Synteza termojgdrowa

Wspdtczesny model gwiazdy domyka obliczenie tempa
produkcji energii w reakcjach syntezy termojadrowej i
powiazanej z nimi produkcji neutrin.

@ co do zasady wzdér E = mc? dobrze wyjasnia zrédto
energii
@ cztery atomy wodoru przeksztalcaja sie w atom helu

@ masa atomu helu/czastki a jest mniejsza niz masa 4
atoméw wodoru/protonéw

@ réznica masy (4my — mye)c? przeksztalcana jest na
fotony v i neutrina elektronowe v,

@ neutrina z predkoscig swiatta uciekaja od razu, dlatego
odejmuje sie je od tempa produkcji energii (dla Stonca
jest to 2%, ale dla presupernowej praktycznie 100%)
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Chcesz wiedzieé¢ wiecej?

Seminarium Astrofizyczne, kazda $roda 12:30, A-1-08
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