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Transport energii

Zgodnie z prawami termodynamiki energia (ciepto) przeptywa od
obszaréw o temperaturze wyzszej do obszaréw o temperaturze nizsze;j.
Strumien energii F jest proporcjonalny do réznicy temperatur T:

FOC—W

@ w typowych sytuacjach astrofizycznych temperatura spada w miare
oddalania sie od centrum.

@ powyzsze nie jest prawem, istniejg wyjatki, np: zdegenerowane jadro
chtodzone neutrinowo + spalanie w warstwie sferycznej (ang. shell
burning)

@ wspdtczynnik proporcjonalnosci jest funkcja zalezna od sktadu
»Chemicznego” materii X;, temperatury, gestosci, cisnienia i zjawisk
odpowiedzialnych za przeptyw energii
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Transport promieniowania

Pod pojeciem promieniowania rozumiemy czastki ,,bezmasowe",
poruszajace sie z predkoscia Swiatta c:

O fotony ~ (przede wszystkim)

Q neutrina ve, vy, vy, Ue, Uy, Uy (W ekstremalnych sytuacjach:
supernowe typu implozyjnego, protogwiazdy neutronowe, dyski
akrecyjne wokét czarnych dziur)

Petny opis promieniowania wymaga podania w kazdym punkcie gwiazdy
¥ = {x, y, z} rozktadu prawdopodobienstwa f katéw pod jakimi poruszaja
sie fotony i rozktadu prawdopodobiernistwa energii fotonéw. Daje to w
sumie sze$¢ zmiennych, a obliczenia uwzgledniajace je wszystkie
okreslamy jako symulacje 6D . Konieczne jest rozwigzanie réwnania
transportu Boltzmanna:

of Lo
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Lokalna réwnowaga termodynamiczna (LTE)

Warunki panujace wewnatrz Stonca:

@ Srednia droga swobodna fotonu L, ~2 cm, wynikajaca gtéwnie z
rozpraszania na swobodnych elektronach pochodzacych ze
zjonizowanego wodoru

Q $redni spadek temperatury na drodze od centrum T, ~ 107 K do
powierzchni T ~ 5800 K:

T.— To

Ro ~107* K/cm

Whioski s3 nastepujace:
Q uktad jest niemal w réwnowadze termiczne;j

Q promieniowanie ciata doskonale czarnego (gaz fotonowy) jest

7
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Transport promieniowania w przyblizeniu LTE

W stanie LTE (Local Thermodynamic Equilibrium) transport fotonéw
mozna rozpatrywaé przynajmniej z dwdch punktéw widzenia:
Q jako proces dyfuzji gazu fotonowego pomiedzy rejonami o réznej
gestosci fotonéw
Q jako proces btadzenia przypadkowego fotonu

Pierwszy z opisow jest wygodniejszy z punktu widzenia réwnan struktury
i ewolucji gwiazdy, drugi jest bardziej ilustratywny i pozwala powigzac
makroskopowy wspétczynnik dyfuzji z mikroskopowymi procesami
oddziatywania fotonéw z materia (przekrojami czynnymi).
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Gaz fotonowy

Rozktad Bosego-Einsteina

W réwnowadze termodynamicznej, prawdopodobienstwo znalezienia
fotonu (bezmasowego bozonu o spinie 1) w stanie o energii E,, jest
opisane rozktadem Bosego-Einsteina:

erm —1

gdzie czynnik g = 2 pochodzi od 2 stanéw polaryzacyjnych fotonu, kT -
energia termiczna wyrazona jako iloczyn statej Boltzmanna k i
temperatury w skali bezwzglednej T.

Catkowita ilos¢ N fotonéw w objetosci V' wynosi (E, = hv = hw = pc):

N = d? 8t (® p°d 8w (kT)® [ 22 d.
n=N ([ rE)EL -5 P dp _ &n(kT) = de
% B W Jy er/kT —1 B )y ez —1

Ostatnia catka wynosi 2¢(3) co dalej niewiele nam nie méwi, chyba ze znamy wartosci funkcji ¢

Riemanna.
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Analogicznie obliczamy gestos$¢ energii:

E 8mokt _, a
A =R
N 16m¢(3)k® 4
"=V me
Dzielac € przez n otrzymujemy $rednia energie fotonu:
4
T
E,)=——kT ~27kT.

Cisnienie mozna obliczy¢ z potencjatu termodynamicznego Q:

= 3
QV. T)=—pV = kT V [{[n (1 —— v/<kT>)% _
—0
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Celem kolejnych rachunkéw jest wyprowadzenie zwigzku pomiedzy
wspoétczynnikiem dyfuzji D energii gazu fotonowego a $rednia droga
swobodna w procesie btadzenia przypadkowego fotonu.

Kolejno przedstawiane kroki rozumowania to:

@ analityczne rozwigzanie réwnania dyfuzji o wspétczynniku D w
przypadku ,fotonéw" poczatkowo skoncentrowanych w ¥ = 0
(rozptywajacy sie pik gaussowski)

@ numeryczne zasymulowanie procesu btadzenia fotonéw ze Srednia
droga swobodng L, zaczynajac od 7 = 0

© wywnioskowanie analitycznej postaci rozktadu prawdopodobienstwa
w zaleznosci od ilosci skokéw dla duzej liczby fotonéw (rozkfad
normalny/Gaussa)
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Dyfuzja fotonéw: réwnanie dyfuzji

Réwnanie opisujace zachowanie energii ma postaé:

gdzie F to strumien energii. £aczac powyzsze dostajemy réwnanie dyfuzji:

Oe
E = DAe

gdzie D to wspotczynnik dyfuzji, a Ae = g—i“% I %’% aF g—z‘é to operator
Laplace’a w 3D.
Funkcja Greena réwnania dyfuzji w N wymiarach:
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Dyfuzja fotonéw: btadzenie przypadkowe

Zamiast dyfuzji, mozemy rozwazy¢ proces bfadzenia przypadkowego
fotonéw, wykonujacych skoki o Sredniej dtugosci swobodnej L, w
przypadkowych kierunkach.

Aby powigzaé dyskretny proces z ciagtym, zauwazamy, ze skok fotonu na
odlegtos¢ L, wymaga czasu At, gdzie:

cAt=1L,,
gdzie ¢ to predkos¢ swiatta w prézni. Czyli po k-tym przeskoku w

: L
btadzeniu przypadkowym uptywa czas t = k.
—
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Dyfuzja fotonéw: btadzenie przypadkowe

W teorii btadzenia przypadkowego dowodzi sie, ze prawdopodobienstwo
przyjmuje w granicy postac¢ rozktadu Gaussa. Przez poréwnanie,
wspoétczynnik dyfuzji D w 3 wymiarach to:

ar* 1, L, o? 1
=722y =42 _Zocl
6At 6 At 6Ar 67
gdzie L, /A = c oraz:
(r?y ={r? + o2, q > 0.

Parametry rozktadu prawdopodobienstwa dtugosci skoku to:
o drednia (r) = L,
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Wspoétczynnik dyfuzji w btadzeniu przypadkowym

Przyktady o réznych rozktadach dtugosci skoku (Srednia zawsze wynosi
L,):
@ skoki o jednakowej dtugosci:
o P(r) =6(r—Ly),

o (ry=1L,,
e 0 =0,
o g=1

@ skoki o dtugosci od zera do 2L, i réwnomiernym rozktadzie:
P(r) = ©(2L, —r)/(2L,),

(r)=1Ly

g = L'y/\/gn
q=4/3
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Wspotczynnik dyfuzji w btadzeniu przypadkowym (2)

Tylko dla rozktadu wyktadniczego (eksponencjalnego) $rednia i wariancja
s3 sobie réwne i wynosza (r) = o = L, co daje g = 2 i podwojony
wspotczynnik dyfuzji:

Inne, poprawne wyprowadzenie powyzszego wzoru polega na przyblizaniu
réwnania transportu promieniowania.
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btadzenie przypadkowe vs dyfuzja
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Przekr6j czynny a srednia droga swobodna

Poréwnanie réwnania dyfuzji z btadzeniem przypadkowym pozwala nam
jednoznacznie powiaza¢ makroskopowy proces dyfuzji energii
promienistej, opisany wspotczynnikiem dyfuzji D, z mikroskopowym
procesem oddziatywania fotonéw z materig, opisanym Srednig droga
swobodng L,.

Strumien energii

Standardowo prawdopodobiefistwo oddziatywania ,fotonu” z tarcza
opisujemy za pomocy przekroju czynnego:
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Przekréj czynny: przykfad

Obliczanie przekrojéw czynnych to standardowe zadanie fizyki czastek
elementarnych, jadrowej i atomowe;j.
W Stoncu istotne s3 nastepujace procesy z udziatem fotondw:

@ rozpraszanie na swobodnych elektronach, (przekrdj czynny

Thomsona):

et

o ~6.65 x 1072m?

~ Bbrenm2ct
b6megmsc

Q procesy atomowe: przejScia pomiedzy poziomami energetycznymi
lub/i stanami swobodnymi

th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/ andrzej.odrzywolek@uj.edu.pl A&A Wyktad 8


http://th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/

Srednia nieprzezroczysto$¢ Rosselanda

Srednia dtugo$¢ swobodna mozna wyrazi¢ takze za pomoca
nieprzezroczystosci k i gestosci p:
1
L, =—.
Kp
W praktyce uzywa sie Sredniej harmonicznej wazonej pochodna
temperaturowa rozktadu Plancka:

E_J 0B(x)  dx hv
0

K

oT Simix) T kT

gdzie:
0B(x) 15 4
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Jonizacja i sktad materii

Znajomos¢ wszystkich proceséw atomowych pozwala na obliczenie
nieprzezroczystosci materii o znanym sktadzie chemicznym i stopniu
jonizacji.
W astrofizyce atomy dzielimy typowo na:

o wodér X

@ hel Y

o ,metale” Z, czyli wszystko co w tablicy Mendelejewa znajduje sie
dalej niz helem
Dla centrum Storica (obecniel): X = 0.34, Y = 0.64, Z = 0.02. Zawartos¢
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Jonizacja

Rozwazmy rozpad atomu wodoru na proton i elektron:
Hop+eo
W réwnowadze, potencjaty chemiczne musza spetniaé:
HH = fp + [l

Dla klasycznej granicy relatywistycznego kwantowego gazu doskonatego
(Bosego/Fermiego-Diraca):

573 . e—(mc2+E’)/kTe;L/kT
e  +1

potencjat chemiczny wynosi:

i =mc® + kT In (g,\3>
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Réwnanie jonizacji: przykfad rozwigzania

Z zasady zachowania tadunku (przy braku obecnosci innych jader
atomowych!) mozemy podstawi¢ n. = n,. Sumaryczna gestosé
np + ny = p/my, co daje prosty algebraiczny uktad réwnan do
rozwigzania:

m o B

_r — exkT

{HH \2rmo KT

Np + Ny = p/my
gdzie By = —13.6 eV= eFy J (e ~ 1.6 x 1071 C - fadunek elektronu) to
energia jonizacji/wigzania atomu wodoru.

Woprowadzajac zawartos¢ protonéw X, = n,/n oraz atoméw wodoru
Xy = ny/n problem mozna sprowadzi¢ do réwnania kwadratowego:

T3/2 g Eo/(KT)
foo—

p

X2
P —
1— Xp — f(p’ T)’
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Réwnanie jonizacji: przykfad rozwigzania

0.010 — p=10° kg/m®
0.001 —— p=1000 kg/m®

— p=1kg/m®
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Uniwersalno$é réownania Saha

Istotne jest podkreslenie, iz réwnanie Saha moze by¢ stosowane w
réznych sytuacjach astrofizycznych, i nie tylko:

@ nuklearna réwnowaga statystyczna (NSE, Nuclear Statistical
Equilibrium), np: reakcja typu ,dysocjacji” czastek « (jader atomu
helu “He) na protony i neutrony:

2p+2n2 «

@ dysocjacja dwuatomowych molekut, np: wodoru czasteczkowego:

H, = 2H
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OPAL

W praktyce réwnanie stanu materii wraz ze $rednig nieprzezroczystoscia, uwzgledniajacy najlepsza
wiedze empiryczng i teoretyczng przechowuje sie w postaci tabeli numerycznej.

Przyktadem takich danych s3 tablice i procedury OPAL http://opalopacity.linl.gov/, i jego

kontynuacje, np: http://cdsweb.u-strasbg.fr/topbase/home.html
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OPAL

W praktyce réwnanie stanu materii wraz ze $rednig nieprzezroczystoscia, uwzgledniajacy najlepsza
wiedze empiryczng i teoretyczng przechowuje sie w postaci tabeli numerycznej.

Przyktadem takich danych sa tablice i procedury OPAL http://opalopacity.llnl.gov/, i jego
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Jezeli tempo produkcji energii jest duze, a procesy przewodnictwa ciepta
nie nadazaja z jej odprowadzaniem, tworza sie warunki prowadzace do
niestabilnosci hydrodynamicznych. Najwazniejszy przyktad to konwekcja.

SOV (R |

00

th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/ andrzej.odrzywolek@uj.edu.pl A&A Wyktad 8


https://www.youtube.com/watch?v=OM0l2YPVMf8
https://www.youtube.com/watch?v=5ApSJe4FaLI
http://th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/

Wyprowadzenie warunku konwekcji

@ rozwazamy babel gazu, ktéry adiabatycznie (bez wymiany ciepta z otoczeniem)
przemieszcza si¢ o Ar w gore:

AP A
e = (3),4(%)
P/ P /ad

@ na tym samym odcinku Ar gestos¢ gazu doskonatego w gwiezdzie zmieni sie jak:

k (AP) (Ap) (AT)
P=—pT — — = — + | —
m P )y P/ T )4

@ zaktadamy, ze ci$nienie w bablu wyréwnato sie z ciSnieniem w gwiezdzie:

(%).-(%).
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Prawie kompletny ukfad réwnan struktury gwiazdy

dP _ _ Gmp

&= TR

‘;—’;’=47Tr2p4

_ d(aT”) dinT _ 1
F-—DZ—{ lub d|nP_1_§
P=P(pT,...)

Powyzej mamy 5 funkgji niewiadomych:

@ m(r) — masa zawarta w kuli o promieniu r

o P(r), p(r) — cisnienie i gestos¢ w réwnowadze hydrostatycznej

o T(r) — rozktad temperatury wewnatrz gwiazdy
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