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Obiekty samograwitujace

Samograwitacja a symetria sferyczna

Fundamentalnym znakiem konca wiekéw ciemnych jest
powstanie struktur samograwitujacych, ktérych ewolucja
staje sie niezalezna od ekspansji Wszechswiata: obiekty
(gromady galaktyk, galaktyki, gromady Kkuliste, ...) przestajq
sie rozszerzad.

Ich wspdlng cechgq jest (w pierwszym przyblizeniu) sferyczna
symetria (M. Kopernik, De Revolutionibus).
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Réwnowaga hydrostatyczna

Réwnanie rownowagi hydrostatycznej ptynu w jednorodnym
polu grawitacyjnym o natezeniu g w jednym wymiarze:
dpP
— == 1
w9 (1)
gdzie: P(r) — zalezno$é cisnienia od promienia r, p(r) —
gestodé, g — przyspieszenie grawitacyjne.

Wazne!

Trzy niewiadome funkcje P, p, g sa powigzane — znajac
rozktad gestosci mozna obliczyé g.

Aby problem stat sie rozwiazywalny, potrzebujemy
dodatkowego réwnania wigzacego dwie niewiadome funkcje
P(r) oraz p(r). Nazywamy ja rownaniem stanu (ang.
Equation Of State), w skréocie EOS.
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Rdéwnanie stanu

Roéwnanie stanu, zapisywana zwykle jako abstrakcyjna
algebraiczna funkcja np: p = p(p) zalezy w ogdlnosci od
temperatury i sktadu ,chemicznego”/jonizacji. Astrofizycy
postuguja sie kilkunastoma réznymi réwnaniami stanu.
Najwazniejsze to:

e gaz doskonaly, pV = NkT

Wymiarem [kT] jest energia, wymiarem cidnienia [p] jest gestos¢ energii.

e gaz fermionowy, np: elektronowy

@ gaz bozonowy, np: fotonowy

e politropowe réwnanie stanu p = Kp?, ~=1+ %

2 _ 8

o r. Van der Waalsa (p + 3p°)(1/p —1/3) = 3T
W realistycznych obliczeniach EOS ma postaé sporych
rozmiardw tablicy liczb, ktéra podlega interpolacji. Wartosci

sa miksem wynikéw eksperymentalnych i zaawansowanych
obliczen teoretycznych.
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Réwnanie stanu gazu doskonatego

pV = NkT

p — ci$nienie, V — objetosé, N - liczba czasteczek gazu,
k =1.380649 - 10~%® J/K — stata Boltzmana, T - temperatura w skali
bezwzglednej (w Kelwinach)
Interesuje nas sprowadzenie EOS do postaci p = f(p). Korzystamy
Z rOéwnosci:

masa gazu = pV =N m

gdzie: m — masa jednej czasteczki gazu, p — gestosd.

P=EP

Dla T = const otrzymujemy izotermiczne roéwnanie stanu:

|0 [RT
p= cg p, Cs= 6_5 =\N'm cs—predkosé dzwieku (~ predkosé atomd
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Kulisto$¢ planetoid |

e z obserwacji wiemy, ze wszystkie dostatecznie duze ciata
niebieskie przyjmuja ksztalt kulisty
e dla cial ptynnych (gazowych, ciektych) jest to oczywiste
e co w przypadku cial skalistych, metalicznych, sypkich
itp?
Rozwazmy pionowy ,walec” o wysokosci h i gestosci p
ustawiony na powierzchni kuli o promieniu R i gestosci p.
Maksymalna wysokos¢ walca, powyzej ktdrej ulegnie trwatej
deformacji lub zniszczeniu to:
o Ocrit _ Ocrit
pg  %rGp’R
gdzie o..i¢ to wytrzymatosé materiatu na sciskanie.
Definiujemy warunek krytyczny (m ~ 3) na sferycznosé jako
hmar € R:
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Kulisto$¢ planetoid |l

Rozwazmy material idealnie sprezysty o module Younga E i
gestosci pg. Jego réwnanie stanu (EOS) to:

P(p) = Eln(p/po)-

Roéwnanie réwnowagi hydrostatycznej przyjmuje postac:

1dp
—F_ 0) =
Z rozwigzaniem:
(h)y= 2
P 1_ h%)g

posiadajacym osobliwos¢ p — oo dla hpgg = E.
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Aby wyznaczy¢ konkretna numeryczng wartosé
wspoiczynnika w réwnaniu stanu, musimy znad:

© skltad ,chemiczny” gazu

@ 75% wodoru (H), 25 % helu (*He)

_ PkT (XH XHe> pkT (0.75 0.25) 13 pkT
+ = - :
mp \An  Ane my 1 4 16 m,

Gdyby H byt zjonizowany, wchodzi do sredniej wagi
molekularnej x2, w postaci Hy 0.5.
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Aby wyznaczy¢ konkretna numeryczng wartosé
wspoiczynnika w réwnaniu stanu, musimy znad:

@ mase m czasteczki kazdego ze sktadnikow (izotopy)
@ my ~ m,, sklad izotopowy to praktycznie 'H (0.02% 2H),

mye =~ 4myp, sktad izotopowy to praktycznie “He
($ladowe iloéci *He).

_ PkT (XH XHe> pkT (0.75 0.25) 13 ka
- = -
mp \An  Ane my 1 4 16 my,

Gdyby H byt zjonizowany, wchodzi do Sredniej wagi
molekularnej x2, w postaci Hy 0.5.
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Aby wyznaczy¢ konkretna numeryczng wartosé
wspoiczynnika w réwnaniu stanu, musimy znad:

@ stopien jonizacji/dysocjacji

© dla przyktadu, H i He jednoatomowe

_ PkT (XH XHe> pkT (0.75 0.25) 13 ka
- = -
mp \An  Ane my 1 4 16 my,

Gdyby H byt zjonizowany, wchodzi do sredniej wagi
molekularnej x2, w postaci Hy 0.5.
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Mieszanina fotonéw i gazu doskonatego: Standardowy

model Eddingtona

Zakladamy, ze stosunek ci$nienia gazu fotonowego P,.q do
ci$nienia gazu doskonalego Py, jest staty:

Prag p
"€ = ——— = const
b gaz 1- ﬁ
Rozwigzujemy ukltad réwnan:
Prag = %GTI’
Py = % oT
el

2 rad 1 12 gaz — p
ze wzgledu na niewiadome P, Pyaq, Pgaz, T. Po wyeliminowaniu temperatury
otrzymujemy réwnanie stanu w postaci barotropowej, t.j. zawierajacej wytacznie

ci$nienie P, gestoéé p i stale fizyczne lub ,materiatowe”:

4/3
_3_5 kp _ 4/3 _ 41 _é _
b a((l—ﬁ)m) =R =Kpms, y=gn=3
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Réwnanie rownowagi hydrostatycznej jest na ogot
nieliniowe:
1dp
pdx
Czy istnieje taka funkcja termodynamiczna, dla ktérej
powyzsze réwnanie mozna zapisaé¢ jako:

d?
dx Y
Taka funkcja musi spetniaé réwnanie:

dh 1dp whfmﬁh:fdp
dx pdx p p(p)

Dla izotermicznego EOS p = c2p:

h(p) = ¢z 1In (p/po)

W réwnowadze hydrostatycznej suma ,entalpii” wtasciwej h
oraz potencjatu grawitacyjnego —gx jest stata.
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Réwnowaga hydrostatyczna: przypadek ogdlny

W przypadku gdy pole grawitacyjne nie jest sferycznie
symetryczne, np: w uktadzie podwdjnym gwiazd,
wyprowadzenie jednowymiarowe nie jest zadowalajgce. Dla
dowolnego elementu ptynu o objetosci V otoczonego
powierzchnig S warunek réwnowagi ma postaé

de”sszgdv
$ 1%

Aby obliczy¢ catke po lewej stronie mnozymy ja przez dowolny staty wektor ri:

H-J pdfszfﬁpd?;:f V (fip) dV:f(Vﬁ)p+ﬁ~VpudV:r’i-J Vp udV
S S % v v

Opuszczajac dowolny wektor 1 oraz catki otrzymujemy
ostatecznie:

Vp = pg (2)
Powyzsze réwnanie nalezy uzupetnié¢ o EOS (réwnanie stanu
ptynu) oraz zwigzek gestosci p z polem grawitacyjnym g.
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Réwnowaga hydrostatyczna w przypadku ogdlnym

Vp = pG = —pVdg (3a)

/
Ady = 47Gp lub W = —GJ |rp(—rr)"] 43’ (3b)

p=pp,...) (3c)
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Chcesz wiedzie¢ wiecej?

L uond : ~

WOULD 90U LIKE TO KNOW MORE ?

Seminarium Astrofizyczne, kazda $roda 12:30, A-1-08
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