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Gwiazdy
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Zrozumieé gwiazdy

Astrofizyczny opis gwiazdy sktada sie z czterech skladnikéw:

@ struktura hydrostatyczna (réwnowaga gradientu
ci$nienia i grawitacji):

@ zachowanie masy/zwigzek rozkladu masy z grawitacja:

dM
? = 47Tr2 P,
@ transport energii/pomieniowania (gwiazdy $wiecq!),

Q@ produkcja/zrédlo energii (reakcje termojadrowe).

Docelowo potrzebujemy 4 réwnan, ktérych rozwigzanie wyznaczy petng strukture gwiazdy: ci$nienie P(r),
gestos¢ p(r), temperature T (r), strumien energii L(r)i sktad chemiczny/izotopowy X; (r). Warunki brzegowe
wyznaczajq masa catkowita M(R), promien R, temperatura powierzchniowa T (R) oraz jasno$¢ gwiazdy L(R).

Poczatkowy sktad chemiczny wynika z nukleosyntezy kosmologicznej (Wielkiego Wybuchu).
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Funkcje Lane-Emdena

Réwnanie:

2
w' +=w' +w"=0
X

w warunkami poczatkowymi w(0) = 1, w/(0) = 0 definiuje
rodzine funkcji specjalnych wj,(x).

Pewne wyobrazenie o przebiegu funkcji w, daja trzy znane
rozwigzania symboliczne:

edlan=0
%2
WOZ]_—E
edlan=1 .
sin x
w1 =
X
edlan=5
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Masa i promien

Promien gwiazdy R opisuje przeskalowane pierwsze miejsce
zerowe funkcji Lane-Emdena, natomiast masa gwiazdy M
zalezy od pochodnej funkcji w miejscu zerowym.

Oznaczmy:

xp — miejsce zerowe funkeji Lane-Emdena,

w) (xp) — nachylenie funkcji w miejscu zerowym.

R=MXXxo
M = 4mpc)3 (- xow! '(x0))
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Politropy: zalezno$¢ masa-promien

Rozwigzmy uklad réwnan:

M = 4xX3pc (—xgwp(x0))

R = Axp
h (1)
)\2 - 47rGng

Ostatnie réwnanie eliminuje h¢, z drugiego bierzemy A.
Zostaja dwa réwnania taczace M, R i pc. Po wyeliminowaniu
gestosci centralnej pc pozostaje skomplikowany wzoér
laczacy promien R i mase M ciata:

R 1 x = ArG ) =
U 4rw(x0) K(n+1)x¢
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Politropy: zalezno$¢ masa-promien

Pomijajac czynniki zalezne tylko od réwnania stanu, t.j. K i n,

mamy:
R oc M3

@ dla n < 1 promien ciala R rosnie przy dokladaniu masy
M

@ dla n = 1 promien ciata R jest staly, niezaleznie od masy
M

o dla 1 < n < 3 promien ciala maleje przy dokladaniu
masy M

@ dla n = 3 masa ciata M = const, i zalezy wytacznie od
réwnania stanu (statych fizycznych); w przypadku
relatywistycznego zdegenerowanego gazu
elektronowego nazywamy ja masqg Chandrasekhara
Mcp ~ m?’lanck/m;%roton ~ 1.5Mg

o dla 3 < n < 5 promien znowu rosnie z masa

o dla n > 5 promien jest nieskoniczony
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One-zone model

Dane jest réwnanie rownowagi hydrostatycznej:

dp _Gmp
dr r2

Przyblizamy gradient ci$nienia:

do _Ap _p(R)—p(0) _ _pc
0

dr — Ar R—

R

i analogicznie prawa strone:

Gmp GMp¢

r? - R2
Dostajemy:

pc GM

pc R
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One-zone model vs polytropic model

W modelu politropowym:

R R 3 X0
= —xow,(xp) 47 G he = —xow,(x0) hc =
oW, (X0 pc47erC oW,(X0) Nc
~ —xowj(x0)(n+1) £
pc
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One-zone | Politropa
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Formowanie gwiazdy
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Skala dynamiczna

Rozwazmy kule ,pytu” o promieniu R(t) i masie M
zapadajaca sie pod wplywem wlasnego przyciggania
grawitacyjnego.

Czas kolapsu jest réwny czasowi spadku swobodnego w polu
masy punktowej. Z zasady zachowania energii mechanicznej:

1 , GMm GMm dR(t)
—mv*© = =

2 "R RS YT Tar

Czas kolapsu T wynosi:

jRO / Rg ™
QG/\/I / L
Ro

Wynik podaje sie zwykle poprzez gestosé srednig kuli p:

_ ot
-V 32./Gp

Dla Storica T ~ 0.5 godziny.
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Twierdzenie wirialne

Calkujemy obie strony réwnania réwnowagi hydrostatycznej
pomnozone przez 4mr3:

P R P R
aP = — Gmp — J 47rr3d— dr = —f 4rrd Gmp dr
dr 2 0 dr 0 i

Lewa strone catkujemy przez czesci:

R
4rrdP(r)| — 3J P 4xr’dr = —3f P dV

0 0 v

natomiast prawa to grawitacyjna energia potencjalna:

R
J _CmP 2 gy — J _Gmo oy
0 r 1% r

Otrzymujemy wynik znany jako twierdzenie wirialne:

Egmw+3j PdV =0
Vv
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Skala czasowa Kelvina-Helmholtza

Energia wewnetrzna gazu doskonatego to %kT na kazdy
stopien swobody. Dla gazu jednoatomowego, gestos¢ tej
energii ¢ to:
2
P=-¢
3
Z twierdzenia wirialnego mamy:

1
A Eterm = 5 A Egr‘aw

czyli potowa wyzwolonej energii grawitacyjnej ,podgrzewa”
gwiazde. Druga polowa jest wyswiecana ze Srednig jasnoscia
L. Czas Swiecenia ,Stonca” kosztem energii grawitacyjnej
nazywamy skalqg czasowq Kelvina-Helmholtza:

A Egraw

TKH =
Lo
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Skala czasowa Kelvina-Helmholtza I

@ energia grawitacyjna np: jednorodnej kuli o masie M i

promieniu R to:
e _ .3 GM?
graw — 5 R

@ energia ta jest nieskonczona dla R — 0, Storice mogloby
Swieci¢ dowolnie dlugo

@ nas interesuje czas $wiecenia przy kurczeniu sie od
r~1AU~odor=Ry

@ wynosi on okoto kg ~ 10 miliondéw lat

@ na mocy twierdzenia wirialnego nieunikniony jest staty
wzrost energii termicznej, a wiec temperatury, w trakcie
kurczenia sie ,gwiazdy”

@ pojecie ,gwiazda Kelvina-Helmholtza” stosuje sie
wszedzie tam, gdzie zZrédtem wypromieniowanej energii
jest energia grawitacyjna (kurczenie sie obiektéw) np:

© powstawanie gwiazdy z obloku

9 kurczenie sie protogwiazdy neutronowej (promieniowanie to neutrina)
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Model Eddingtona
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o standardowy model Eddingtona to model politropowy z
n=3

@ masa gwiazdy jest masa Chandrasekhara, zalezna
wytacznie od (i stalych fizycznych

o zwigzek pomiedzy § a masa gwiazdy jest algebraicznym
rOownaniem 4 stopnia:

M* = 7T3G3,U,4m4 (1 _ ﬂ)4 (_ OWZ,%(XO))

gdzie ws(xp) = 0, czyli xg ~ 6.9 to miejsce zerowe funkcji
Lane-Emdena ws, a nachylenie w miejscu zerowym to
wi(xp) ~ —0.04

@ po wstawieniu wartosci p = 16/27 dla zjonizowaj materii
po Wielkim Wybuchu i g = 0.5

M ~ 150Me.
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Masa gwiazdy III populacji w modelu Eddingtona

M/M,
©
104 ¢

1000 -

100 ;

=P .4/P
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 B=Prad
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Jonizacja
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Rozwazmy rozpad atomu wodoru na proton i elektron:
Hep+e
W réwnowadze, potencjaly chemiczne muszq spelniaé:
HH = fp + Ho—

Dla klasycznej granicy relatywistycznego kwantowego gazu doskonatego
(Bosego/Fermiego-Diraca):

1 2 f
—_-— — ef(mc AFLE )/kTeM/kT

e kT +1

potencjat chemiczny wynosi:
i =me + kT In (5,\3)
g
gdzie A = h/\/2amkT to termiczna dtugosé fali de Broglie’a.

Wstawiajac wzér na g do réwnania réwnowagi otrzymujemy réwnanie Saha:

Nphe— _ 8p8e— le—g-
ny gH A

gdzie energia wigzania/jonizacji Q = (my — mp — m,
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Roéwnanie jonizacji: przyktad rozwigzania

Z zasady zachowania tadunku (przy braku obecnoéci innych
jader atomowych!) mozemy podstawi¢ n. = n,. Sumaryczna
gestosdé np, + ny = p/mpy, co daje prosty algebraiczny uktad
réwnan do rozwigzania:

2 3 Eg

NH T \2rmekT>
np + ny = p/my

gdzie Ey = —13.6 V= eEy | (e ~ 1.6 x 107 !? C - ladunek
elektronu) to energia jonizacji/wigzania atomu wodoru.

Wprowadzajac zawartosé protonéw X, = n,/n oraz atomoéw
wodoru Xy = ny/n problem mozna sprowadzi¢ do réwnania
kwadratowego:

X2 T3/2o—Eo/(KT)
P =f(p, T foo——
1 _ Xp (p? )7 ce IO

th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/ andrzej.odrzywolekQuj.edu.pl ~A&A Wyklad 7


http://th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/

Roéwnanie jonizacji: przyktad rozwigzania

XH

1
0.100 X
0.010 — p=10% kg/m®
0.001 0p=1000 kg/m®
1074 — p=1kg/m®
1075

1000  10* 10° 108 107 108 T

Atomy wodoru ,stykaja sie” juz dla p > 1600kg/m3.
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Uniwersalnosé¢ rownania Saha

Istotne jest podkreslenie, iz réwnanie Saha moze byé
stosowane w rdéznych sytuacjach astrofizycznych, i nie tylko:

@ nuklearna réwnowaga statystyczna (NSE, Nuclear
Statistical Equilibrium), np: reakcja typu ,dysocjacji”’
czastek a (jader atomu helu “He) na protony i neutrony:

2p+2n2 «a

@ dysocjacja dwuatomowych molekut, np: wodoru
czasteczkowego:
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Transport energii:
promieniwanie
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Transport energii

Zgodnie z prawami termodynamiki energia (ciepto)
przeptywa od obszardéw o temperaturze wyzszej do obszardéw
o temperaturze nizszej. Strumien energii F jest
proporcjonalny do réznicy temperatur T:

dT

For — —
- dr

e w typowych sytuacjach astrofizycznych temperatura
spada w miare oddalania sie od centrum.

@ powyzsze nie jest prawem, istnieja wyjatki, np:
zdegenerowane jadro chtodzone neutrinowo + spalanie
w warstwie sferycznej (ang. shell burning)

@ wspdtezynnik proporcjonalnosci jest funkcja zalezna od
sktadu ,chemicznego” materii X;, temperatury, gestosci,
cidnienia i zjawisk odpowiedzialnych za przeptyw energii
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Transport energii

Najwazniejsze procesy odpowiedzialne za przepltyw energii

@ transport promienisty
Q konwekcja
@ przewodnictwo cieplne
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Transport promieniowania

Pod pojeciem promieniowania rozumiemy czastki
,bezmasowe”, poruszajace sie z predkosciaq swiatla c:

© fotony v (przede wszystkim)

@ neutrina ve, vy, vy, Ve, U, Uy (W ekstremalnych sytuacjach:
supernowe typu implozyjnego, protogwiazdy
neutronowe, dyski akrecyjne wokét czarnych dziur)

Pely opis promieniowania wymaga podania w kazdym
punkcie gwiazdy 7 = {x, y, z} rozkladu prawdopodobienstwa
f katéw pod jakimi poruszajq sie fotony i rozktadu
prawdopodobienistwa energii fotonéw. Daje to w sumie szesé
zmiennych, a obliczenia uwzgledniajace je wszystkie
okredlamy jako symulacje 6D . Konieczne jest rozwigzanie
réwnania transportu Boltzmanna:

of . .

ot +n- FEa reakcje z fotonami
W praktyce czesto mozliwe jest drastyczne uproszczenie
poOwWyZszego opisu.

—
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Lokalna réwnowaga termodynamiczna (LTE)

Warunki panujace wewnatrz Stonca:

@ srednia droga swobodna fotonu L, ~2 cm, wynikajgca
gtdéwnie z rozpraszania na swobodnych elektronach
pochodzacych ze zjonizowanego wodoru

@ Sredni spadek temperatury na drodze od centrum
T. ~ 10" K do powierzchni T =~ 5800 K:

Tc.—To
Ro
Whioski sq nastepujace:

© uklad jest niemal w réwnowadze termicznej

@ promieniowanie ciata doskonale czarnego (gaz
fotonowy) jest poprawnym opisem rozktadu
prawdopodobienistwa energii fotondw

© strumien energii emitowany na zewnatrz i do wewnatrz

w odlegtosci L, kasuje sie z dokladnoscig okoto
oAT* ~ 10710

~ 107* K/cm
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Transport promieniowania w przyblizeniu LTE

W stanie LTE (Local Thermodynamic Equilibrium) transport
fotondéw mozna rozpatrywaé przynajmniej z dwdéch punktow
widzenia:

© jako proces dyfuzji gazu fotonowego pomiedzy rejonami
0 rdznej gestosci fotondéw

@ jako proces btadzenia przypadkowego fotonu
Pierwszy z opisdéw jest wygodniejszy z punktu widzenia
réwnan struktury i ewolucji gwiazdy, drugi jest bardziej
ilustratywny i pozwala powigza¢ makroskopowy
wspotezynnik dyfuzji z mikroskopowymi procesami
oddziatywania fotonéw z materig (przekrojami czynnymi).
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Chcesz wiedzieé¢ wiecej?

WOULD 90U LIKE TO KNOW MERE 2

Seminarium Astrofizyczne, kazda $roda 12:30, A-1-08
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