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Pierwsza gwiazda i pierwsza czarna dziura

@ kosmos sklada sie ciggle z ATOMOW wodoru (75%

masy) i helu (25% masy)

@ grawitacyjna ewolucja czgstek ciemnej materii tworzy

niejednorodnosci
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Czarne dziury i gwiazdy pierwszymi i kluczowymi obiektami
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Czarne dziury i gwiazdy

th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/ andrzej.odrzywolekQuj.edu.pl ~A&A Wyklad 6


http://th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/

Gwiazdy

Pierwsze obiekty stacjonarne (prawie statyczne) we
Wszechswiecie!

O kontrast gestoséci Ap/p przekracza wartosé krytyczna
~0.1

© obszar zapada sie dynamicznie

© obszar kurczy sie kwazistatycznie, wyswiecajac energie
grawitacyjnag

©Q w centrum dochodzi do zaptonu reakeji termojadrowych
- powstaje gwiazda

v
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Réwnowaga hydrostatyczna

Roéwnanie réwnowagi hydrostatycznej ptynu w jednorodnym
polu grawitacyjnym o natezeniu g w jednym wymiarze:
dP
— = — 1
p rg (1)

gdzie: P(r) — zalezno$¢ ci$nienia od promienia r, p(r) —
gestodé, g — przyspieszenie grawitacyjne.

Wazne!

Trzy niewiadome funkcje P, p, g sa powigzane — znajac
rozklad gestosci mozna obliczyé g.

Aby problem stat sie rozwigzywalny, potrzebujemy
dodatkowego réwnania wigzacego dwie niewiadome funkcje
P(r) oraz p(r). Nazywamy ja réwnaniem stanu (ang.
Equation Of State), w skrécie EOS.
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Rdéwnanie stanu

Roéwnanie stanu, zapisywana zwykle jako abstrakcyjna
algebraiczna funkcja np: p = p(p) zalezy w ogdlnoéci od
temperatury i skladu ,chemicznego”/jonizacji. Astrofizycy
postuguja sie kilkunastoma réznymi réwnaniami stanu.
Najwazniejsze to:
@ gaz doskonaty, pV = NkT
Wymiarem [kT] jest energia, wymiarem cidnienia [p] jest gestos¢ energii.
@ gaz fermionowy, np: elektronowy
@ gaz bozonowy, np: fotonowy
. , . _ _ 1
@ politropowe réwnanie stanu p = Kp?, y=1+ +
o r. Van der Waalsa (p + 3p)(1/p—1/3) = 8T
W realistycznych obliczeniach EOS ma posta¢ sporych
rozmiardw tablicy liczb, ktéra podlega interpolacji. Wartosci
sa miksem wynikéw eksperymentalnych i zaawansowanych
obliczen teoretycznych.
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Réwnanie stanu gazu doskonatego

pV = NkT

p — ci$nienie, V — objetosé, N - liczba czasteczek gazu,
k = 1.380662 - 10~23 J/K — stala Boltzmana, T — temperatura w skali
bezwzglednej (w Kelwinach)
Interesuje nas sprowadzenie EOS do postaci p = f(p). Korzystamy
z réwnosci:

masa gazu = pV = N m
gdzie: m — masa jednej czasteczki gazu, p — gestosé.

_ kT
p=—0p

Dla T = const otrzymujemy izotermiczne réwnanie stanu:

[o KT
p=c2p, = a_p - 4/7 c.—predkosé dzwieku (~ predkodé atomé
J
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Mieszanina H i He

Aby wyznaczy¢ konkretna numeryczng wartosé
wspdlczynnika w réwnaniu stanu, musimy znaé:

© sktad ,chemiczny” gazu

Q@ 75% wodoru (H), 25 % helu (*He)

p_ KT (Xa  Xue\ _ pkT (075 025\ _13pkT
mP AH AHe mp 1 4 ’

Gdyby H byt zjonizowany, wchodzi do Sredniej wagi
molekularnej x2.
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Mieszanina H i He

Aby wyznaczy¢ konkretna numeryczng wartosé
wspdlczynnika w réwnaniu stanu, musimy znaé:

@ mase m czasteczki kazdego ze skltadnikéw (izotopy)

Q my ~ m,, sklad izotopowy to gtéwnie (22 %) 'H,
mye =~ 4mp, sklad izotopowy to gtéwnie (?? %) “He.

p_ KT (Xa  Xue\ _ pkT (075 025\ _13pkT
mP AH AHe mp 1 4 ’

Gdyby H byt zjonizowany, wchodzi do Sredniej wagi
molekularnej x2.
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Mieszanina H i He

Aby wyznaczy¢ konkretna numeryczng wartosé
wspdlczynnika w réwnaniu stanu, musimy znaé:

© stopien jonizacji/dysocjacji

© dla przyktadu, H i He jednoatomowe

p_ KT (Xa  Xue\ _ pkT (075 025\ _13pkT
mP AH AHe mp 1 4 ’

Gdyby H byt zjonizowany, wchodzi do Sredniej wagi
molekularnej x2.
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Gaz fotonowy
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Mieszanina fotonéw i gazu doskonatego:

Standardowy model Eddingtona

Zakladamy, ze stosunek ciénienia gazu fotonowego P,,q do
cis$nienia gazu doskonatego Py, jest staty:

'Drad /8
= —— = const

Pgaz 1_5

Rozwigzujemy uktad réwnan:

Prag = %3T4
Pgaz % pT
P['a p—

Pt =

Pr'ad+Pgaz:P

ze wzgledu na niewiadome P, Pyaq, Pgaz, T. Po wyeliminowaniu temperatury
otrzymujemy réwnanie stanu w postaci barotropowej, t.j. zawierajacej wytacznie

cidnienie P, gestosdé p i stale fizyczne lub ,materiatowe”:

4/3
_33B (ke N et A
P2 (am) P 4= ginns
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Entalpia

Réwnanie rownowagi hydrostatycznej jest na ogot

nieliniowe:
ldp

;dx B
Czy istnieje taka funkcja termodynamiczna, dla ktérej
powyzsze rOwnanie mozna zapisaé jako:
d?
o
Taka funkcja musi spetniaé réwnanie:
dh 14 d d
dh _1dp d,,:PH,,:JP
dx  pdx p p(p)

—&

—8

Dla izotermicznego EOS p = c2p:

h(p) = 2 In (p/po)

W réwnowadze hydrostatycznej suma ,entalpii” wlasciwej h
oraz potencjatu grawitacyjnego —gx jest stata.
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Réwnowaga hydrostatyczna: przypadek ogdlny

W przypadku gdy pole grawitacyjne nie jest sferycznie
symetryczne, np: w uktadzie podwdjnym gwiazd,
wyprowadzenie jednowymiarowe nie jest zadowalajgce. Dla
dowolnego elementu ptynu o objetosci V' otoczonego
powierzchnig S warunek réwnowagi ma postaé

defs:Jpgdv
S v

Aby obliczy¢ catke po lewej stronie mnozymy ja przez dowolny staty wektor

ﬁ-f pd“szf ﬁpdsz V(ﬁp)dV:J (Vr7)p+ﬁ’-VpudV:ﬁ'-f Vp udV
S S v v v

Opuszczajac dowolny wektor i oraz calki otrzymujemy
ostatecznie:

Vp = pg (2)
Powyzsze réwnanie nalezy uzupetni¢ o EOS (réwnanie stanu
ptynu) oraz zwigzek gestosci p z polem grawitacyjnym g.
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Réwnowaga hydrostatyczna w przypadku ogdlnym
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Sferyczna symetria

Praktyka pokazuje, ze w astrofizyce z obliczeniami, ktére nie
zakladajq symetrii sferycznej spotykamy sie niezwykle
rzadko!
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Sferyczna symetria

Praktyka pokazuje, ze w astrofizyce z obliczeniami, ktdre nie
zakYadajq symetrii sferycznej spotykamy sie niezwykle
rzadko!

Assume a spherical cow of uniform density.
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Sferyczna symetria

Praktyka pokazuje, ze w astrofizyce z obliczeniami, ktére nie
zakYadaja symetrii sferycznej spotykamy sie niezwykle
rzadko!

...while ignoring the effects of gravity.
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Sferyczna symetria

Praktyka pokazuje, ze w astrofizyce z obliczeniami, ktére nie
zakladaja symetrii sferycznej spotykamy sie niezwykle
rzadko!

...in a vacuum,

CAN'T,
BREATHE ,

bastard theoretical physicists

How do you sleep at night?
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Lista obiektéw sferycznie symetrycznych w

astrofizyce

Obiekty, dla ktérych zatozenie o sferycznej symetrii zwykle
jest uzasadnione lub przynajmniej przydatne:

© planety, planety kartowate, duze ksiezyce

Q wiekszos$¢ gwiazd

© gwiazdy neutronowe, biate karly, czarne dziury
Q gromady kuliste gwiazd

© gromady galaktyk, pustki (?)

Obiekty, dla ktorych zatozenie o sferycznej symetrii jest
nieuzasadnione:

© galaktyki spiralne
©Q dyski akrecyjne
© obiekty bardzo szybko rotujace
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Réwnowaga hydrostatyczna: przypadek sferycznie

symetryczny

Roéwnanie réwnowagi hydrostatycznej jest formalnie
identyczne jak w stalym polu:

e
dr &
ale teraz g jest funkcja r:
Gm(r)
g(r) = 2

Mase zawarta w kuli o promieniu r mozna tatwo obliczy¢:

m(r) = 47rJ pr? dr
0

Zrdzniczkowanie powyzszej calki daje tzw. rownanie
ciqgtosci:
dm

I=47Tr2p
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Réwnowaga hydrostatyczna: uklad rownan

dp Gmp
Sa—— 4
dr r2 (4a)
dm _ 4rr? p (4b)
d

p=p(p) (4¢)

m(0) =0, p(0) = pe

Warunek brzegowy (obciecie matematycznego rozwigzania
uktadu réwnan):

gdzie R - promien ciata, M - masa ciatla niebieskiego.
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Réwnowaga hydrostatyczna: wersja Lagrange’owska

W astrofizyce bardzo czesto uzywa sie jako zmiennej
radialnej masy zawartej wewnatrz sfery o promieniu r.

dp Gm
— = — 5
dm 4rrt (5)
dr 1
— = 5b
dm 4xnr?p (5b)
p=p(p) (5¢)
W uktadzie powyzej niewiadomymi sa funkcje
r(m), p(m), p(m), natomiast masa m gra role zmiennej
niezaleznej.
Opis w zmiennej niezaleznej r nazywamy czesto
Eulerowskim, natomiast opis w zmiennej m Lagranzowskim. J
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Politropowe réwnanie stanu

p=Kp' = Kp'ts

v — wyktadnik politropy, n — indeks politropy

@ n — o, v = 1 — izotermiczne roéwnanie stanu

n=>5~v= g — wartos$¢ graniczna pomiedzy skonczonymi

a nieskonczonymi rozwigzaniami (sfera Plummera)

n=3v= % — model ,Stonca”, relatywistyczny gaz
zdegenerowany

©

n=3/2v= % — nierelatywistyczny gaz zdegenerowany

©

n =1, v =2 - gwiazda konwektywna

©

n — 0, v — oo — przypadek staltej gestosci

th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/ andrzej.odrzywolekQuj.edu.pl ~A&A Wyklad 6


http://th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/

Politropowe réwnanie stanu: wzory

v — wyktadnik politropy

n — indeks politropy

ci$nienie

Lentalpia”
tadei
%

p

,predkosé
dzwieku”
¢z = dp/dp

p=Kp’
K —il

h: T_A/lp’y
¢z = Kyp'™?

1
p=Kp'ts

h = K(n+1)p1/”
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Roéwnanie rownowagi dla entalpii

Wezesniej pokazaliSmy, ze uzycie ,entalpii” wtasciwej
Vh = Vp/p upraszcza réwnania.

Ad, =4rnGp (6b)
Pierwsze réwnanie mozna scatkowac:

h+ &, = const (7a)

Ad, = 476G p (7b)

Dziatajac obustronnie operatorem Laplace’a A na pierwsze z
réwnan i korzystajac z drugiego mamy:

Ah+4rGp=0
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Réwnanie Lane-Emdena

Po wyprowadzeniu wzoru na entalpie gazu politropowego, otrzymujemy:

K K
Ah+47Gp=0, h(p) = —L pr—t= 27 in

v—1 v—1
do ostatecznie daje jedno réwnanie rézniczkowe:

—1\"
Ah + 470G <L> A" =0
Ky

Operator Laplace’a we wspotrzednych sferycznych na postaé:

1d dh d’h  2dh
Ah==— (rP— ) = — +-——
r2 dr <r dr) dr2  rdr

Standardowaq postaé otrzymamy dokonujac réwnoczesnej zamiany zmiennej
radialnej r i funkcji niewiadomej h:

h(x) = hew(x), r=Xx

Po przeprowadzeniu rachunkéw otrzymujemy stynne réwnanie Lane-Emdena:

2
w’ 4+ Zw +w"=0.
X

th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/ andrzej.odrzywolekQuj.edu.pl ~A&A Wyklad 6


http://th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/

Funkcje Lane-Emdena

Réwnanie:

2
w' +=w' +w"=0
X

w warunkami poczatkowymi w(0) = 1, w/(0) = 0 definiuje
rodzine funkcji specjalnych wj,(x).

Pewne wyobrazenie o przebiegu funkcji w, daja trzy znane
rozwigzania symboliczne:

edlan=0
%2
WOZ]_—E
edlan=1 .
sin x
w1 =
X
edlan=5
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Funkcje Lane-Emdena: wykresy

n=0,1/2,1,...6

Wn,(X
1.(5’( )
0.8
0.6}
0.4
0.2t
\
- X
0 2 4 6 8 10 12
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Skalowanie do rozmiardéw fizycznych

Rozwigzanie opisujg wzory:

h(r) = hc wa(r/A),  p(r) = pc wa(r/A)"

gdzie skalowanie opisuje kombinacja o wymiarze dtugosci:

= c n . hC
- N arGpe  \| 4nGpc

Wielko$¢ 1/4/Gp ma wymiar czasu, natomiast ¢ to predkosé
,dZwieku”, obie liczone dla wartosdci w centrum ,gwiazdy”.
Strukturalnie wzér na A wyglada identycznie jak wzér na
dtugosé Jeansa.
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Masa i promien

Promien gwiazdy R opisuje przeskalowane pierwsze miejsce
zerowe funkcji Lane-Emdena, natomiast masa gwiazdy M
zalezy od pochodnej funkcji w miejscu zerowym.

Oznaczmy:

xp — miejsce zerowe funkeji Lane-Emdena,

w) (xp) — nachylenie funkcji w miejscu zerowym.

R=MXXxo
M = 4mpc)3 (- xow! '(x0))
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Przyktady struktury dla zadanego R i M

Jezeli znamy mase M i promienn R obiektu, oraz potrafimy
obliczy¢ indeks n réwnania stanu materii z ktdrej jest
zbudowany, to znamy strukture wewnetrzna:

M r n X0
p(r) = %WRT)’ Whp (EX()) <—3X1>

_X _ pC
3x1 p

Wielkosé:

gdzie: pc — gestos$é centralna (w Srodku), p = M/ (%TI'R3) -
gestodé $rednia, nazywamy kontrastem gestosci.
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Przyktady struktury dla zadanego R i M

100&;
AN — n=0
= 0.1 .
Q — n=2
1074 n=3
— n=4
107 ‘ -

00 02 04 06 0.8 1.0

r'R
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Przyktady struktury dla zadanego R i M

2001

150 |+
< 100,

50+

o —n L L
00 02 04 06 038

r'R
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Przyktady struktury dla zadanego R i M

— n=0
— n=1
— n=2

n=3

— n=4

— n=5

r'R
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Przyktady struktury dla zadanego R i M
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Chcesz wiedzieé¢ wiecej?

WOULD 90U LIKE TO KNOW MERE 2

Seminarium Astrofizyczne, kazda $roda 12:30, A-1-08
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