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Rownowaga hydrostatyczna
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Wzér barometryczny

Réwnanie réwnowagi hydrostatycznej ptynu w jednorodnym polu
grawitacyjnym o natezeniu g w jednym wymiarze:

dp
= = = 1

gdzie: p(h) — zalezno$¢ cisnienia od wysokosci h, p(h) — gestosé, g
— przyspieszenie grawitacyjne.

Aby problem stat sie rozwigzywalny, potrzebujemy dodatkowego
réwnania wigzacego dwie niewiadome funkcje p(h) oraz p(h).
Nazywamy ja réwnaniem stanu (ang. Equation Of State), w
skrécie EOS.

A0 » 4F»r A« E»
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Rdéwnanie stanu

Réwnanie stanu, zapisywana zwykle jako abstrakcyjna algebraiczna
funkcja np: p = p(p) zalezy w ogdlnosci od temperatury i sktadu
~chemicznego” /jonizacji. Astrofizycy postuguja sie kilkunastoma
réznymi réwnaniami stanu. Najwazniejsze to:

o gaz doskonaty, pV = NkT

Wymiarem [kT] jest energia, wymiarem cisnienia [p] jest gesto$¢ energii.

@ gaz fermionowy, np: elektronowy

@ gaz bozonowy, np: fotonowy

@ politropowe réwnanie stanu p = Kp?, ~v=1+ %

o r. Van der Waalsa (p +3p%)(1/p—1/3) = 8T

W realistycznych obliczeniach EOS ma postaé sporych rozmiaréw
tablicy liczb, ktéra podlega interpolacji. Wartosci s3 miksem

«CO» «F>r « >
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Réwnanie stanu gazu doskonatego

pV = NkT

p — ci$nienie, V — objetos¢, N - liczba czasteczek gazu,
k = 1.380662 - 1023 J/K — stata Boltzmana, T — temperatura w skali
bezwzglednej (w Kelwinach)
Interesuje nas sprowadzenie EOS do postaci p = f(p). Korzystamy z
réwnosci:

masa gazu = pV =N m

gdzie: m — masa jednej czasteczki gazu, p — gestosc.

th.if.uj.edu.pl/“odrzywolek/ andrzej.odrzywolek@uj.edu.pl A&A Wyktad 6


http://th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/

Wzér barometryczny: rozwiazanie

Korzystamy z izotermicznego réwnania stanu:

dp_dp(p)dp _ >,
ah = “ap an PP

i otrzymujemy proste rownanie rézniczkowe:

/
22 -
P

—8
Poniewaz p’/p = (In p)’ dostajemy:

W mgh

Inp = —g/c2 h+ const,— p(h) = pot'f_‘izr = poe T
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Atmosfera Ziemi

Rozktad gestosci/ci$nienia zapisuje sie zwykle z uzyciem skali
wysokosci atmosfery H:

Cs

2
p(h) = po e ", gdzie: H = Re (7)
I

vi = 1/ GMg/Rg to pierwsza predkos$¢ kosmiczna.
Aby wyznaczy¢ konkretng numeryczng warto$¢ wspoétczynnika H,
musimy znac:

Q sktad ,chemiczny” atmosfery

1 3 \ o tlen O 0 argon A

@® my ~ 14m, ~ 14my, skfad izotopowy to gtéwnie (99.6%
14N, interesuje nas my, ~ 28mp, m, - masa protonu

@ standardowa temperatura T = 288.15K = 15° C

< [ P AEPr A=
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Atmosfera Ziemi

Rozktad gestosci/ci$nienia zapisuje sie zwykle z uzyciem skali
wysokosci atmosfery H:

Cs

2
p(h) = po e ", gdzie: H = Re (7)
I

vi = 1/ GMg/Rg to pierwsza predkos$¢ kosmiczna.
Aby wyznaczy¢ konkretng numeryczng warto$¢ wspoétczynnika H,
musimy znac:

@ mase m czasteczki kazdego ze sktadnikéw atmosfery

@ standardowa temperatura T = 288.15K = 15° C

< [ P AEPr A=

th.if.uj.edu.pl/“odrzywolek/ andrzej.odrzywolek@uj.edu.pl A&A Wyktad 6


http://th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/

Atmosfera Ziemi

Rozktad gestosci/ci$nienia zapisuje sie zwykle z uzyciem skali
wysokosci atmosfery H:

2
p(h) = po e ", gdzie: H = Re (%)
I

vi = 1/ GMg/Rg to pierwsza predkos$¢ kosmiczna.
Aby wyznaczy¢ konkretng numeryczng warto$¢ wspoétczynnika H,
musimy znac:

©Q temperature

@® my ~ 14m, ~ 14my, skfad izotopowy to gtéwnie (99.6%
14N, interesuje nas my, ~ 28mp, m, - masa protonu

o
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Wzér barometryczny vs atmosfera standardowa
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Wzér barometryczny vs atmosfera standardowa
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Réwnanie réwnowagi hydrostatycznej jest na ogét nieliniowe:
ldp
pdx &

Czy istnieje taka funkcja termodynamiczna, dla ktérej powyzsze
réwnanie mozna zapisac¢ jako:
d?
o
Taka funkcja musi spetnia¢ réwnanie:
dh 14 d, d
@ _z L, =P =f_p
dx pdx p

—8
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Réwnowaga hydrostatyczna cieczy niescisliwe]

W przypadku réwnowagi cieczy niescisliwej z p = const (np: wody)
réwnanie staje sie szczegdlnie proste:

do _

dx pgh — p=po+ pgh

gdzie tym razem h oznacza gteboko$¢ pod powierzchnig cieczy.
Wynik jest réwnowazny naciskowi spowodowanemu ciezarem stupa
cieczy o wysokosci h.

W przypadku planet pozbawionych statej powierzchni przejscie od
atmosfery do oceanu staje sie ciagte. Aby je opisa¢ nalezy uzy¢
bardziej realistycznego réwnania stanu np: Van der Waalsa.
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Réwnowaga hydrostatyczna: przypadek ogdlny

W przypadku gdy pole grawitacyjne nie jest sferycznie
symetryczne, np: w uktadzie podwdjnym gwiazd, wyprowadzenie
jednowymiarowe nie jest zadowalajace. Dla dowolnego elementu
ptynu o objetosci V' otoczonego powierzchnig S warunek

réwnowagi ma postac
J pdS = J pg dV
5 v

Aby obliczy¢ catke po lewej stronie mnozymy ja przez dowolny staty wektor r:

ﬁ-j pd“5=f ﬁ'pd_:Szj V (7ip) dV=f (Vﬁ)p+r’1’~VpudV=r’7’~J Vp udV
S S \ \ \

Opuszczajac dowolny wektor 7 oraz catki otrzymujemy ostatecznie:

Vp = pg ()

A0 » 4F»r A« E»
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Réwnowaga hydrostatyczna w przypadku ogdlnym

ﬁp =pg = —pﬁd)g (32)

/
Ad, = 47Gp lub o, = —Gf |fg 2/| a3 (3b)

p=pp,...) (3¢c)
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Sferyczna symetria

Praktyka pokazuje, ze w astrofizyce z obliczeniami, ktére nie
zaktadajg symetrii sferycznej spotykamy sie niezwykle rzadko!

th.if.uj.edu.pl/“odrzywolek/ andrzej.odrzywolek@uj.edu.pl A&A Wyktad 6


http://th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/

Sferyczna symetria

Praktyka pokazuje, ze w astrofizyce z obliczeniami, ktére nie
zaktadajg symetrii sferycznej spotykamy sie niezwykle rzadko!

Assume a spherical cow of uniform density.
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Sferyczna symetria

Praktyka pokazuje, ze w astrofizyce z obliczeniami, ktére nie
zaktadajg symetrii sferycznej spotykamy sie niezwykle rzadko!

...while ignoring the effects of gravity.

th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/ andrzej.odrzywolek@uj.edu.pl A&A Wyktad 6


http://th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/

Sferyczna symetria

Praktyka pokazuje, ze w astrofizyce z obliczeniami, ktére nie
zaktadajg symetrii sferycznej spotykamy sie niezwykle rzadko!

...in a vacuum.

CAN'T,
BREATHE .

bastard theoretical physicists

How do you sleep at night?
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Lista obiektéw sferycznie symetrycznych w astrofizyce

Obiekty, dla ktérych zatozenie o sferycznej symetrii zwykle jest
uzasadnione lub przynajmniej przydatne:

© planety, planety kartowate, duze ksiezyce

© wiekszos¢ gwiazd

© gwiazdy neutronowe, biate karty, czarne dziury
© gromady kuliste gwiazd

Q gromady galaktyk, pustki (?)

Obiekty, dla ktérych zatozenie o sferycznej symetrii jest
nieuzasadnione:

Q galaktyki spiralne

2)
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Kulisto$¢ planetoid

@ z obserwacji wiemy, ze wszystkie dostatecznie duze ciata
niebieskie przyjmuja ksztatt kulisty

o dla ciat ptynnych (gazowych, ciektych) jest to oczywiste

@ co w przypadku ciat skalistych, metalicznych, sypkich itp?

Rozwazmy pionowy ,walec” o wysokosci h i gestosci p ustawiony
na powierzchni kuli o promieniu R i gestosci p. Maksymalna
wysokos¢ walca, powyzej ktorej ulegnie trwatej deformacji lub

Zniszczeniu to:
_ Ocrit  Ocrit

hmax _

pg  3mGp?R

gdzie or to wytrzymato$é materiatu na Sciskanie. Definiujemy
warunek krytyczny (7 ~ 3) na sferyczno$¢ jako hmax < R:

O P <P 42>
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Réwnowaga hydrostatyczna: przypadek sferycznie

symetryczny

Réwnanie rownowagi hydrostatycznej jest formalnie identyczne jak
w statym polu:

dp
ale teraz g jest funkcja r:
Gm(r)
g(r) = 2

Mase zawarta w kuli o promieniu r mozna fatwo obliczy¢:
r
m(r) = 47TJ pr dr
0

Zrézniczkowanie powyzszej catki daje tzw. réwnanie ciggfosci:

d
d_r:r =47rr2p
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Réwnowaga hydrostatyczna: uktad réwnan

dp Gmp

E — r2 (43)

dm

e 4rre p (4b)
p=p(p) (4<)

Warunki poczatkowe:

cie matematycznego rozwiazania ukfadu

Warunek brzegowy (obci
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Réwnowaga hydrostatyczna: wersja Lagrange'owska

W astrofizyce bardzo czesto uzywa sie jako zmiennej radialnej
masy zawartej wewnatrz sfery o promieniu r.

dp Gm

dm = " anrs (52)

dr 1

dm ~ 4rr2 p (56)
p=p(p) (5¢)

W ukfadzie powyzej niewiadomymi sg funkcje r(m), p(m), p(m),
natomiast masa m gra role zmiennej niezaleznej.

Opis w zmiennej niezaleznej r nazywamy czesto Eulerowskim,
natomiast opis w zmiennej m Lagranzowskim.

«O> «F > «E»
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Przyktad 1: stata gestosé

Jeden z najprostszych mozliwych przypadkéw zaktada ze
p(r) = po = const:

1 dp Gm 4 4
%EZ_W’ m=§7rr Po

Po uproszczeniu réwnanie sprowadza sie do:

dp 4 5
- —§7TGp0 r

z rozwigzaniem:
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Przykfad 2: sfera izotermiczna

Robimy dwa zatozenia:
Q@ izotermiczne (liniowe) réwnanie stanu p = c2p
Q profil gestoéci ma postaé potegowa: p(r) = A r*, gdzie A, A
wyznaczymy z réwnan réwnowagi hydrostatycznej
Wynik: , ,
o) = 5B, mir)= 2 s
Jest to przyktad réwnania osobliwego w centrum (p — @) o
nieskonczonej masie catkowitej. Uzywa sie go m.in. w modelowaniu
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Przyktad 3: kwadratowe réwnanie stanu

Robimy dwa zatozenia:

© kwadratowe rownanie stanu p = K,o2

@ profil gestosci ma postaé: p(r) = f(r)/r
Po zrézniczkowaniu réwnania réwnowagi i skorzystaniu z réwnania
ciggtosci, rbwnanie upraszcza sie do:

F + 27;<G f=0

czyli réwnania oscylatora harmonicznego. Rozwigzanie ogdlne to:
2rG 2rG
asiny/ <7 r+bc051/ T

Czesé¢ z kosinusem odrzucamy, bo p — oo i otrzymujemy:

p(r) =
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Przyktad 4: réwnanie stanu Van der Waalsa

Wyrazajac cisnienie, gestosé i temperature w jednostkach
krytycznych, réwnanie stanu przyjmuje postac:
S5

2
3 7 —3p".
3

p(p) = I
)

Dla p « pyryt I T » Tyyyt réwnanie przechodzi w r. gazu

8 Tp.

doskonatego:
plp) =3

Dla P — 3pkrytv (p) — 0.
< 1 istnieje obszar gdzie p’(p) < 0 i nalez

Dla & <« -
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Rownanie stanu Van der Waalsa, T/Ty=7/8

P/Pkryt
2.0

1.5
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