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Kulisto$¢ planetoid

@ z obserwacji wiemy, ze wszystkie dostatecznie duze ciata
niebieskie przyjmuja ksztatt kulisty

o dla ciat ptynnych (gazowych, ciektych) jest to oczywiste

@ co w przypadku ciat skalistych, metalicznych, sypkich itp?

Rozwazmy pionowy ,walec” o wysokosci h i gestosci p ustawiony
na powierzchni kuli o promieniu R i gestosci p. Maksymalna
wysokos¢ walca, powyzej ktorej ulegnie trwatej deformacji lub

Zniszczeniu to:
_ Ocrit  Ocrit

hmax _

pg  3mGp?R

gdzie or to wytrzymato$é materiatu na Sciskanie. Definiujemy
warunek krytyczny na sferyczno$é jako hpax < R:

O P <P 42>
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Réwnowaga hydrostatyczna: przypadek sferycznie

symetryczny

Réwnanie rownowagi hydrostatycznej jest formalnie identyczne jak
w statym polu:

dp
ale teraz g jest funkcja r:
Gm(r)
g(r) = 2

Mase zawarta w kuli o promieniu r mozna fatwo obliczy¢:
r
m(r) = 47TJ pr dr
0

Zrézniczkowanie powyzszej catki daje tzw. réwnanie ciggfosci:

d
d_r:r =47rr2p
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Réwnowaga hydrostatyczna: uktad réwnan

dp Gmp

E — r2 (13)

dm

e Amre p (1b)
p=p(p) (1c)

Warunki poczatkowe:

obciecie matematycznego rozwiazania uktadu

Warunek brzegow
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Réwnowaga hydrostatyczna: wersja Lagrange'owska

W astrofizyce bardzo czesto uzywa sie jako zmiennej radialnej
masy zawartej wewnatrz sfery o promieniu r.

Q Gm

dm ~ 4rrt (22)

dr 1

dm ~ 4rr2 p (26)
p=p(p) (2¢)

W ukfadzie powyzej niewiadomymi sg funkcje r(m), p(m), p(m),
natomiast masa m gra role zmiennej niezaleznej.

Opis w zmiennej niezaleznej r nazywamy Eulerowskim, natomiast
opis w zmiennej m Lagranzowskim.

A0 » 4F»r A« E»
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Przyktad 1: stata gestosé

Jeden z najprostszych mozliwych przypadkéw zaktada ze
p(r) = po = const:

1 dp Gm 4 4
%EZ_W’ m=§7rr Po

Po uproszczeniu réwnanie sprowadza sie do:

dp 4 5
- —§7TGp0 r

z rozwigzaniem:
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Przykfad 2: sfera izotermiczna

Robimy dwa zatozenia:
Q@ izotermiczne (liniowe) réwnanie stanu p = c2p
Q profil gestoéci ma postaé potegowa: p(r) = A r*, gdzie A, A
wyznaczymy z réwnan réwnowagi hydrostatycznej
Wynik: , ,
o) = 5B, mir)= 2 s
Jest to przyktad réwnania osobliwego w centrum (p — @) o
nieskonczonej masie catkowitej. Uzywa sie go m.in. w modelowaniu
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Przyktad 3: kwadratowe réwnanie stanu

Robimy dwa zatozenia:

© kwadratowe rownanie stanu p = K,o2

@ profil gestosci ma postaé: p(r) = f(r)/r
Po zrézniczkowaniu réwnania réwnowagi i skorzystaniu z réwnania
ciggtosci, rbwnanie upraszcza sie do:

F + 27;<G f=0

czyli réwnania oscylatora harmonicznego. Rozwigzanie ogdlne to:
2rG 2rG
asiny/ <7 r+bc051/ T

Czesé¢ z kosinusem odrzucamy, bo p — oo i otrzymujemy:

p(r) =
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Politropowe réwnanie stanu

p=Kp' =Kp*

~ — wyktadnik politropy, n — indeks politropy

@ n — o0, v = 1 — izotermiczne réwnanie stanu
6

@ n=05, v =g — wartos¢ graniczna pomiedzy skonczonymi a
nieskonczonymi rozwigzaniami (sfera Plummera)

on=3v= % — model ,Stonca”, relatywistyczny gaz
zdegenerowany

o n=3/2~v= g — nierelatywistyczny gaz zdegenerowany

o n=1, y=2- gwiazda konwektywna

o n— 0, v — o0 — przypadek statej gestosci
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Politropowe réwnanie stanu: wzory

H ~ — wyktadnik politropy ‘ n — indeks politropy

ciénienie p=Kp’ p=Kptts

entalpia wtasciwa
h=(H/V)/p h= 5 pr? h=K(n+1)p!/"

predkos¢ dzwieku
2 = dp/dp 2 = Kyp'~! 2 = K(L+ 2)pl/"
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Réwnanie rownowagi dla entalpii

Woeczesniej pokazali$my, ze uzycie entalpii wtasciwej Vh = Vp/p
upraszcza réwnania.

% Vh=-Vb, (3a)

Ad, = 471G p (3b)
Pierwsze réwnanie mozna scatkowac:
h + &g = const (4a)

Ady =4nGp (4b)
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Réwnanie Lane-Emdena

Po wyprowadzeniu wzoru na entalpie gazu politropowego, otrzymujemy:

K K
Ah+47Gp=0, h(p)= —Lpr—t = 27 ,un
v—1 v—1

do ostatecznie daje jedno réwnanie rézniczkowe:
—1\"
Ah + 475G (7—) A =0
Ky

Operator Laplace’'a we wspétrzednych sferycznych na postac:

an— 19 <r2dh

_ d’h  2dh
dr

T dr2 | rdr
Standardowa postaé otrzymamy dokonujac réwnoczesnej zamiany zmiennej radialnej r

i funkcji niewiadomej h:
h(x) = hew(x), r=Ax
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Funkcje Lane-Emdena

Réwnanie:

w warunkami poczatkowymi w(0) = 1, w’(0) = 0 definiuje rodzine
funkgji specjalnych wy(x).

Pewne wyobrazenie o przebiegu funkcji w, daja trzy znane
rozwigzania symboliczne:

edlan=0
%2
W():l_g
odlan=1 .
sin x
wp = ——

40r «Fr o« = DA
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Funkcje Lane-Emdena: wykresy

n=0,1/2,1,...6

1'{@(X)
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Skalowanie do rozmiaréw fizycznych

Rozwigzanie opisuja wzory:

h(r) = hc wa(r/X), p(r) = pc wa(r/A)"

gdzie skalowanie opisuje kombinacja o wymiarze dtugosci:

\ = c n . hC
~ NanGpe '\ 47Gpc

Wielko$¢ 1/4/Gp ma wymiar czasu, natomiast c¢s to predkosé
,dzwieku", obie liczone dla wartosci w centrum ,,gwiazdy"” .
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Masa i promien

Promien gwiazdy R opisuje przeskalowane pierwsze miejsce zerowe
funkcji Lane-Emdena, natomiast masa gwiazdy M zalezy od
pochodnej funkcji w miejscu zerowym.

Oznaczmy: xp - miejsce zerowe funkeji Lane-Emdena, w),(xp) —
nachylenie funkcji w miejscu zerowym.

R=XXxp
M = 47rpc)\3 (—xgw,',(xo))
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Przyktady struktury dla zadanego R i M

Jezeli znamy mase M i promien R obiektu, oraz potrafimy obliczy¢

indeks n réwnania stanu materii z ktérej jest zbudowany, to znamy
strukture wewnetrzna:

Wielkos¢:
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Przyktady struktury dla zadanego R i M
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Przyktady struktury dla zadanego R i M

200;

150 [
= _ — n=1
g 100° |

i n=3
50¢ 1l — n=4
—— n=5
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Przyktady struktury dla zadanego R i M

N
o

15; 1 o
= — n=1
ket 10 1 —n=2

I ] n=3

Sr 1 — n=4
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Przyktady struktury dla zadanego R i M
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Politropowy model Ziemi vs PREM
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Pomiar masy Ziemi

Dygresja: jak zmierzy¢ mase Ziemi lub innych obiektéw
astrofizycznych?

Wartos¢ iloczynu GM, wystepujaca np: w prawie Keplera, jest
wyznaczana z duza doktadnoscia:

GMg = 3.986004415 + 0.000000008 x 10 m3/s?

Nie jest natomiast mozliwe wyznaczenie w pomiarach
astronomicznych osobnych wartosci dla G i Mg.
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Politropowy model Stonca vs SSM

p [glcm?]
150F
100+ — n=3
n=3.25
— n=35
50
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Politropowy model Stonca vs SSM

p [g/cm?]
100F :
] \
— n=3
0.017 n=3.25
1 0_4 L — n=3.5
1076t
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Politropy: zaleznos¢ masa-promien

Rozwigzmy ukfad réwnan:

M = 4x)\3pc (—xgw,',(xo))

R=A
S (5)
A2 = _hc

4rGpc

he = K(n+1)pd"

Ostatnie réwnanie eliminuje h¢, z drugiego bierzemy \. Zostaja
dwa réwnania taczace M, R i pc. Po wyeliminowaniu gestosci
centralnej pc pozostaje skomplikowany wzér taczacy promien R i
mase M ciata:
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Politropy: zaleznos¢ masa-promien

Pomijajac czynniki zalezne tylko od réwnania stanu, t.j. K i n,
mamy:
n—1
R oc Mn=3

o dla n < 1 promien ciata R rosnie przy doktadaniu masy M
o dla n = 1 promien ciata R jest staty, niezaleznie od masy M
o dla 1 < n < 3 promien ciata maleje przy doktadaniu masy M

o dla n = 3 masa ciata M = const, i zalezy wytacznie od
réwnania stanu (statych fizycznych); w przypadku
relatywistycznego zdegenerowanego gazu elektronowego
nazywamy ja masq Chandrasekhara
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One-zone model

Dane jest réwnanie réwnowagi hydrostatycznej:

dp _ _ Gmp
dr r2

Przyblizamy gradient ci$nienia:

b B pR)-pO) __pc
dr — Ar R—-0

i analogicznie prawa strone:
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One-zone model vs polytropic model

W modelu politropowym:

R R 3 X0
/ hc /
= —xow,(x0) 47TGPC47TGPC = —xow,(x0) hc =

— —xoWj(x0)(n +1)
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One-zone | Politropa

pc — GM | pc _ ¢ GM
pc R pc nm R ’
Cn:

 xow/,(x0)(n + 1)
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