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Ograniczony, ptaski, kotowy problem trzech ciat

Zatozenia:

© masy m oraz M kraza wokét sSrodka masy po okregach, czyli
ze stata predkoscia katowa
@ trzecia masa p jest pomijalnie mata u <« m,u <« M

© ruch odbywa sie wytacznie w ptaszczyznie orbitalnej mas m i
M

© tradycyjnie, przechodzimy do uktadu nieinercjalnego w ktérym
masy m i M s3 nieruchome

Q przyktady:
o M —> Mgy, m— Mg, p — Mc
o M — Mg, m — Mg, i — sonda kosmiczna, np: Apollo
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Szkic sytuacji
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Ruch w uktadzie srodka masy

M .
m= M{R coswt, R sinwt} (1a)
m ,
M= M{R coswt, R sinwt} (1b)
G(m+ M)
w2 = T (1C)
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Ruch masy probnej ;4 w polu mas m, M

Wypisujemy réwnania Newtona, zaktadajac, ze pozycje mas mi M
sg zadane z gory.

_Gpm(x = xm(t))  GuM(x = xm(t))

px = (2a)
m rw

. Gum(y — ym(t GuM(y — t

Ly = H (y3 ym(t)) Gu (y3 ym(t)) (2b)
e ram
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Przejscie do obracajacego sie uktadu

Dokonujemy zamiany funkcji niewiadomych:

(5~ (e 22)- ()
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Ruch w obracajacym sie uktadzie odniesienia

% X AoV Gm(X — 52=R) _ GM(X + 32=R) :
VX = R+ YT X+ 2R + Y2

(3a)
G vk GmY _ GMY 3
VX = R+ Y X+ gEERZ + Y2

(3b)

R=w?’lR—-2wxR+g  R={X(t),Y(t)} (3¢c)

o w?R - przyspieszenie odérodkowe
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Punkty Lagrange'a

Okazuje sie, ze powyzszy uktad réwnan posiada az 5 rozwiazan
statych, t.j. opisujacych mase probna spoczywajaca w uktadzie
obracajacym sie.

Zaktadajac, ze R=R=0, otrzymujemy uktad 2 réwnan
algebraicznych:

w’R+g=0,
M
\/(X__MA—I/-I +Y2 \/(X+M+m 2+ Y2
(4a)
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Kolinearne punkty Ly, Ly, L3

Zaktadajac, ze Y = 0 otrzymujemy réwnanie na punkty lezace na
linii taczacej masy m i M:

DX = + Gm GM

o+ + —
(Xi = R)2 — (Xi + R )?

i=1,2,3

Znaki + biora sie z wyrazen typu:

x
E
=

@ powyzsze réwnanie jasno pokazuje rownosc¢ sit odsrodkowe; i
grawitacyjnej
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Uproszczenie réwnania na wspéfrzedne punktow Ly, Ly, L3

Q podstawienie w? = w pozwala skréci¢ G
@ zmiana jednostek dtugosci X; = (;R pozwala na pozbycie sie
R
© wprowadzenie stosunku mas g = m/M dodatkowo upraszcza
réwnanie
(1+9)q l+gq

= Iarcrcar T EC gt ca?

gdzie wyrazenie typu +x2 nalezy rozumie¢ jako
+x2 = x|x| = x?sign (x).
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Punkty L;, Ly, L3: rozwigzanie

¢*(q+1)* ~2¢* (q—1)(g+1)° +¢% (g+1)° (6" —4q+1)—¢*(¢* 1)+ ¢ (24" +44° +5¢° +49+2) " —¢* +q+1 = 0

Rozwigzanie powyzszego typu réwnania nie przedstawia trudnosci
dla programu Mathematica. Wynik jest w postaci definiowalnej
liczby algebraicznej Root.

o wynik musi by¢ niezmienniczy na zamianeg m < M, czyli
q—1/q
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th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/ andrzej.odrzywolek@uj.edu.pl A&A Wyktad 3 - Zagadnienie 3 ciat


http://th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/

r’'R

th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/ andrzej.odrzywolek@uj.edu.pl A&A Wyktad 3 - Zagadnienie 3 ciat


http://th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/

th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/ andrzej.odrzywolek@uj.edu.pl A&A Wyktad 3 - Zagadnienie 3 ciat


http://th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/

m/M=81
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Punkty L4 [ L5

Bardzo ciekawym faktem, jest istnienie dwéch punktéw
stacjonarnych, tworzacych tréjkat réwnoboczny z masami m i M.
Znajomos¢ tego faktu pozwala od razu wypisaé ich wspotrzedne:

1m—-—M \/3
Mas = o™ Ys =R

2

o fakt ten jest nieintuicyjny

o jeszcze bardziej zaskakuje stabilnos¢ pozycji Ls 5 przy
odpowiednim stosunku mas g = m/M

powyzsze wiasnosci maja istotne znaczenie astrofizyczne oraz
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Region Hilla, obszar Roche’'a

XX = w?XX +20Y X + gxX (5a)
YY =YY —20wXY +gyY (5b)
Dodajac powyzsze réwnania, skracajac wyrazy z przyspieszeniem
Coriolisa i catkujac po t otrzymujemy:
1o v 1 5y 2
S (K24 V2) = 2w (X2 + Y2 — (X, Y) = E
Poniewaz energia kinetyczna 1 <X2 + Yz) musi by¢ nieujemna,
ruch jest dozwolony tylko w obszarze okreslonym nieréwnoscia:

1
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Region Hill'a: przyktad 1
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Region Hill'a: przyktad 1
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Zaburzona elipsa, strukturalnie stabilna
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Zaburzona elipsa, strukturalnie stabilna
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Zaburzona elipsa, strukturalnie stabilna
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Zaburzona elipsa, wyrzucenie z uktadu
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Zaburzona elipsa, wyrzucenie z uktadu
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Zaburzona elipsa, wyrzucenie z uktadu
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Ruch w poblizu
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Ruch w poblizu
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Ruch w poblizu mas mi M
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Stabilnos¢ punktow Lagrange’a: ewidencja numeryczna

Ewidencja numeryczna pokazuje, ze mozliwa jest sytuacja stabilna

i niestabilna.
0.95}
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Stabilno$¢ punktéw Lagrange'a: ewidencja numeryczna

Ewidencja numeryczna pokazuje, ze mozliwa jest sytuacja stabilna
i niestabilna.
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Stabilnos¢ punktéw Lagrange'a: wyprowadzenie

W réwnaniach ruchu podstawiamy:

X(t) = % x;z +ex(t) (63)
Y(t) = ?R +ey(t) (6b)

a nastepnie rozwijamy w szereg potegowy wzgledem €. Interesuja
nas czfony przy €, ktére utworza uktad réwnan rézniczkowych
liniowych:

3, 3V3,m-M
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Stosujemy standardowa procedure dla réwnan liniowych:
x = AeM,  y = Be*t

i otrzymujemy algebraiczny uktad réwnan liniowych:

A2 32 ~ 2 + PAmoMS < A > i
3v3(m—M)w? 2 _ 9u? ‘\B )
2hwo+ R 28
Wyznacznik macierzy powyzej daje réwnanie charakterystyczne:
271 G*mM
42,2 4
AT+ ANw -

|

Definicja niestabilnosci

Uktad jest wyktadniczo niestabilny w rezimie liniowym, gdy co
najmniej jedna wartos¢ wtasna posiada czes¢ rzeczywisty wieksza
od zera:

A 202+ ng mii

ANeC
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Rozwiazanie zagadnienia stabilnosci: 2 sposoby

@ tradycyjnie: liczymy delte r. dwukwadratowego i sprawdzamy kiedy jest réwna
zero (do przeliczenia na tablicy lub w domu)
@ stosujac algorytm eliminacji kwantyfikatoréw:

e zapisujemy szczegbtowo warunki jakie maja spetnia¢ wartosci
wiasne i parametry: czy s3 rzeczywiste/ zespolone, wieksze od
zera, ile ma ich by¢, czy maja by¢ rézne, itp. itd. za pomoca
operacji przynalezenia do zbioru, réwnosci i nieréwnosci oraz
kwantyfikatoréw 3 i V

@ powyzsze wymaga starannosci i pomystowosci

o uruchamiamy algorytm: w Mathematice jest to Resolve
(mozna uzy¢ Reduce)

o uszczegdtawiamy wynik recznie lub za pomoca Refine

Obszar niestabilnosci:
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Czas Lyapunowa

Czas narastania niestabilno$ci, tzw. czas Lyapunowa 7 lub e-folding
time to odwrotnos¢ najwiekszej z dodatnich statych A. Zalezy od
tego, jak daleko jesteSmy od punktu krytycznego. W powyzszym
przypadku A osigga maksimum dla m = M:

/ 1
Amax = W 3\76 —1, 7= N = 0.12 T

Rzeczywisty czas opuszczenia miejsca niestabilnosci zalezy od tego,
jak precyzyjnie ustalimy warunki poczatkowe. W praktyce szum
numeryczny wystarcza aby zapoczatkowaé narastanie
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Egzotyczne rozwigzania zagadnienia 3 ciat

Zagadnienie 3 ciat posiada bardzo bogaty zbiér nieoczekiwanych
rozwigzan:

@ orbita typu ,,podkowa”

@ ruch trzech ciat w wierzchotkach tréjkata réwnobocznego

@ ,gonitwa po ésemce”

1 2

R
_/

-
o
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Egzotyczne rozwigzania zagadnienia 3 ciat

Zagadnienie 3 ciat posiada bardzo bogaty zbiér nieoczekiwanych
rozwiazan:

@ ruch trzech ciat w wierzchotkach tréjkata réwnobocznego

Zobacz: http://butikov.faculty.ifmo.ru/Projects/Collection.html
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Egzotyczne rozwigzania zagadnienia 3 ciat

Zagadnienie 3 ciat posiada bardzo bogaty zbiér nieoczekiwanych
rozwiazan:

@ ,gonitwa po 6semce”

Zobacz: http://butikov.faculty.ifmo.ru/Projects/Collection.html
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Sity ptywowe

W przypadku masy punktowej, przyspieszenie grawitacyjne i
odsrodkowe réwnowaza sie. W przypadku ciata rozciggtego:

_ GM__GM _2GM
W=z~ @ T P

r

GM  GM
a=w?(R+r) = i——d3 r
Odejmujac stronami mamy:
3GM
ar ==t pE r

< [ P AEPr A=

th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/ andrzej.odrzywolek@uj.edu.pl A&A Wyktad 3 - Zagadnienie 3 ciat


http://th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/

Rozmiar katowy Stonca i Ksiezyca a ptywy

Rozwazmy ciato niebieskie o ksztatcie kulistym, ktére na niebie ma
rozmiary katowe «. Jaka bedzie pochodzaca od niego sita
ptywowa? 5

GM _ G4/3n(ad)? p _ ﬂwGp o,

d3 d3 3
gdzie p to $rednia gestosc.
Ksiezyc i Stonce maja te same rozmiary katowe (zaémienia!). Ich
gestosci $rednie to:

o po = 1408 kg/m?
o pc = 3344 kg/m3
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Granica Roche'a

Kiedy sita ptywowa stanie sie wieksza niz samograwitacja ciata?

3GM Gm
RE T2

Tradycyjnie, wynik zapisujemy za pomoca gestosci Srednich:
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Obszar Roche'a, wyptyw Roche'a

Nie nalezy myli¢ granicy Roche’a ze strefg Roche’a
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