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Teoria rotujacych figur réwnowagi
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Teoria rotujacych ciat: rotacja sztywna
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Klasyczna teoria rotujacych ciat

Zagadnienie struktury i ewolucji stacjonarnych (niezaleznych od czasu, ale z niezerowa
predkoscia), w szczegdlnosci ,rotujacych” samograwitujacych ciat bedziemy
rozpatrywac¢ zaczynajac od dwéch skrajnych przypadkéw:

@ obiekty o statej gestosci (klasyczna teoria figur réwnowagi)

Q obiekty niewazkie, o Sredniej gestosci dazacej do zera, poruszajace sie w polu

masy punktowej (model Roche’a)

Mozna pokazaé, ze w przypadku rotacji ze stata predkoscia katowa, ciata o rozktadzie
gestosci danym funkcjami Lane-Emdena (politropy) zachowuja sie jakosciowo
podobnie do powyzszych modeli gdy:

on<08(y=1+ % > 2.25 ) — jak ciafo o statej gestosci

o jak model Roche'a w przeciwnym przypadku
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Elipsoidalne figury réwnowagi

Ksztatt powierzchni obracajacego sie ciata o statej gestosci jest w zasadzie nieznany.
Okazuje sie, ze zaktadajac rotacje ,sztywna” (jednorodna)

Vv=Qxr, £ =const

z przyspieszeniem odsrodkowym & o potencjale od$rodkowym (centryfugalnym) &
1
i=Q°ré, b = 592(x2+y2)

jednym z rozwigzan jest elipsoida, dla ktérej znany jest wzér na potencjat grawitacyjny
(wewnatrz)

3
&g =7Gp Y. (a7 — A

i=1
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Elipsoida Maclaurina: warunek réwnowagi

Aby ciecz pozostawata w stanie stacjonarnym, suma sit grawitacyjnej i odsrodkowej,
musi by¢ wszedzie prostopadta do powierzchni, jak w ,wiadrze Newtona”

g+rQ%é& || VP
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Elipsoida Maclaurina

Okazuje sie, ze réwnanie réwnowagi mozna przepisa¢ w postaci réwnania elipsoidy:

gdzie:
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Elipsoida Maclaurina: €2, wymiary, moment pedu

Q/E{ 2tGp
5 -
0.3
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0.1

£=c/a
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Elipsoida Maclaurina: €2, wymiary, moment pedu

£=c/a

02 04 06 08 1.0
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Elipsoida Maclaurina: €2, wymiary, moment pedu

Obrot

£=c/a

02 04 06 08 1.0
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Elipsoida Maclaurina: podsumowanie

Elipsoidy Maclaurina tworza ciag obracajacych sie elipsoid obrotowych o stale
rosnagcym momencie pedu J.

o dla J = 0 figura réwnowagi jest kula
o dla J < Jc predkos¢ katowa elipsoidy rosnie, i ulega ona sptaszczeniu

o dla J = J. elipsoida Maclaurina osigga maksymalna mozliwa predkos$¢ katowa
(dla Ziemi, p ~ 5 g/cc, Topr >~ 15 minut)

2

27 Gp

~ 0.22, &~ 0.36767

o dalsze zwigkszanie momentu pedu powoduje jeszcze wigksze sptaszczenie, ale od
tego miejsca predkos¢ katowa Q2 maleje
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Elipsoida Jacobiego

Zanim jeszcze elipsoida Maclaurina
osiggnie maksymalna predkos$é katowa |
dochodzi do bifurkacji (spontanicznego '
ztamania symetrii) w kierunku tréjosio- ‘
ej elipsoidy Jacobiego.

e P NK D Kd
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Limity stabilnosci rotacyjnej

Uzywa sie kilku miar stopnia rotacji uktadéw samograwitujacych:
@ bezwymiarowa predkos$é katowa
Q2
X7 2nGp
o moment pedu J

o stosunek rotacyjnej energii kinetycznej E; do grawitacyjnej energii wigzania Eg

5o B
|Egl
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Analogia z modelem kroplowym jader atomowych

Warto przy okazji wspomnie¢ o réwnolegle rozwijanej analogicznej teorii rotujacej
cieczy z napigciem powierzchniowym.

@ motywacja model kroplowy jadra atomowego
@ odpychanie elektrostatyczne zamiast przyciagania
o napiecie powierzchniowe daje energie wiazania
Przyréwnujac energie napiecia powierzchniowego do grawitacyjnej dla jednorodnej kuli
mamy
— = —
R Gp

Dla wody napiecie powierzchniowe o ~ 0.072N/m co daje przewage sit samograwitacji
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Elipsoida Dedekinda (Ri

nna, Dirichleta)

Pole predkosci v (vx, vy, vz)ivx = =g Cy, vy = (1 —q) ( x,vz =0,

V xv=¢(_ez

Z réwnania elipsoidy wynika wektor normalny

22 2

G = 4 1=0 = VG = (2x/a%,2 y/b?,2 2/

ya)= 5+ =+ =5 —1=0->n= = (2x/a",2y/b",2 2/c")
a b @

Warunek, ze ciecz ,nie wyptywa” z elipsoidy, n - v = 0, daje

B2

=5 % l-—g= 50—
2+ 2452

Réwnania ruchu ,.elementu cieczy”— linii pradu:
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Model Roche'a

Zaktadajac, ze cata masa rotujacego obiektu jest skupiona w centrum, otrzymujemy
réwnanie powierzchni:

cM aF 192r2 = const = GM
Vr2+z2 2 P
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Fragmentacja kolapsujacych obiektéw

SCIEZKA MACLAURINA SCIEZKA ROCHE’A

@ ciato o prawie punktowym jadrze
o ciato o statej gestosci o kurczenie sie
o kurczenie sie o wyptyw materii z réwnika
o rozpad @ powstanie dysku
o fragmenty wchodza na: o jadro lub obiekty dysku wchodza
o - Sciezke Roche’'a na:

o - Sciezke Maclaurina o - $ciezke Roche'a

o - Sciezke Maclaurina
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Rotacja rézniczkowa
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Réwnania Eulera

o7 1.
Y (W)= -VP+ g (1a)
ot p

% | (p7) =0 (1b)

o 7) =

ot &

@ interesuja nas rozwigzania, dla ktérych predkos¢ v jest funkcja wytacznie
wspébtrzednych (nie zalezy od czasu)

Pochodna substancjonalna (operator vV)

dv(t,x(t),y(t),z(t)) oV dvdx dVdy  0Vdz

dt =%t " oxdt  oydt  ozat
—ﬂ+vg+vﬂ+vﬂ—ﬂ+< 6+V6+V6>_,
ot ox oy oz ot X0 ) ‘oz
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Réwnanie ,,Bernouliego” (Gromeki-Lamba)

Korzystajac z tozsamosci
e, 1_ 5 .
(vW)V = EVV —Vx (VxV)
réwnanie Eulera w przypadku stacjonarnym mozna przepisaé jako:
1, 2 =
V(h+¢g+5v )=V x(V x V).

Jezeli wyraz po prawej jest réwny zeru lub jest gradientem pewnej funkgcji,
otrzymujemy réwnanie Bernouliego
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»Czysta rotacja”

Jednym z przypadkéw, kiedy mozna wprowadzi¢ réwnanie Bernouliego jest tzw.
,Czysta rotacja”:
V(r,z,¢) = Q(r,z)r &.

W ogélnosci stacjonarne pole predkosci vV musi spetniaé réwnanie
rot(V X rotv) =V x (Vv x (V x V)) = 0.
Podstawienie czystej rotacji do powyzszego réwnania daje:

2rQ(r, z) % =0.
z

Przyktad pola predkosci, ktére nie jest rotacja, a spetnia powyzsze réwnanie,
znajdujemy w elipsoidach Dedekinda.
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Twierdzenie Poincare-Wavre

Grawitacja powierzchniowa (ang. effective gravity) G to suma natezenia pola
grawitacyjnego g i przyspieszenia odsrodkowego

G=g+rQ(r,2)?26. )
Dla samograwitujacego ciata w stanie stacjonarnym o czystej rotacji ponizsze zdania
s3 rébwnowazne:
(i) Rotacja jest cylindryczna: Q = Q(r).
(ii) Powierzchnie p = const and p = const pokrywaja sie.
(iii) Grawitacja powierzchniowa G ma potencjat

(iv) Wektor G jest prostopadty do izobar P = const (w szczegélnosci do powierzchni
P=p=0).

Obiekt spetniajacy powyzsze zatozenia nazywamy barotropa. Spetnia ona réwnanie
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Cyrkulacja potudnikowa
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Cyrkulacja potudnikowa
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Paradoks von Zeipela, rotacja 1D

Dotaczenie do opisu réwnowagi hydrostacjonarnej barotropy, réwnania na transport
energii daje ukfad réwnan ktéry jest sprzeczny. Sytuacje okreslamy jako paradoks von

Zeipela.
Sytuacja ta jest powszechnie ignorowana w astrofizyce, i modelowanie rotujacych

»,gwiazd” rozbija sie na 2 kategorie:
o rotujace barotropy z Q = Q(r), ktére sa w réwnowadze hydrostatycznej, ale nie
termicznej

o obiekty z rotacja powtokowa (ang: shellular rotation, 1D) z
Q = Q(m) = Q(+/r?2 + z2), ktére nie s3 w réwnowadze mechanicznej, ale s3 w
réwnowadze termicznej
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Pomimo bliskiego matematycznego pokrewiefistwa z rotujgcymi réznicowo gwiazdami, teorie dyskéw akrecyjnych rozpatruje sie osobno.
Réznice to:

o topologia typu torusa
e punktowa masa centralna w $rodku (np: czarna dziura)

e inne mechanizmy produkcji energii (np: tarcie)

W pierwszym przyblizeniu, réwnanie barotropy daje

h(r,z) = ho(\/r2 + z2) — &, + AC
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