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Maksymalna grawitacja w laboratorium i kosmosie

@ Znanym zagadnieniem jest maksymalne przyspieszenie grawitacyjne g
wystepujace w przyrodzie (biate karty, gwiazdy neutronowe)
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Maksymalna grawitacja w laboratorium i kosmosie

o Jeszcze inny problem to teoretyczny limit na mozliwe wartosci g (czarne dziury na
skali Plancka)
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Maksymalna grawitacja w laboratorium i kosmosie

o Celem referatu jest przedyskutowanie pomystéw na wygenerowanie najwigkszego
mozliwego natezenia pola grawitacyjnego g (ewentualnie sity Fy pomiedzy 2
ciatami) w warunkach laboratoryjnych
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Maksymalna grawitacja w laboratorium i kosmosie

o Motywacja jest usprawnienie pomiaréw statej grawitacyjnej poprzez uzycie
niestandardowej geometrii eksperymentu

m3

G=6.677x 10711 ——
s2kg

Dla poréwnania:
CODATA: G = 6.67430 £ 0.00015(10);
wynik Cavendisha z XVII wieku G = 6.74
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Maksymalna grawitacja: sferyczna symetria
Standardowe wzory

Dla jednorodnej kuli o promieniu R, i gestosci p, masa M = pV, V = %WRB czyli

GM 4

Whiosek

|| m
|
|
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Istniejg 2 ,sposoby” zwiekszania g

Q Scisna¢ mase M do mozliwie matego promienia R (proces ,naturalny”)

Q utworzyé mozliwie duza kule z materiatu o gestosci p (proces ,sztuczny”)
Oba procesy ultymatywnie prowadza do powstania czarnej dziury, dla ktérej definicja g
jest nietrywialna, ale daje wynik (surface gravity x) identyczny z newtonowskim:

A

_ 27TkBC
AGM -

==

g= Th).

o Zaréwno g, jak i temperatura Hawkinga/Horyzontu Ty sa odwrotnie
proporcjonalne do masy. Dla najciezszej supermasywnej czarnej dziury
M =66 x 10° Mg, g = 230 m/s?

o ,Doswiadczenie” g nie jest mozliwe, gdyz jedynym mozliwym ruchem w rejonie
horyzontu jest spadek swobodny neutralizujacy punktowo grawitacje

o Odczujemy natomiast sity ptywowe
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Maksymalna grawitacja: sferyczna symetria 4+ samograwitacja

Naturalne obiekty o duzym g sa wynikiem samograwitacji, czyli ulegaja kompresji pod
wtasnym ciezarem! Dotyczy to wytacznie obiektéw o rozmiarach astronomicznych np:

Q egzoplanety (Super-Ziemie) p ~ 50...100 g/cc; g =7
@ brazowe karty
O biate karty

© gwiazdy neutronowe
v

Powszechnie przytaczane nieporozumienie

.Lyzeczka materii neutronowej o gestosci p = 10'° g/cc na Ziemi wazytaby 5
miliardéw ton”
Powyzsze jest nonsensem, bo

o wysoka gesto$¢ materii neutronowej wynika gféwnie ze Scisniecia przez grawitacje

@ po ,wydobyciu” na zewnatrz materia wréci do naturalnej gestosci

@ neutrony w warunkach normalnych (P = 10° Pa, T=20°C) tworza jednoatomowy
gaz doskonaty, ktérego gestos¢ wynosi

Pmy,

p= = 0.04kg/m?

czyli podobnie jak dla wodoru. )
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Maksimum gestosci

1/3
1672 M p?
=G (7r9p>

Znane z duzej gestosci sa metale, uzywane w eksperymentach wyznaczajacych G

gestosé cena
zelazo p=T7.8T7g/cc, $ 162/t
miedZ p=8.96 g/cc, $8500/t
oféw p=11.30 g/cc, $2000/t
rte¢ (ciekta) p=13.69 g/cc, $2000/t
uran (zubozony) p =19.05 g/cc, $43k/t
wolfram p=19.25 g/cc, $30k/t
ztoto p=19.30 g/cc, $57M/t
platyna p=21.45 g/cc, $27M/t
iryd/osm p = 22.60 g/cc, $200M /t
has (pierwiastek 108) p=29.00 g/cc, 00, czas zycia 10 sekund
pojedynczy neutron p="T7.8x 10" g/cc ?, czas zycia 15 minut

Optacalnoéé cena/p? wskazuje na Fe, potem Hg, Pb, W, Cu, U. Metal mozna tez
,wypozyczy¢” lub potraktowac jako inwestycje.
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Geometria w eksperymentach G

W eksperymentach z G pragmatyka wygrywa z finezja:
@ Arystoteles, kamienne szesciany (eksperyment myslowy)
o Cavendish, XVIII wiek, otowiane kule
o Chrzanowski, 1940, stalowe walce

o eksperymenty wspétczesne: miedziany toroid o przekroju prostokata (zrédfo),
ptaski prostopadtoscian (wahadto torsyjne)

Czy istnieje ksztatt ktéry pozwoli zwiekszy¢ g powyzej generowanego przez typowe

zrodta?

%gdﬁ = 4nGM
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Geometria osiowa: nietrywialne wtasnosci

Przyktady potencjatéw pochodzacych od obiektéw 0, 1 i 2 wymiarowych sg znane. We
wspétrzednych cylindrycznych r, z, ¢

o punkt materialny

GM
¥p /21 2
o okrag o promieniu a
2GM K 4
o= (m) m=——2"___ (K — EllipticK)

™ /(a+7‘)2+z2’ (a+71)2+ 22

@ nieskonczenie cienki dysk o promieniu a

Pd = 251];/[ {”|Z|@(“*T) - \/m [E(m) + Z—T—: (%K(m) - %H(nym))} }

4
n= % (E — EllipticE, I — EllipticPi, © — HeavisideTheta /UnitStep)
a T
Wzory powyzej podano w k ji programu Math,
Dla powyzszych potencjatéw g — oo w niektérych punktach. J
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Ksztatt maksymalizujacy g — hipotezy

Korzystajac z potencjatu okregu lub/i dysku mozemy posktadaé dowolne ksztatty

osiowosymetryczne.
1.0,

04

0.5

-04 02 02 04 ~04




Objetos¢ V i potencjat grawitacyjny ¢ dowolnej figury osiowej posktadanej

z okregéw o promieniu a na wysokosci zg

5
2
V= 3% / Q(a)® cos a da

[NE

Q(a)
¢2oe(r, z,q,a) cosadg | da

——

o(r,z) = 2w

|
(VB
o
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Maksymalizowany wzgledem ,ksztattu” Q(«) funkcjonat (,dziatanie™)

/2 Q(a) /2
3
S =2r / / ¢?0.0(r, z,q,a) cosadg da £ X | V — 27 / % cos ada
—n/2 0 —/2

z ktérego mozna odczytaé ,funkcje Lagrange'a”

Q(a)
3
L= 20, (z, 2, q, @) cos adg + A v _9 cos a
272 3
0
Réwnanie Lagrange-Eulera:
oL d o

iz

9Q " dad0 "
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Ksztatt maksymalizujacy g przy statej objetosci V

Maksymalnag grawitacje w punkcie (0,0) generuje figura powstata przez obrét dookota
osi pionowej wykresu funkgcji zadanej we wspétrzednych biegunowych wzorem

Q(a) =2avsina, 0<a<

|

Witasnosci figury

objetos¢ V = %TFCLB,

dla 2a = V/BR objetos¢ figury jest identyczna jak kuli
o promieniu R,

warto$é g = -\j&% ~ 1.026 L,

sptaszczenie 33/4/\/5 ~ 1.61185 (ztoty podziat
z dokfadnoscia 0.4%)
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Ksztatt maksymalizujacy g przy statej objetosci V: komentarz

Komentarz

O wynik jest znany, byt m.in. zadaniem na Olimpiadzie Fizycznej, jest mozliwy do
uzyskania na poziomie licealnym (bez rachunku wariacyjnego) a takze
numerycznie

zysk wzgledem kuli (a takze innych prostych ksztattéw) jest znikomo maty: tylko
2.6% (!)

gdzie obiecane ,,prawie nieskonczone” g ?

dlaczego ksztatt maksymalny nie posiada zadnych ,kolcéw", jest idealnie gtadki ?

czy porzucenie zatozenia o symetrii osiowej lub gtadkosci/topologii rozwiazania
cokolwiek zmieni?

© 06060 O

w szczegdlnosci, czy ,zaostrzony” na brzegu cienki dysk wygeneruje g podobne
do nieskonczenie cienkiego dysku?
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Maksimum g w ptaszczyznie réwnikowej (symetrii)

Wydaje sie, ze problem mozna rozwigza¢ w zaleznosci od parametru g korzystajac z
identycznego funkcjonatu, ale po zamianie:

azﬂo(oa 07 q, a) = 830@0(7'07 07 q, Ot).

Powyzsza procedura produkuje nonsensowne wyniki, gdyz okazuje sie, ze

ekstremalnego ksztattu niedasie zapisa¢ we wspétrzednych biegunowych g, a.
v

Rozwiazanie uwiktane we wspétrzednych cylindrycznych r, z
1 (12 +2% = 13)E(k) — ((r —r0)? + 22) K (k) _
Tro ((r —7m0)2 4+ 22) v/ (r +710)2% + 22

—A
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Ekstremalna grawitacja réwnikowa
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Ekstremalna grawitacja réwnikowa
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Ekstremalna grawitacja réwnikowa




Ekstremalna grawitacja réwnikowa

Aby wyznaczy¢ ksztatt ekstremalny obliczamy numerycznie g(rg) poprzez triangulacje
zadanego f. uwiktana obszaru.
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Ekstremalna grawitacja réwnikowa

Aby wyznaczyé ksztatt ekstremalny obliczamy numerycznie g(ro) poprzez triangulacje
zadanego f. uwiktang obszaru.
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Ekstremalna grawitacja réownikowa: wynik

{1.01522, {r0 > 0.49954}}

1.00 rl'rn-‘-"\




A co z ekstremum sity pomiedzy 2 ciatami?

N | =

/ por + @) aV

’; Epot =
ViUV,

_ OB
max 8d

d=0

d+2zmax R(2)

Epot = lP / / (¢(r,z —d) + ¢(r,—z — d)) 2nwrdrdz

2
d 0
—d R(z)
1
+§p / / (¢(r,z —d) + ¢(r, —z — d)) 2nwrdrdz
—d—zmax 0
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e

Po zamianie z — —2’ w drugiej catce i rozwinieciu w szereg wzgledem d ~ 0

Zmax B(2)
Epot ~ 2mp / / (2¢(r,0) — 20.¢(r,0)) rdrdz
0 0
Czyli sita jest réwna
Zmax R(2)
e = agz);t o = —4mp / / 02 ¢(r,0)rdrdz
0 0

Potencjat ¢(r, z) mozemy poskfadaé z potencjatéw dysku ¢q

Zmax

P(r,z) = o(r, z — 20, R(20))dz0.




F. Lagrange'a

WARNING: handwaving & soviet computational methods in use

oL

——— = —47pd.pq(R(z0) + €, —20, R(20) + €) R(z0) £ X' 2w R(20)° 7777

OR(z)

Powyzsze wyrazenie jest osobliwe z powodu zawartej w ¢ f. eliptycznej II. Trzeba je
,.zregularyzowad" zastepujac R(zo) przez R(zo0) + €, € — 0, oraz domnazajac lewa

strone przez R(z0)2.

R(z)

L = —4mp / 82p4(r, —20, R(20)) rdr = X' wR(z)?

Efekt powyzszej podejrzanej procedury pokazuje rysunek obok.
Ksztatt okazuje sie¢ w przyblizeniu Scieta paraboloidg obrotowa
réwnaniu 7 3
2
2>~ — ——r° r>0,2>0.

10 2
Aby uzyskaé maksimum sity dwa takie ,dzwonki" nalezy ztaczy
ptaskimi podstawami. O ile sita jest wieksza niz pomiedzy dwom
kulami?
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Ekstremum sity

Wynik dla 2 ciat

Sita pomiedzy ,dzwonkami” jest okoto 1.8-1.9 X wieksza niz pomiedzy kulami. Gdyby
kule mogty sie przenika¢ maksimum wynosi 15/8 = 1.875.
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Ekstremum sity

s

06 0.8 10 0.005 0.010 0.015 0.020

Wynik dla 2 ciat

Sita pomiedzy ,dzwonkami” jest okoto 1.8-1.9 X wieksza niz pomiedzy kulami. Gdyby
kule mogty sie przenikaé maksimum wynosi 15/8 = 1.875.
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@ jest mozliwe wygenerowanie g wiekszego niz dla kuli w geometrii osiowej, zaréwno
na biegunie jak i réwniku,

@ wspbtczynnik ,wzmocnienia” okazuje sie niepraktycznie maty (1.026) aby
komplikowaé eksperymenty

© dla dwdch ciat ztaczonych ptaskimi podstawami sita okazuje sie niemal 2x
wieksza, ale...

@ watpliwy rachunek wariacyjny nalezatoby powtérzyé lub przynajmniej
zweryfikowaé numerycznie

@ znaleziony uktad moze okaza¢ sie nowym sposobem pomiaru G na orbicie —

wystarczy pomiedzy ciata wtozy¢ 3 czute piezometry lub wykorzystaé odpychajacy
efekt Lifszyca-Casimira (zmierzy¢ szczeline ?)

O efekt rozmiaru: wygenerowanie g skaluje sie jak M1/3 natomiast Fyax ~ M4/3

©

przyciaganie ,dzwonkéw” o masie 100 kg powinno by¢ odczuwalne palcem

O pole grawitacyjne pojedynczego ,dzwonka” wytwarza ,putapke grawitacyjna” od
ptaskiej strony: moze udatoby sie zmierzy¢ energie wigzania ztapanej nano-kulki ?
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