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4.1 Oscylacje neutrin słonecznych

W 2-komponentowym modelu mieszania masywnych neutrin
(νe, νµ) z kątem mieszania θ12 = 33◦ obliczyć długość L oscylacji
neutrin w próżni. Podać wartość liczbową dla Eν = 0.1, 1, 10 MeV.

ODP: L = 2Eνh/(∆m2c3). Zob. np. Bahcall, Neutrino astro-
physics, Sect. 9.1 B, str. 250.

4.2 Powierzchnia swobodna rotujących ciał

Rozwiązać równanie rotującej gwiazdy h+ Φg + Φc = C określając
kształt powierzchni h ≡ 0 dla:

• wiadra Newtona, gdzie Φg - pole jednorodne, Φc - rotacja
sztywna (ze stałą prędkością kątową),

• modelu Roche’a, Φg - masa punktowa, Φc - rotacja sztywna,

• dysku Keplerowskiego, Φg - masa punktowa, Φc - prawo Ke-
plera.

4.3 Ekstremalne spłaszczenie gwiazdy

W modelu Roche’a rotującej gwiazdy obliczyć maksymalne moż-
liwe spłaszczenie Rp/Re, gdzie Rp jest „promieniem” biegunowym
(na osi obrotu r = 0), a Re równikowym (na płaszczyźnie z = 0).
Jako maksymalną rotację uznajemy sytuację, w której prędkość na
równiku staje się równa I prędkości kosmicznej.

Obliczyć objętość ekstremalnej gwiazdy Roche’a.

ODP: Rp/Re = 2/3, zob. A&A 517, A7 (2010), rozdz. 4;
V = 4/3πR3eκ, κ = log(27)− 4 + 3

√
3− 6 coth−1

√
3 ' 0.5411156.

4.4 Elipsoida Maclaurina

Powoli obracająca się ze stałą prędkością kątową Ω nieściśliwa ciecz
o stałej gęstości ρ pod wpływem własnej grawitacji przyjmuje w sta-
nie równowagi kształt elipsoidy obrotowej o półosiach a = b > c.
Wyznaczyć jej prędkość kątową Ω jako funkcję spłaszczenia ε = c/a
i gęstości ρ.

ODP: χ =
Ω2

2πGρ
= ε

(
2ε2 + 1

)
arccos (ε)− 3ε

√
1− ε2

(1− ε2)3/2
.

4.5 Twierdzenie Poincare-Wavre

Obliczyć w układzie cylindrycznym r, z, φ

rot(~v × rot~v) ≡ ∇× (~v × (∇× ~v)) ,

jeżeli stacjonarne pole prędkości ~v jest zadane cylindryczną rotacją
różnicową (różniczkową)

~v(r, z, φ) = Ω(r, z)r ~eφ.

ODP: 2rΩ∂zΩ.
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