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Réwnowaga hydrostatyczna, f. Lane-Emdena, barotropy i politropy

Zestaw Zadan nr. 1

1.1 Roéwnanie samograwitujgcej barotropy new-
tonowskiej

Wyprowadzié¢ zaczynajac np. od rownan mechaniki ptynéw w polu
grawitacyjnym lub praw zachowania algebraiczny zwiazek pomie-
dzy ,entalpig wlasciwg” h = (H/V)/p, gdzie H - entalpia, V -
obj., p - gestos¢ ptynu, a potencjalem grawitacyjnym ®, w réwno-
wadze hydrostatycznej. Przedyskutowaé¢ mozliwe formy zaleznosci
pomiedzy h, p oraz ®4 (rézniczkowe i catkowe). Bez utraty ogélnosci
mozna zalozyé, ze réwnanie stanu (EOS), czyli zalezno$é cisnienia
P od gestosci jest zadana pewna funkcja jednej zmiennej P = P(p).

ODP: h+®,=C,  h=[%

Wskazowka: Rozwazy¢ przypadek sferycznie symetryczny.

1.2 Struktura politropowa

Wyznaczyé radialny rozklad gestosci p(r), ci$nienia P(r), masy
m(r) zawartej w kuli o promieniu r oraz potencjatu grawitacyjnego
®,(r) dla réwnania stanu

1
P=Kp", ~y=1+-,
n

dla
1. przypadek stalej gestosci n = 0,

2. izotermiczne réwnanie stanu P = c2p,
3. kwadratowe réwnanie stanu P = K p?,
4. sfera Plummera n = 5.

1.3 Réwnanie Lane-Emdena

Korzystajac z wyniku zadania 1.1 w wersji rozniczkowej, rozwiazaé
rownanie struktury sferycznie symetrycznej barotropy z réwnaniem
stanu

P=Kp", y=1+1/n,

wprowadzajac funkcje Lane-Emdena. Jest ona zdefiniowana jako
rozwigzanie réwnania rézniczkowego zwyczajnego

2
w! 4+ 2w +w? =0, w,(0) =1, (0) =0.
z

Wyznaczy¢ radialny profil gestosci i p(r) kontrast gestosci p./p
gdzie p. = p(0) - gestosé centralna (w geometrycznym srodku, dla
r=0), p=M/(37R?) - gestos¢ rednia. Przedyskutowaé stosowal-
noé¢ otrzymanych wzoréw do opisu Ziemi, Jowisza, Stonica, bialych
kartéw i gromad kulistych gwiazd.

ODP:
f— i " — N _ﬂ
p(r) = pe wn (R %) » Pe= ( 3:51) '

Wielkosci xg, 21 stanowia miejsce zerowe (pierwsze!) funkcji w,, oraz
nachylenie (pochodna) w miejscu zerowym 7 = w),(xo).

1.4 Moment bezwladnosci cial niebieskich

Zadany jest radialny rozklad gestosci samograwitujacego ciata o sy-
metrii sferycznej, masie M i promieniu R, zbudowanego z materii
o politropowym réwnaniu stanu (wynik poprzedniego zadania).
Obliczy¢ liczbowy wspoélczynnik k we wzorze na moment bez-
wladnoéci I = kMR? w zaleznoéci od n. Dla n = 0 oraz n = 1
poda¢ wynik analityczny. Dla pozostalych warto$ci podaé¢ wynik

numeryczny.
ODP: 5 A

= — 7_/\/1 s

w 3 xéazl 2

gdzie My, jest k-tym momentem funkcji Lane-Emdena w,:

Zo

Mk:/ K w, dz.

0

Znane jawnie wartosci to kK = % dlan =0 oraz k = % — % dla
n=1.
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1.5 Zalezno$¢ masa-promien

Wyprowadzié¢ zaleznoé¢ promienia R ciala niebieskiego od jego
masy M w zaleznosci od n, jezeli jest ono zbudowane z materii
o politropowym réwnaniu stanu o ustalonym K. Innymi stowy,
zwiekszamy mase ciala poprzez akrecje materii o znanym réwna-
niu stanu, i pytamy jak zmieni si¢ jego promien: wzrosnie, zmaleje
czy nie zmieni sig?
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