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Droga do modelu Stonca

o celem kilku nastepnych wykladéw i ¢wiczen jest
stworzenie serii sensownych i coraz dokladniejszych
modeli Stonca

e Slorice traktujemy jako prototypowa gwiazde

e Slonice jest sferycznie symetryczng, stabilng gwiazda na
ciggu gtéwnym

@ réwnowaga hydrostatyczna: w jaki sposéb Stonce
utrzymuje niemal statyczny rozklad gestosci i cinienia?

@ rownanie stanu (EOS): jaka jest zalezno$é cisnienia od
gestosci, temperatury i sktadu chemicznego Storica?

© roéwnowaga termiczna: jaka jest zaleznoé¢ temperatury
od odlegtosci od centrum?

Q zrdodlo energii i ewolucja: skad bierze sie moc Storica i
jak zmienia sie w czasie?
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Sferyczna symetria

Praktyka pokazuje, ze w astrofizyce z obliczeniami, ktére nie
zakladaja symetrii sferycznej spotykamy sie niezwykle
rzadko!
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Sferyczna symetria

Praktyka pokazuje, ze w astrofizyce z obliczeniami, ktére nie
zakladajq symetrii sferycznej spotykamy sie niezwykle
rzadko!

Assume a spherical cow of uniform density.
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Sferyczna symetria

Praktyka pokazuje, ze w astrofizyce z obliczeniami, ktére nie
zakladaja symetrii sferycznej spotykamy sie niezwykle
rzadko!

...while ignoring the effects of gravity.
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Sferyczna symetria

Praktyka pokazuje, ze w astrofizyce z obliczeniami, ktére nie
zakYadaja symetrii sferycznej spotykamy sie niezwykle
rzadko!

...in a vacuum.

CAN'T,
BREATHE .

bastard theoretical physicists

How do you sleep at night?
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Lista obiektéw sferycznie symetrycznych w astrofizyce

Obiekty, dla ktérych zatozenie o sferycznej symetrii jest
uzasadnione:

O planety, planety karlowate, duze ksiezyce

Q wiekszos¢ gwiazd

© gwiazdy neutronowe, biate karty, czarne dziury
@ gromady kuliste gwiazd

@ gromady galaktyk

O Wszechsdwiat

Obiekty, dla ktorych zatozenie o sferycznej symetrii jest
nieuzasadnione:

© galaktyki spiralne

@ dyski akrecyjne

© obiekty bardzo szybko rotujace
Q ciasne uktady podwdjne
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Politropy
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Politropowe réwnanie stanu

p=Kp =Kp'*n
v — wyktadnik politropy, n — indeks politropy

@ n — o, v = 1 - izotermiczne réwnanie stanu

en=>5n+vy= g — warto$¢ graniczna pomiedzy skonczonymi
a nieskonczonymi rozwigzaniami (sfera Plummera)

en=3y= % — model ,Stonca”, relatywistyczny gaz
zdegenerowany

en=3/2~= % — nierelatywistyczny gaz zdegenerowany
e n=1,~v=2 - gwiazda konwektywna

e n — 0, v — oo — przypadek stalej gestosci
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Politropowe réwnanie stanu: wzory

~v — wyktadnik politropy | n — indeks politropy

ci$nienie p = Kp” p=Kpltn

Lentalpia”

e,

P
»predkosé
dzwieku”
cZ = dp/dp cZ = Kyp'™! 2 = K(1+ §)pt/"
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Réwnanie rownowagi dla entalpii

Wezesdniej pokazaliSmy, ze uzycie ,entalpii” wtasciwej
Vh = Vp/p upraszcza réwnania.
vp
p
Ad, = 4G p (1b)

Pierwsze réwnanie mozna scatkowac:
h + ®4 = const (2a)

Ad, = 4G p (2b)

Dziatajac obustronnie operatorem Laplace’a A na pierwsze z
réwnan i korzystajac z drugiego mamy:

Ah+41Gp=0
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Réwnanie Lane-Emdena

Po wyprowadzeniu wzoru na entalpie gazu politropowego, otrzymujemy:

K K
Ah+47Gp=0, h(p)= —L pr—t= 20 ,tn
v—1 v-1

do ostatecznie daje jedno réwnanie rézniczkowe:
—1\"
Ah + 47G (L> R" =0
K~y
Operator Laplace’a we wspdlrzednych sferycznych na postac:

1 d dh d’h  2dh
Ah = (2 )— —

r? dr dr dr?2  rdr

Standardowaq postaé otrzymamy dokonujac réwnoczesnej zamiany zmiennej
radialnej r i funkcji niewiadomej h:

h(x) = hew(x), r=Ax

Po przeprowadzeniu rachunkéw otrzymujemy stynne réwnanie Lane-Emdena:
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Funkcje Lane-Emdena

Réwnanie:

2
W+ =w +w'=0
x

w warunkami poczatkowymi w(0) = 1, w/(0) = 0 definiuje
rodzine funkcji specjalnych wy(x).

Pewne wyobrazenie o przebiegu funkcji w, daja trzy znane
rozwigzania symboliczne:

edlan=0
W *1—x—2
0= 6
edlan=1 .
Sin X .
wy = = sincx
x
edlan=5
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Funkcje Lane-Emdena: wykresy

n=0,1/2,1,...6

1%n(X)

0.61

0.4r
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Skalowanie do rozmiaréw fizycznych

Rozwigzanie opisujg wzory:
h(r) = hc wn(r/X), p(r) = pc wa(r/A)"

gdzie skalowanie opisuje kombinacja o wymiarze dtugosci:

\ = e n . hc
- N4rGpe '\ 47Gpe

Wielkos$¢ 1/4/Gp ma wymiar czasu, natomiast cs to predkosé
,dZwieku”, obie liczone dla wartodci w centrum ,gwiazdy”.
Strukturalnie wzér na A wyglada identycznie jak wzér na
dtugosé Jeansa.
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Masa i promien

Promien gwiazdy R opisuje przeskalowane pierwsze miejsce
zerowe funkecji Lane-Emdena, natomiast masa gwiazdy M
zalezy od pochodnej funkcji w miejscu zerowym.
Oznaczmy:

X9 — miejsce zerowe funkcji Lane-Emdena,

wj,(xp) — nachylenie funkcji w miejscu zerowym.

R=2X\ X0
_ 3 2
M = 4mpcA <— oWn(x0)>
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Przyktady struktury dla zadanego R i M

Jezeli znamy mase M i promienn R obiektu, oraz potrafimy
obliczy¢ indeks n réwnania stanu materii z ktérej jest
zbudowany, to znamy strukture wewnetrzna:

M r n Xo
p(r) = %WR?) Wn (ﬁ xo) <_3x1>

_Xo _rc
dx1 p

Wielkosé:

gdzie: pc — gestosé centralna (w $rodku), p = M/ (%WR3) -
gestos$¢ $rednia, nazywamy kontrastem gestosci.
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Przyktady struktury dla zadanego R i M

100&
— n=0
g 01 [ — n=1
Q — n=2
1074 n=3
— n=4
10_7 o — n=5

0.0
r'R
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Przyktady struktury dla zadanego R i M

2001

150 '+

— n=0
< 100, -
\Q: [ —_— n=2

7 n=3

507 7 — n=4
\ — n=5

O A L L !

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

r/R
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Przyktady struktury dla zadanego R i M

20
15: o
= — n=1
<10 _
n=3
5, — n=4
I — n=5

o

r'R
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Przyktady struktury dla zadanego R i M

2.0p

1.5/ o
— — n=1
\Q: 10 — n=2
n=3

0.5¢ — n=4
— n=5
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Politropy: zaleznos¢ masa-promien

Rozwigzmy uktad réwnan:

M = 47X\3pc (—xiw) (x0))

R = /\XQ
A2 = he (3)
~ 4nGpc

he = K(n + 1)pd"

Ostatnie réwnanie eliminuje he, z drugiego bierzemy .
Zostaja dwa réwnania taczace M, R i pc. Po wyeliminowaniu
gestosci centralnej pc pozostaje skomplikowany wzér
laczacy promient R i mase M ciata:

n—1

R 1 x5 \no5 4G n/(n=3) =
U 4w (x0) K(n +1)x}
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Politropy: zaleznos¢ masa-promien

Pomijajac czynniki zalezne tylko od réwnania stanu, t.j. K i

n, mamy:
Roa M =

e dla n < 1 promien ciala R roénie przy dokladaniu masy
M

e dla n = 1 promien ciala R jest staly, niezaleznie od masy
M

e dla 1 < n < 3 promien ciata maleje przy doktadaniu
masy M

e dla n = 3 masa ciata M = const, i zalezy wytacznie od
rownania stanu (statych fizycznych); w przypadku
relatywistycznego zdegenerowanego gazu
elektronowego nazywamy ja masqg Chandrasekhara
Mecp ~ m?’lanck/m%roton = 1'5M®

e dla 3 < n < 5 promien znowu rosnie z masa

e dla n > 5 promien jest nieskonczony
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One-zone model

Dane jest rownanie réwnowagi hydrostatycznej:

dp _Gmp
dr r?

Przyblizamy gradient ci$nienia:

dp Ap pR)—pO0)  pc
dr ~ Ar R-0

i analogicznie prawa strone:

r? R?
Dostajemy:
pc GM
pc R
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One-zone model vs polytropic model

W modelu politropowym:

GM G:inR3)p 417G !
_ bamRTp  amGpe <_3Wn(x0)> A2x2 =

R R 3 Xo
’ hC ’
= —xoWp(x0) 47TGPC47TGPC = —xoWp(x0) hc =

) Pe

= —xow,,(x0)(n + 1
pc
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One-zone ‘ Politropa

e
Qe

=2
b"U
O

GM
R
_ 1
xowp (x0)(n +1)

=Cn
Cn

C
20

1.0
0.5
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Model Eddingtona

Eleganckim zastosowaniem struktury politropowej jest
model do ktérego potrzebujemy:

@ roéwnanie stanu (EOS) czedciowo zjonizowanej
mieszaniny H i He (gaz doskonaty)

@ roéwnanie stanu (EOS) gazu fotonowego
(relatywistycznego)

© rozwigzanie réwnania Lane-Emdenaz n =3
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Aby wyznaczy¢ konkretna numeryczng wartosé
wspotczynnika w réwnaniu stanu, musimy znad:

O sktad ,chemiczny” gazu

@ 75% wodoru (H), 25 % helu (“He)

b=

pkT (XH xHe> pkT <0.75 0.25> 13 pkT
+ = + :
m, \Ay ' Ane m, \ 1 4 16 m,

Gdyby H byl zjonizowany, wchodzi do $redniej wagi
molekularnej x2, w postaci Hy 0.5.
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Aby wyznaczy¢ konkretna numeryczng wartosé
wspotczynnika w réwnaniu stanu, musimy znad:

@ mase m czasteczki kazdego ze skladnikéw (izotopy)

@ my ~ my,, sklad izotopowy to praktycznie 'H (0.02% %H),
mye =~ 4mp, sktad izotopowy to praktycznie “He
($ladowe iloéci *He).

b=

pkT (XH xHe> pkT <o.75 0.25> 13 pkT
- = -
m, \Ay ' Ane m, \ 1 4 16 m,

Gdyby H byl zjonizowany, wchodzi do $redniej wagi
molekularnej x2, w postaci Hy 0.5.
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Aby wyznaczy¢ konkretna numeryczng wartosé
wspotczynnika w réwnaniu stanu, musimy znad:

@ stopien jonizacji/dysocjacji

© dla przykladu, H i He jednoatomowe

b=

pkT (XH xHe> pkT <o.75 0.25> 13 pkT
+ = + :
m, \Ay ' Ane m, \ 1 4 16 m,

Gdyby H byl zjonizowany, wchodzi do $redniej wagi
molekularnej x2, w postaci Hy 0.5.
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Mieszanina fotonéw i gazu doskonatego: Standardowy

model Eddingtona

Zaktadamy, ze stosunek cisnienia gazu fotonowego P,yq do
ci$nienia gazu doskonalego Py, jest staty:

Prag
aC — L = const
b gaz 1- ﬁ
Rozwigzujemy uktad réwnan:
Prag = %QTI’
Pya; = % pT
il

Prag + Pgaz = P

ze wzgledu na niewiadome P, Pyoq, Pgaz, T. Po wyeliminowaniu temperatury
otrzymujemy réwnanie stanu w postaci barotropowej, t.j. zawierajacej wytacznie

cidnienie P, gestoé¢ p i stale fizyczne lub ,materiatowe”:

4/3
T O N T Ny e N S
= a((i—ﬂ)m> =R =Ko, y=gn=3
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e standardowy model Eddingtona to model politropowy z
n=3

@ masa gwiazdy jest masg Chandrasekhara, zalezna
wylacznie od [ i stalych fizycznych

o zwigzek pomiedzy (5 a masa gwiazdy jest algebraicznym
réwnaniem 4 stopnia:

48K 3
2 2 2
M* = WGGS//‘mI* (1 — 5)4 (—xowé(xo))

gdzie ws(xg) = 0, czyli xp ~ 6.9 to miejsce zerowe
funkcji Lane-Emdena w3, a nachylenie w miejscu
zerowym to wi(xg) ~ —0.04

e po wstawieniu wartosci p = 16/27 dla zjonizowaj materii
po Wielkim Wybuchu i g =0.5

M ~ 150M.

th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/aa andrzej.odrzywolek@uj.edu.p. A&A Wyktad 3 - Proste modele Storica


http://th.if.uj.edu.pl/~odrzywolek/

Masa gwiazdy |ll populacji w modelu Eddingtona

M/M,
©
104 ¢

1000 -
100,

10

‘ ‘ — B=Py.q/P
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 B=Prad
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Zrozumieé gwiazdy

Astrofizyczny opis gwiazdy sktada sie z czterech skladnikéw:
@ struktura hydrostatyczna (rownowaga gradientu
ci$nienia i grawitacji):
dap GMp

dr r2 ’

@ zachowanie masy/zwiazek rozkladu masy z grawitacja:

dM

— = 4nr?

dl" ™ p7
@ transport energii/pomieniowania (gwiazdy $wiecq!),
Q produkcja/zrédto energii (reakcje termojadrowe).

Docelowo potrzebujemy 4 réwnan, ktérych rozwigzanie wyznaczy peing strukture gwiazdy: ci$nienie P(r),
gestos¢ p(r), temperature T(r), strumien energii L(r)i sktad chemiczny/izotopowy X;(r). Warunki brzegowe
wyznaczajq masa catkowita M (R), promien R, temperatura powierzchniowa T(R) oraz jasnos$¢ gwiazdy L(R).

Poczatkowy sklad chemiczny wynika z nukleosyntezy kosmologicznej (Wielkiego Wybuchu).
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Chcesz wiedzie¢ wiecej?

WOULD 90U LKE TO KNOW MERE

Seminarium Astrofizyczne, kazda $roda 12:30, A-1-08 +
streaming przez Microsoft Teams
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