Szczegbdlna teoria wzglednosci
Zestaw V
Gr. I

Zajecia zaczniemy od dokoriczenia zadania 3go z poprzedniego zestawu.
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1. Definiujemy kontrawariantny tensor metryczny ¢ jako macierz odwrotng do macie-

IZy Gijs . . .
9% gr; = g gr; = 0'; - delta Kroneckera.

Jezeli nie ma metryki, to przestrzenie V,, i V.* sa odrebne. Metryka jednoznacznie
przypisuje kowektor wektorowi i na odwroét:

e wektor @ ma sktadowe kontrawariantne u’ oraz kowariantne u; = gijuj ,

e kowektor 0 ma skladowe kowariantne v; i kontrawariantne v* = g*”v;.
Utozsamiamy @ z @, Podobnie przesuwamy w pionie indeksy w tensorach: P'; = ¢** Py,
P = gi*gi' Py, P = g P™ itd.

Definiujemy symetryzacje i antysymetryzacje tensoréw o dwu indeksach:

Sij = Puj) = 5 (B + Pji) = Sji,

DN | —

1

Aij = Pigy = 5 (P — Pyi) = Ay,

podobnie
ij — plij) — — (pi Ji
§9 = P = (P + P,
gdzie P;; - dowolny tensor.
Zadanie.
a) Dowies¢, ze po zmianie bazy w V,, tensor symetryczny S;; pozostaje symetryczny,
a tensor antysymetryczny A;; jest nadal antysymetryczny.
b) Niech w bazie {€;} tensor mieszany T"; bedzie symetryczny, T%; = TY;. Czy po
dowolnej zmianie bazy bedzie on nadal symetryczny?

¢) Niech S¥-tensor symetryczny i A;;-antysymetryczny. Obliczy¢ podwojne zwezenie
(sume) SYA;;.



Algebra wektorow
Rozpatrujemy wektorowa przestrzenn Minkowskiego My = {v}, v = (v*), p =0,1,2,3, w
ktorej wprowadzono iloczyn skalarny za pomoca tensora metrycznego Minkowskiego

G = (n,,) = diag[l, -1, -1,-1] = (n"*) = G,

czyli

u-w = Nuutw’ = wPw® — vlw' — vPw? — P

(u-w = 0 - wektory ortogonalne). Kwadrat dtugosci wektora jest
WU = UWU“UV — (u0)2 o (ul)Q o (u2)2 o (u3)2,

ta wielkos¢ jest dowolna liczba rzeczywista. Wszystkie wektory dzielimy ze wzgledu na ich
kwadrat na 3 typy:

e czasowe, gdy u - u > 0,
e przestrzenne, gdy u - u < 0,
e Swietlne(zerowe), gdy u # 0 iu-u = 0.

W M, wprowadzamy transformacje baz, przy ktorych sktadowe wektoréw transformuja sie
wedtug: u* = L¥,u”, ul, = (L7')) w,.

L = (L") jest macierza Lorentza, wiec LTGL = G oznacza, ze zmiana bazy nie zmienia
sktadowych metryki i we wszystkich bazach jest réwna 7, .

W E? obrotami uktadu kartezjanskiego mozna polozy¢é kazdy wektor na wybranej osi. W M,
jest podobnie, ale z istotnymi ograniczeniami:

e jedli u jest czasowy, to musi byé u® # 0,
e jesli u jest przestrzenny, to jedna ze sktadowych przestrzennych musi byé¢ # 0,
e jesli u jest zerowy, to dwie skltadowe, u” i jedna z u' musi by¢ # 0.

Jesli u jest czasowy lub zerowy, to u jest skierowany w przysztosé (przesztosé), jezeli u® > 0
(u® < 0).



Zadania

2. Niech u -wektor czasowy. Dowiesé, ze jezeli u - p = 0, to wektor p = (p*) jest prze-
strzenny = wektor czasowy nie moze by¢ ortogonalny do czasowego lub zerowego.

3. Niech u i w sa czasowe i v -w > 0. Dowie$¢, ze u 1 w jednoczesnie sa skierowane w
przysztosé lub w przesztosé.

4. Jezeli k il sa wektorami zerowymi (Swietlnymi) i k-1 = 0, to dowies¢, ze sa propor-
cjonalne, I* = akt, a # 0.

5. Dowiesé, ze jezeli k jest zerowy i k- p = 0, to albo p jest przestrzenny, albo p = ak.
6. Dowiesé, ze jezeli k i [ sa zerowe i skierowane w przysztosé, to ich iloczyn k-1 > 0.

7. Niech k il sa wektorami zerowymi skierowanymi w przysztosé i liniowo niezaleznymi.
Dowies¢, ze wektor k£ + [ o sktadowych k* 4-[# jest czasowy i skierowany w przysztosc.

8. Z zadania 7, wynika, ze kazdy wektor czasowy skierowany w przysztos¢ jest suma k 41
wektoréw zerowych. Wektory te nie sa okreslone jednoznacznie. Wykazaé, ze podlegaja
one zmianie k — k' = k+p, | — ' = — p. Jakie wlasnosci ma wektor p?



