Szczegbdlna teoria wzglednosci

Zestaw 11

1. Geometria analityczna. Rozwazmy czterowymiarows przestrzen afiniczng euklidesows E?.
Wybieramy kartezjanski uktad odniesienia, w ktérym dowolny punkt ma wspoétrzedne
(w, z,y, 2). lloczyn skalarny dwoch wektoréw a € E* i b € E* o sktadowych
a = (G, Ay, Gy, az), b= (by, by, by, b,) wynosi
a-b= ay,by, + azby +ayb, +a.b, =3 a;b; = a'b; (konwencja sumacyjna Einsteina).
Zadania.

a) Wyznaczy¢ rownanie hiperplaszczyzny prostopadlej do wektora n = (1,2,0,1) i
przechodzacej przez punkt P = (0,0,1,1).

b) Znalez¢ rownanie hiperplaszczyzny rownoleglej do hiperptaszezyzny o réwnaniu
II; : 2w+ x — y — 2 = 0, przechodzacej przez punkt P = (—1,0,2,1).

¢) Znalez¢ rownanie parametryczne prostej przechodzacej przez punkt P = (4,3,2,1)
i prostopadtej do hiperptaszczyzny II : 10w + 20x 4+ 30y + 40z 4+ 50 = 0.

2. Algebra tensordw. Rozpatrujemy przestrzen wektorowa V,, = {0} z baza {€;}, i,j =
1,...,n. Wektory z V,, nazywamy wektorami kontrawariantnymi, v = v'e;. W V,
wprowadzamy tensor metryczny g = (g;;) okreslajacy iloczyn skalarny wektorow:
-0 =g (u,7) = giju'v’ € R. Wlasnosci iloczynu skalarnego:

a) g (u,v) = g (V,u) - symetria,

b) jezeli g (4, ¥) = 0 dla wszystkich ¥, to @ = 0 - metryka jest nieosobliwa.
Zadanie. Dowiesé:

a) symetria iloczynu implikuje, ze tensor metryczny jest symetryczny, g;; = gji,

b) nieosobliwo$¢ metryki wymaga, by det(g;;) = g # 0.

Nieosobliwosé metryki oznacza, ze jest indefinitna: istnieja wektory, ktorych kwadrat
dlugosci g (4, @) = g;ju'u jest ujemny lub zero.

3. W V,, mozliwe sa transformacje czynne i bierne. Transformacja czynna to liniowe wza-
jemnie jednoznaczne odwzorowanie V;, na V,, za pomoca liniowego operatora (macierzy)
L, Li = ¥. Interesuja nas transformacje bierne: Przeksztatcenie bazy {€;} w nowa baze
{é€;} transformacja liniowa z macierza T' = (T";), lewy indeks-wiersze, prawy indeks-
kolumny macierzy, € = T7;¢;.

Transformacja baz jest odwracalna = det (T";) # 0.
Zadanie. Z definicji transformacja baz nie zmienia wektoréw: @ = u'é; = u’’¢e”’;. Wy-
prowadzié¢ stad prawo transformacyjne dla sktadowych u"” wektora w nowej bazie.



4. Wprowadzamy przestrzenn V" dualna do V,,: jest to przestrzen liniowa odwzorowan li-
niowych wektorow w liczby rzeczywiste, V.* = {0}, 0 (&) € R, v - wektor kowariantny
(kowektor). Piszemy ¢ (@) = v;u’ w bazie {€;} w V,,, v; - sktadowe kowariantne kowek-
tora 0 w bazie {€;}.

Zadanie. Z definicji liczba © (u) = vsu' = vju” jest niezmiennikiem transformacji baz w
V... Wyprowadzi¢ stad prawo transformacyjne dla sktadowych wektora kowariantnego.

5. Tensor dwukrotnie kowariantny to odwzorowanie dwuliniowe wektorow w liczby, P (u, ¥) =
Pju'w’/ € R. Przyktadem jest metryka g;; w V.
Zadanie. Jak transformuje sie metryka przy zmianie bazy w V,,? Poniewaz P (i, 7)
jest niezmiennikiem transformacji baz, wigc kazdy P;; transformuje si¢ jak g;;.



