Szczegbdlna teoria wzglednosci

Zestaw 11

Algebra tensordw. Rozpatrujemy przestrzen wektorowa V,, = {v} z baza {€}, i,j =
1,...,n. Wektory z V,, nazywamy wektorami kontrawariantnymi, v = v'é;.
W algebrze tensorowej korzystamy z konwencji sumacyjnej

3
leyi = z'y;, (1)
i—1

gdzie indeksy sparowane ze sobg oznaczaja automatyczna sumacje.

1. Rozpatrzmy transformacije bierne: Przeksztalcenie bazy {&} w nowa baze {¢/;} trans-
formacja liniowa z macierza T = T"; (lewy indeks — wiersze, prawy indeks — kolumny
macierzy):

e =1T9.5.
e, =1T7;¢;.

Wspomniana transformacja baz jest odwracalna = det (T";) # 0.
Zadanie. Z definicji, transformacja baz nie zmienia wektorow: @ = u'é; = u’€’,.
Wyprowadzié¢ stad prawo transformacyjne dla sktadowych u” wektora w nowej bazie.

(Wskazowka: wyrazi¢ sktadowe wektora @ w nowej bazie u” za pomoca sktadowych w
starej bazie u/ oraz elementow macierzy odwrotnej T-' = (T~')*; do T.

2. Wprowadzamy przestrzen V,* dualnag do V,: jest to przestrzen liniowa odwzorowari
liniowych dziatajacych na wektory i zwracajacych liczby rzeczywiste:

Vo =A{0}, o(@) eR,

0 — wektor kowariantny (kowektor). W konwencji sumacyjnej Einsteina zapisujemy:
0 () = viu' w bazie {€;} w V,,, wtedy v; — sktadowe kowariantne kowektora o w bazie
{&:}. , ‘

Zadanie. Z definicji, liczba © (u) = v;u’ = vju” jest niezmiennikiem transformacji baz
w V,,. Majac transformacje baz z Zadania 1, prosze wyprowadzi¢ stad prawo transfor-
macyjne dla sktadowych wektora kowariantnego.

3. Tensor dwukrotnie kowariantny to odwzorowanie dwuliniowe wektoréow w liczby. W
konwencji sumacyjnej moze byé¢ zapisane jako:

P (ii,v) = Pju'v’ € R.

Przykladem jest metryka g;; w V,,.
Zadanie. Jak transformuje sie metryka przy zmianie bazy w V,,? Poniewaz P (u, )
jest niezmiennikiem transformacji baz, wigc kazdy P;; transformuje si¢ jak g;;.

4. WV, wprowadzamy tensor metryczny g = (g;;) okreslajacy iloczyn skalarny wektorow:
- U= g(U,v) = giju'v! € R. Wlasnoscei iloczynu skalarnego:

1



1) g(@,v) = g (¥, u) - symetria,

—

2) jezeli g (@, V) = 0 dla wszystkich ¥, to @ = 0 — metryka jest nieosobliwa.

Jesli metryka spelnia warunki 1) i 2), to jest indefinitna: istnieja wektory, ktorych
kwadrat dtugosci g (4, @) = g;ju'u’ jest ujemny lub zero.
Zadanie. Dowiesé, ze:

a) symetria iloczynu implikuje, ze tensor metryczny jest symetryczny, g;; = ¢ji,

b) nieosobliwo$¢ metryki wymaga, by det(g;;) = g # 0.

. Zadanie

Dane sg sktadowe wektora U* i kowektora V,, w (1+3) wymiarowe]j przestrzeni Min-
kowskiego: Tensor metryczny ma w tym przypadku postac:

1 0 0 0
o -1 0 o0
g =g o0 —1 0
0 0 0 -1
Wartosci sktadowych:
U’ =0 Ut =1 U?=2 U =—-1
Vo=1 Vi=-1 Vo =0 V=3

Prosze obliczy¢:



