Zadania z Kwantowej Teorii Ciała Stałego

Zestaw V - na 12.12.2002 13. Pokazać bezpośrednim rachunkiem, że operatory spinowe w reprezentacji Holsteina- Primakoffa:

S^+_i = ( 2S − a^†_i a_i )_{1/2} a_i, S^−_i = ( S^+_i )_† , S^z_i = S − a^†_i a_i (5) spełniaja̧ kanoniczne relacje komutacji: [ S^z_i , S^±_i ] = ±S^±_i , [ S^+_i , S^−_i ] = 2S^z_i .

O operatorach a_i, a^†_i zakładamy, że spełniaja̧ bozonowe relacje komutacji: [a_i, a_j ] = [ a^†_i , a^†_j ] = 0, [ a_i, a^†_j ] = δ_{ij} . 14. Rozważyć Hamiltonian Heisenberga: H = J ∑ ⟨ij⟩ S_i · S_j (6)

dla sieci trójwymiarowej w przypadku ferromagnetycznym J < 0.

a) Sprowadzić Hamiltonian (6) do postaci diagonalnej: H = −|J|zS^2N + ∑ k E_ka^†_ka_k, (7)

gdzie N jest liczba̧ wȩzłów sieci, z-liczba̧ koordynacyjna̧ (liczba̧ najbliższych sa̧siadów ), zaś enegia̧ wzbudzeń magnonowych.

b) Obliczyć wielka̧ funkcjȩ rozdziału Z_G i potencjał termodynamiczny Ω dla Hamiltonianu (7).

c) Poprzez różniczkowanie potencjału Ω obliczyć średnia̧ liczbȩ magnonów w danym stanie pȩdowym k: ⟨n_k⟩, oraz, korzystaja̧c z unitarności sieciowej transformaty Fouriera, średnia̧ magnetyzacjȩ na wȩzeł ⟨S^z_i ⟩.

Wskazówka: Wyliczaja̧c całkȩ po energiach dokonać takiej zamiany zmiennych, aby było możliwe zastosowanie wzoru: ∫_∞ 0 dx x^{n−1} e^x − 1 = Γ(n)ζ(n). d) Obliczyć energiȩ wewnȩtrzna̧ U, entropiȩ S i ciepło wlaściwe c_V pochodza̧ce od magnonów.

15. Pokazać, że transformacja Bogoliubowa: ( a_k b^†_k ) = ( cosh θ_k sinh θ_k sinh θ_k cosh θ_k ) ( α_k β^†_k ) (8) zachowuje relacje komutacji dla operatorów bozonowych a_k, b_k, o ile operatory α_k, β_k je spełniaja̧. Jak bȩdzie wygla̧dać analogiczna transformacja dla operatorów fermionowych? Zastanowić siȩ również, jakie znaczenie fizyczne ma fakt, że det B = 1, gdzie B jest macierza̧ definiuja̧ca̧ transformacje Bogoliubowa (8).

16. Rozważyć Hamiltonian Heisenberga (6) dla sieci trójwymiarowej w przypadku antyferromagnetycznym J > 0.

a) Transformacjȩ Holsteina-Primakoffa (5) należy zdefiniować oddzielnie dla poszczególnych podsieci (i ∈ A, j ∈ B), w przybliżeniu harmonicznym:

S^+_i = √ 2Sa_i S^−_i = √ 2Sa^†_i S^z_i = S − a^+_i a_i dla i ∈ A, S^+_j = √ 2Sb^†_j S^−_j = √ 2Sb_j S^z_j = −S + b^+_i b_j dla j ∈ B; (9)

co sprowadza Hamiltonian (6) do postaci: H = 2JS ∑ ⟨ij⟩ ( a^†_i a_i + b^†_j b_j + a_ib_j + b^†_j a^†_i ) − JzS^2N. (10)

b) Nastȩpnie zdiagonalizować Hamiltonian (10) przy pomocy sieciowej transformaty Fouriera (niezależnie dla każdej podsieci) i transformacji Bogoliubowa (8), tj. zapisać go w postaci: H = ∑ k ( E_{kα}α^†_kα_k + E_{kβ} β^†_kβ_k ) − JzS^2N + E_0. (11)

Wielkości E_{kα}, E_{kβ}, E_0 należy jawnie wyliczyć.

c) Znaja̧c postać diagonalna̧ Hamiltonianu (11) obliczyć energiȩ wewnȩtrzna̧ U(T ), ciepło wlaściwe c_V oraz średnia̧ liczbȩ magnonów na wȩzeł ⟨n_i⟩.