Zadania z Kwantowej Teorii Ciała Stałego

Zestaw VI - na 3.01.2001 16. Rozważyć zredukowany Hamiltonian BCS: H_{BCS} = ∑ kσ ϵ_kc^†_{kσ}c_{kσ} + ∑ kk^′

W_{kk}′ c^†_{k↑}c^†_{−k↓}c_{−k}′_↓c_k′_↑; (12) gdzie potencjał paruja̧cy przyjmujemy w postaci: W_{kk}′ = −W θ(h̄ω_D − |ϵ_k − ϵ_F |)θ(h̄ω_D − |ϵ_k′ − ϵ_F |), (W > 0, ω_D - czȩstość Debye’a drgań sieci).

a) Pokazać, że Hamiltonian BCS (12) komutuje z operatorem całkowitej liczby cza̧stek N̂ = ∑ kσ c^†_{kσ}c_{kσ}: [ H_{BCS}, N̂ ] = 0.

Nastȩpnie wprowadzić operator unitarny U = e^{iϕN̂} i wykazać niezmienniczość hamiltonianu BCS (12) wzglȩdem globalnej transformacji cechowania: H^′_{BCS} = U^†H_{BCS}U = H_{BCS}. (13) b) Pokazać, że globalna transformacja cechowania (13) jest równoważna transformacji operatorów anihilacji: c^′_{kσ} = e^{iϕ}c_{kσ} i odpowiedniej transformacji operatorów kreacji. Jak bȩda̧ siȩ transformować wartości średnie operatorów zbudowanych z m operatorów kreacji i n operatorów anihilacji ⟨ c^† . . . c^† m c . . . c n ⟩ ? 17. a) Wyprowadzić średniopolowa̧ postać Hamiltonianu BCS: H^{MFA}_{BCS} = ∑ kσ ϵ̃_kc^†_{kσ}c_{kσ} − ∑ k [( Δ_kc^†_{k↑}c^†_{−k↓} + h.c. ) − Δ_k ⟨ c^†_{k↑}c^†_{−k↓} ⟩] , (14) gdzie Δ_k = − ∑ k^′

W_{kk}′ ⟨c_{−k}′_↓c_k′_↑⟩ . (15) Korzystaja̧c z wyników poprzedniego zadania pokazać, że Hamiltonian (14) łamie globalna̧ symetriȩ cechowania (13). Jak bȩdzie siȩ transformować Δ_k ?

b) Wykonać transformacjȩ Bogoliubova: ( a_{k↑} a^†_{−k↓} ) = ( cos ϑ_k sin ϑ_k − sin ϑ_k cos ϑ_k ) ( α_{k↑} α^†_{−k↓} )

Hamiltonianu (14) i pokazać, że warunek α_{kσ} |Ψ_0⟩ = 0 ∀_{kσ}, gdzie |Ψ_0⟩ jest stanem podstawowym, prowadzi do równania: tan 2ϑ_k =

Δ_k ϵ̃_k . c) Nastȩpnie zapisać definicjȩ przerwy (15) za pomoca̧ ka̧tów mieszania: Δ_k = 1 2 ∑ k^′

W_{kk}′ sin 2ϑ_k i wyprowadzić równanie samouzgodnione na przerwȩ: Δ_k = 1 2 ∑ k^′

W_{kk}′

Δ_k′ E_k′

, (16)

gdzie E_k = √ ϵ̃^2_k + Δ_k.

d) Rozwia̧zać równanie (16) dla przypadku Hamiltonianu zredukowanego (12), tj. dokonać przybliżenia: ∑ k → ∫ dωN (ω) ≈ N (0) ∫_{h̄ωD} −h̄ω_D dω. W granicy W N (0) ≪ 1 izotropowa przerwa energetyczna BCS ma wartość: Δ = 2h̄ω_De^{−1/W N (0)}.