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18. Obliczanie liczby e metodg Monte Carlo. Podobnie jak w Zadaniu 10., w kt6-
rym obliczaliémy liczbe m generujac dlugi ciag par liczb pseudolosowych (z,y)
i korzystajac z faktu, ze — dla liczb o rozkladzie réwnomiernym (0 < x < 1,
0 < y < 1) — prawdopodobienstwo trafienia w koto o promieniu 1 wynosi /4,
mozliwe jest skonstruowanie innego procesu pseudolosowego, w ktéorym prawdopo-
dobienstwo sukcesu powigzane bedzie z podstawa logarytméw naturalnych, tzw.
liczba Eulera (lub Nepera), e ~ 2.718281828459.

Okazuje sig, ze dla losowej permutacji zbioru n elementéw (dla ustalenia uwagi:
np. liczb naturalnych 0,1,2,...,n—1) prawdopodobienistwo, ze zaden element
nie pozostanie na swoim miejscu wynosi
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co jest numerycznie bliskie 1/e &~ 0.36788 dla duzych n. (Przyktadowo, dla n = 100
zgadzaé sie bedzie pierwsze 159 cyfr po przecinku.) Dowdd powyzszego wzoru
mozna znalez¢ np. w podreczniku W. Lipski, Kombinatoryka dla programistow,
rozdz. 1.13, lub Graham, Knuth, Patashnik, Matematyka konkretna, rozdz. 5.3.

Tym razem, zadanie polega na napisaniu programu, ktéry generuje ciag przy-
padkowych permutacji liczb 0,1,2,...,n—1, dla kazdej permutacji okresla liczbe
punktow statych k, oraz wylicza, ile razy w ciagu N permutacji mamy k£ = 0.
Utamek N/Ny_q stanowi oszacowanie liczby e.

Technicznie, generowanie mozna zacza¢ od permutacji identycznosciowej, ktora
w pamieci komputera reprezentowac¢ bedzie tablica zadeklarowana nastepujaco:

#define n 100
int perm[n];

a nastepnie zainicjowana wartosciami:

for (j=0; j<m; j++)
perm[jl=j;

Dla takiej permutacji liczba punktéw statych: k==n. Mozna powiedzie¢, ze nasze
dziatania beda teraz odwrotne do wykonywanych w algorytmie sortowania ba-
belkowego (zob. wyklad04), chcemy bowiem w naszej poczatkowo uporzadkowanej
tablicy wprowadzi¢ maksymalny batagan. Taki cel mozna osiggnaé, wykonujac duza
liczbe nastepujacych krokow:

a) Losujemy catkowite j z przedziatu 0,1,...n—2.



b) Zamieniamy elementy perm[j] oraz perm[j+1].
¢) Okreslamy nowa liczbe punktéw stalych wg przepisu:

k += (perm[jl==j) + (perm[j+1]==j+1)
- (perm[jl==j+1) - (perm[j+1]==3);

Kroki (a)—(b) powtarzamy np. N = 10° razy zliczajac, ile razy wystapi k==0.

Jak wida¢, przestawiamy zawsze najblizszych sasiadow, a zatem okreslenie nowego
k wymaga obliczania wyrazen odwotujacych sie¢ wytacznie do dwéch zamienio-
nych elementow; dzieki temu algorytm jest szybki. Pewna wada przedstwionego
podejscia wiaze sie z faktem, ze kolejne permutacje sa do siebie bardzo podobne,
potrzeba wielu powtérzen krokéw (a)—(b) aby charaterystyki takie jak & mozna
byto uznac¢ za statystycznie niezalezne. W szczegdlnosci, pewna liczba permutacji
wygenerowanych jako pierwsze bedzie obcigzZona elementami permutacji identycz-
nosciowej. Zasadniczo, te poczatkowe permutacje nalezy pomingé¢ w obliczeniach,
aby oszacowanie liczby e byto nieobcigZone wyborem permutacji poczatkowej.

W naszym przypadku, mozemy przyjaé, ze po pierwszym wystapieniu k==0 wszel-
kie $lady po permutacji identycznosciowej ulegty zatarciu. Jako lepsze oszacowanie
liczby e przyjmujemy zatem utamek N / Ny—o, w ktérym licznik i mianownik ozna-
czaja, odpowiednio: liczbe wszystkich permutacji, oraz 1. permutacji bez punktow
stalych, liczone po pierwszym wystgpieniu k==0.

Prosze sporzadzi¢ wykresy pokazujace, jak zmienia sie N/Ny—q oraz N / Ni—o W za-
leznosci catkowitej liczby iteracji V.

Aby oszacowaé niepewno$¢ statystyczng naszego przyblizenie liczby e, calg symu-
lacje (dla wybranego N) mozna powtorzy¢ 20 — 30 razy (startujac z réznymi pod-
stawami generatora liczb pseudolosowych), a nastepnie dla serii wynikow N / Nio
obliczy¢ $rednia i odchylenie standardowe.



