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Co nowego w grafenie? 
— 2015/16: Nowy wzorzec oma (połówkowy QHE)

— 2016: Łamanie prawa Wiedemanna–Franza [hydrodynamika?]

— 2016–18: Nieharmoniczny efekt Josephsona 

— 2018: Nadprzewodnictwo w czystym węglu (sic!)  
	 (skręcona dwuwarstwa; tzw. “kąty magiczne”)


— 2018: Kwazikryształy (dwuwarstwa skręcona o )

— 2019: Grafen na hBN; ułamkowy podłużny QHE w ultraczystych  
	 dyskach Corbino


Inne materiały 2D: 

— Tranzystory z silicenu (2015) i czarnego fosforu (2019)  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Krystaliczne odmiany alotropowe węgla (w 2004 r.) 
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Nagroda Nobla z fizyki — 2010 
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A skąd wiemy, ile warstw grafenu widać? 


A. Rycerz Centrum Kopernika, marzec 2026 Page  of 5 38



Zastosowania: “grafenowy rollercoaster” 





M. Peplov, Science (2024); https://www.science.org/content/article/
twenty-years-after-its-discovery-graphene-finally-living-hype.
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Interfejs mózg–komputer (?) 



[ Credit: Graphenea / Inbrain Nanoelectronics ]
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Chemia nanopłatków 




[ Patrz: Izquierdo-García i in., J. Am. Chem. Soc. 146, 32222 (2024);  
  https://doi.org/10.1021/jacs.4c12819. ]  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Podstawowe zasady mechaniki kwantowej 
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Konsekwencje kwantowej nierozróżnialności 
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Kwantowy trójkąt metrologiczny 
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Grafen w metrologii 

[ Lafont i in., Nat. Commun. 6, 6806 (2015);  
  Kruskopf i in., Metrologia 55, R27 (2018). ]  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Co dwie warstwy… to nie 2 x jedna 

[ Źródło: IEEE Spectrum, 2009; McCann & Koshino, 2013 ]  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[ From: web.physics.wustl.edu, ca. 2017 ]
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Eksperyment: Cao i in., Nature 556, 43 (2018).  

Ciekawy opis teoret.: Fidrysiak i in., Phys. Rev. B 98, 085436 (2018).  
A. Rycerz Centrum Kopernika, marzec 2026 Page  of 17 38



Hydrodynamika elektronów w grafenie 

[ Bandurin i in., Nat. Commun. 9, 4533 (2018). ]  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  [ Crossno i in., Science (2016) ]  L =
κel

σT
, L0 =

π2

3 ( kB

e )
2

≈ 2.44 × 10−8 WΩK−2
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Liczba Lorentza dla grafenu (teoria) 
2003 — Rachunki dla gazu elektronów w nadprzewodniku 
z symetrią typu d (gęstość stanów: ) dają maks. 
l.Lorentza . [Sharapov i in., Phys. Rev. B 67, 144509 (2003)]

2007 — Analogiczny wynik pojawia się w kontekście grafenu [Saito i 
in., Phys. Rev. B 76, 115409 (2007)]

2015 — Pełna zależność  od potencjału chemicznego ( ), 
dodatkowe minima  [ Yoshino i in., J. Phys. Soc. Jpn.  84, 
024601 (2015); Inglot i in., Phys. Rev. B 91, 115410 (2015)]


[ 2016 — Doświadczenie Crossno i in. ]


2023 — Tu i Das Sarma pokazują, że odpowiednio skonstruowane 
modele nieporządku w grafenie również dają  [Phys. Rev. 
B 107, 085401 (2023)]. 

[ Rachunek w ramach kinet. teorii gazów: ; AR, FOTON 2020 ]  

ρ(E) ∝ |E − E0 |
Lmax ≈ 2.37 L0

L μ
Lmin ≈ 0.91 L0

Lmax > 10 L0

Lmax ≈ 2.77 L0
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Zjawiska termoelektryczne (metale a grafen) 

Jeśli materiał A zawiera gaz elektronów swobodnych, opisany 
gęstością stanów , wówczas — po podgrzaniu jednego końca 
z do  , ruch nośników ustaje, gdy zmiana energii kinet. jest 
równoważona przyrostem el.-stat. en. potencjalnej, tj. .  


Dodatkowo, poj. elektrostatyczna układu ( ) wiąże napięcie 
( ) ze zmianą gęstości nośników w każdej części ( ): 


	 	 , 


ρ(E)
T + ΔT

Δμ = − eV

Cel.stat.
V Δn

V = Cel.stat.ΔQ = − eCel.stat.L3Δn
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gdzie  oznacza (umownie) objętość. Ponieważ  
(rozmiar liniowy), skończona wartość  oznacza  . Dla 
układu makroskopowego przyjmujemy zatem , i piszemy





gdzie  to funkcja Fermiego-Diraka.  


Łącznie, termosiła:		 .  

L3 Cel.stat. ∼ L
V Δn ∼ L−4

Δn ≈ 0

0 = ∫ dE ρ(E)[f(μ + Δμ, T + ΔT; E) − f(μ, T; E)] = ∫ dE ρ(E)
∂f
∂μ

T

Δμ +
∂f
∂T

μ

ΔT

f(μ, T; E) =
1

exp( E − μ
kBT ) + 1

S = −
V

ΔT
=

1
e

Δμ
ΔT

= −
1
e

∫ dEρ(E) ∂f
∂T

μ

∫ dEρ(E) ∂f
∂μ

T
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Pochodna f. Fermiego-Diraka zanika poza wąskim przedziałem 
o szerokości ; dla metali możemy zatem przybliżyć


 	 (dla , ), 


gdzie ,  to wartość i pochodna  w  . Stąd


. 


Otrzymaliśmy wzór Motta dla metali. 


Jeśli , mamy . Dla gazu doskonałego 

Fermiego (w 3D): , dla grafenu (o ile ) wynik należy 
pomnożyć przez . [ “Kwant termosiły”:  ]  

≈ 3.5 kBT

ρ(E) ≈ ρ0 + ρ1(E − EF) ρ0 ≫ |ρ1 |kBT kBT ≪ EF

ρ0 ρ1 ρ(E) E = EF

S = −
π2k2

BT
3e

ρ1

ρ0
= −

π2k2
BT

3e
∂ ln ρ(E)

∂E
E=EF

ρ(E) ∝ Eγ S = −
π2

3
γ

kB

e
kBT
EF

γ = 1/2 |μ | ≫ kBT
2 kB /e= 86.17 μV/K
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Typowe wartości  dla metali ( ) są rzędu .  


Dla półprzewodników mamy nieliniową zależność  od  (i  ), 
przy czym , gdzie to szerokość pasma 
wzbronionego. 


Dla grafenu w okolicy pkt-u Diraka ( ) jest podobnie 
z tym, że wartości ekstremalne dane są przez stałe fundamentalne: 


	 	 , 	 dla  . 


W dwuwarstwowym grafenie poprzeczne pole elektryczne 
otwiera przerwę energetyczną, zachowanie podobne do 
półprzewodnika. 

[ Teoria: Suszalski, AR, PRB 97, 125403 (2018);  J. Phys.: Condens. Matter 31, 
415501 (2019). Eksperyment:  Jayaraman i in., Nano Lett. 21, 1221 (2021). ]  

S T = 300 K ∼ 10−2 kB /e

S T μ
|S |max ≈ Eg/2eT

|μ | ≲ kBT

|S |max = 1.0023 kB/e μmax = ± 1.9488
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Pomiar (j.w.) termosiły absolutnej dla danego materiału wymaga 
pomiaru napięcia bez kontaktu cieplnego i jest bardzo trudny.  

Zazwyczaj termosiłę mierzymy  
w układzie 3 przewodników (A–B–A); 
połączenia (A/B, B/A) umieszczamy 
w różnych temperaturach ( , ). 

Otrzymujemy wówczas: 


	 .


Jeśli np. materiał B jest nadprzewodnikiem (zerowa entropia par 
Coopera), mamy   i pomiar daje termosiłę absolutną , 
wymaga jednak zastosowania b. niskich temperatur.  


T1 T2

SA − SB = −
V

T1 − T2

SB = 0 SA
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W przypadku grafenu, wspomniana wartość  
pozostaje ciekawostką teoretyczną; niedawno zaproponowano 
jednak metodą pomiaru termosił absolutnych opartą na fakcie, że 
dla grafenu w p.Diraca mamy  [ symetria ]. 


Gagnon i in., J. Phys. Chem. C (2024); https://doi.org/10.1021/acs.jpcc.4c02739. 

|S |max = 1.0023 kB /e

Sgra,μ=0 = 0 ρ(−E) = ρ(E)
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Zjawisko Josephsona 
— Przewidziane teoretycznie 22-letniego studenta z Anglii.  
[ B.D. Josephson, Physics Letters 1, 251 (1962). ] 


Szkic na tablicy pokazuje 
prąd krytyczny jako funkcję 
strumienia magnetycznego 
przez przekrój złącza, 

   

	 .  Ic ∝
sin πΦ/Φ0

πΦ/Φ0
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Zjawisko Josephsona 
— Potwierdzone teoretycznie  
w kolejnym roku.  
[ P.W. Anderson, J.M. Rowell,  
Phys. Rev. Lett. 10, 230 (1963). ] 


— Josephson otrzymał 1/2 Nagrody  
Nobela z Fizyki w 1973 r., wraz nim  
Leo Esaki (1/4) i Ivar Giaever (1/4).   
Nastąpiło zaledwie rok po Nagrodzie  
Nobla dla Bardeen’a, Cooper’a  
i Schrieffer za teorię BSC (!)  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Zjawisko Josephsona: najważniejsze cechy 
— Prąd nadprzewodzący płynie przez cienką (~1 nm) warstwę 
izolatora pomiędzy dwoma nadprzewodnikami [zerowe napięcie dla

], różnica faz  pomiędzy nadprzewodnikami:


	 	 , 	gdzie prąd krytyczny  , 


gdzie  to przerwa nadprzewodząca, zaś  to opór elektryczny 
w stanie normalnym. [  stałoprądowe zjawisko Josephson ]


— Po przyłożeniu napięcia ( ), płynie prąd naprzemienny 
o częstości . [  zmiennoprądowe zj. Josephson ]  

| I | ⩽ Ic θ

I = Ic sin θ Ic ≈
πΔ0

2eRN
(T → 0)

Δ0 RN

⇒
V

(2e/ℏ)V ⇒
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[ https://www.nobelprize.org/prizes/physics/2025/summary/ ]   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Urządzenie noblowskie…  




[ Patrz: Martinis, Devoret, Clarke, Nature Physics 16, 234–237 (2020) ]  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Martinis i in., PRL 1985 

Czas ucieczki ( ) to średni czas, po  
którym na złączu pojawia się napięcie.


— Potencjał 3-go stopnia okazuje się  
wystarczająco dobrze modelować  
zachowanie złącza.


— R. faz ( ) makroskopowej f. falowej 
po obu stronach złącza zachow. się jak  
zm. kwantowomech.; zasada nieozna- 
czoności dla ładunku i różnicy faz: 


	 	 .


Gdy częstość mikrofal dopasowana do odstępu pomiędzy kolejnymi 
poziomami energetycznymi złącza —  wyraźnie maleje.  

τesc

δ

[Q̂, ̂δ] ∝ − 2e i

τesc
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Wykład o Noblu z fizyki 2025: https://www.youtube.com/watch?v=aBs004nksjI.  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Zjawisko Josephsona w grafenie 



Nanda i in.,  
Nano Lett. 17, 3396 (2017).
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Zjawisko Josephsona w grafenie: nieco teorii 

1) Pkt Diraca ( ):    , 

.   		 [Titov, Beenakker, PRB, 2006]


2) Silne wypełnienie ( ):  

	 	 ,  

(gdzie ), co prowadzi do  

,   .  

μ = 0 I(θ) =
eΔ0

ℏ
2W
πL

cos(θ/2)artanh[sin(θ/2)]

⇒ IcRN
e

Δ0
= 2.0821

|μ | ≫ ℏvF /L

I(θ) ≃
eΔ0

ℏ
W
π ∫

kF

0
dky

1
π ∫

π

0
dφ

Tky,φ sin θ

1 − Tky,φ sin2(θ/2)

Tky,φ = [1 +
k2

y

k2
F − k2

y
sin2 φ]

−1

Ic ≃ 2.4285
Δ0

e
(π/4) GSharvin ⇒ IcRN

e
Δ0

≃ 2.4285
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[ AR, arXiv:2603.01269 (unpublished) ]  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µ = 0

<latexit sha1_base64="GRVCr3Gt5WI9DosZaC1zdZWiehA=">AAAB9XicbVDLSsNAFL3xWesrKrhxM1iErmoiUl0WBHHhooJ9QFPCZDpJh04ezEwqJc2nuBFxo+Bv+Av+jdPHpq0HBg7nnOHee7yEM6ks69dYW9/Y3Nou7BR39/YPDs2j46aMU0Fog8Q8Fm0PS8pZRBuKKU7biaA49DhteYO7id8aUiFZHD2rUUK7IQ4i5jOClZZc83TshOnYCYIsd/oeFlk+dO8vH12zZFWsKdAqseekBHPUXfPH6cUkDWmkCMdSdmwrUd0MC8UIp3nRSSVNMBnggGbTrXN0oaUe8mOhX6TQVF3I4VDKUejpZIhVXy57E/E/r5Mq/7absShJFY3IbJCfcqRiNKkA9ZigRPGRJpgIpjdEpI8FJkoXVdSn28uHrpLmVcWuVqpP16VaeV5CAc7gHMpgww3U4AHq0AACY3iDT/gyXoxX4934mEXXjPmfE1iA8f0HIQWSAg==</latexit>

|µ| → ⊋vF /L

https://arxiv.org/abs/2603.01269
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PODSUMOWANIE 
Obok szeroko dyskutowanych w prasie zastosowań praktycznych 
(“inteligentna” odzież, elektrody podczaszkowe, itp) grafen — po 
roku 2015 —wniósł także sporo do badań podstawowych. 


— Nowy wzorzec oma oparty na kwantowym efekcie Halla


— Nadprzewodnictwo w układzie zawierającym wyłącznie węgiel


— Dalsze możliwości testowania fizyki materii skondensowanej dla 
     cząstek bezmasowych (anomalne przewodnictwo cieplne)


— Obiecująca metoda wyznaczania absolutnych wsp. Seebecka 


— Anomalny (nieharmoniczny) efekt Josephsona
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