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Rozdzial 1

Stala Plancka h

Za dzien narodzenia mechaniki kwantowej jest uwazany 14 grudnia roku 1900.
Tego dnia, na posiedzeniu Niemieckiego Towarzystwa Fizycznego w Instytucie
Fizyki Uniwersytetu Berlinskiego czterdziestodwuletni profesor zwyczajny tego
uniwersytetu, Max Planck wyglosit referat pt "O teorii prawa rozkladu energii
w widmie normalnym". W ciggu roku akademickiego posiedzenia Niemieckiego
Towarzystwa Fizycznego w Berlinie odbywaly sie co dwa tygodnie. Uczestniczyli
w nich fizycy z réznych jednostek naukowych i nie tylko — jednym z zalozycieli
byl stynny przemystowiec Siemens. W poréwnaniu do naszych konwersatoriow
PTF te zebrania byly bardziej robocze. W szczegdlnosci, w roku 1900 referaty
dotyczyly czesto promieniowania ciala doskonale czarnego, nad ktérym fizycy
berlitiscy prowadzili badania zaré6wno doswiadczalne jak i teoretyczne. Referat
Plancka tez nalezal do tej serii.

Powszechnie wiadomo, ze ciata rozgrzane $wieca. Natezenie Swiatta zalezy
od rodzaju $wiecacego ciala. Na przyktad roztopione szklo §wieci znacznie
stabiej niz kawalek wegla rozgrzany do tej samej temperatury. Kirchhoff w
roku 1859 pokazal metodami termodynamiki, ze dla ciala w réwnowadze z
promieniowaniem stosunek natezenia promieniowania emitowanego do natezenia
promieniowania absorbowanego przy danej dlugodci fali jest uniwersalna, nieza-
lezna od rodzaju ciala i jego powierzchni funkcja dtugosci fali i temperatury

= p(w,T). (1.1)

Zgodnie z obecnymi zwyczajami zamiast dtugosci fali A wprowadziliémy tu
czestosé kotowa
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W tym wzorze ¢ oznacza predkosé¢ swiatta w prézni. Szybko zauwazono, ze
wzor (1.1) upraszcza sig, jesli rozwazac cialo, ktore absorbuje cate padajace
na nie promieniowanie niezaleznie od jego dlugosci fali. Dla takiego ciatla,
nazwanego cialem doskonale czarnym, przy odpowiednim doborze normaliza-
cji, a(w) = 11 funkecja p(w,T) jest rozkladem energii w promieniowaniu emi-
towanym. Planck zaproponowal wzér na ten rozklad, ktéory w odrdznieniu
od wzoréw proponowanych przez jego poprzednikéw znakomicie zgadza sie z
do$wiadczeniem. W dzisiejszych oznaczeniach:
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Toczyn p(w, T')dw, daje energie na jednostke objetosci, promieniowania o czestosci
kotowej z przedzialu dw, znajdujacego sie w réwnowadze z cialem doskonale
czarnym o temperaturze T. Ten wzor zawiera dwie state fizyczne: stala Boltz-
manna kg, ktora wystepuje takze we wzorze Boltzmanna laczacym entropie
uktadu z liczba dostepnych uktadowi stanéw mikroskopowych, i stata h. Oz-
naczenie h, ktoére zostalo wprowadzone znacznie p6zniej przez Diraca, jest obec-
nie powszechnie uzywane. Planck wprowadzil stala h = 2xh, ktora zostala
potem na jego cze$¢ nazwana stala Plancka. Stata i ma rozne nazwy: zre-
dukownana stata Plancka, h-przekreslone, lub po prostu stata Plancka. Stala
Boltzmanna wystepuje w wielu wzorach termodynamicznych. Mimo to Boltz-
mann nie wyznaczyt nigdy jej warto$ci numerycznej. We wzorach termodynam-
icznych znanych Boltzmannowi przed rokiem 1900 stata kp wystepuje zawsze
pomnozona przez stala Avogadry. Ten iloczyn, oznaczany przez R i znany jako
stata gazowa, byt dobrze zmierzony, ale poniewaz oszacowania liczby Avogadry
byly wéwczas bardzo niepewne, trudno byto przej$é od stalej R do stalej kp.
Poréwnujac swoj wzor z doswiadczalnym rozktadem energii w widmie ciata
doskonale czarnego, Planck wyznaczyl po raz pierwszy warto$¢é numeryczna
statej Boltzmanna. Znajac te¢ stala i stala gazowa wyliczyt stala Avogadry.
Otrzymat bardzo rozsadny wynik, co stanowilo niezalezne od widma ciata doskonale
czarnego potwierdzenie wzoru (1.3). Wedlug obecnych danych:

h =1,055 x 107%4J sek. (1.4)

Znane sg jeszcze cztery dalsze cyfry za przecinkiem, ale nie podajemy ich tu-
taj. Stata Plancka ma wymiar dzialania, czyli iloczynu energii i czasu, lub
réwnowaznie pedu i drogi.

W swoim referacie Planck podal wyprowadzenie wzoru (1.3) w oparciu o
zdumiewajace wspotczesnych zatozenie, ze przekazywanie energii miedzy cialem
promieniujacym i polem promieniowania odbywa si¢ nie w sposob ciagly, ale
“paczkami" o energii

E = hw. (1.5)

Sam Planck, fizyk konserwatywny, glteboko znajacy i ceniacy klasyczna fizyke,
nazwal w pozniejszych wspomnieniach przyjecie tego zatozenia "aktem roz-
paczy". Widzial, ze wzor (1.3) dobrze odtwarza dane i cheial go za wszelka ceng
jakos wyprowadzié. Na podstawie klasycznej elektrodynamiki przyjmowano
wtenczas, ze zrodtem promieniowania o czestosci w jest oscylator harmoniczny
o czestosci w. Wzor (1.5) sugerowal wiec, ze oscylatory harmoniczne emitujace
promieniowanie nie zmieniaja energii w sposob ciagly, ale maja poziomy en-
ergetyczne odleglte od siebie o wielokrotnosci kwantu energii hw. Po6zniej, w
oparciu o rozumowanie, ktére ma juz wartos$é tylko historyczna, Planck doszedt
do stusznego wniosku, ze stan oscylatora o najnizszej energii ma energie %hw.
Tak wigc energia oscylatora harmonicznego moze przyjmowaé tylko wartosci

1
Enzhw(n+§), n=20,1,2,.... (1.6)
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Rysunek 1.1: Energia potencjalna jednowymiarowego oscylatora harmonicznego

V(z) = %K 22 w jednostkach Aw. Linie poziome oznaczaja, podzielone przez hw,

energie stanu podstawowego i pierwszego stanu wzbudzonego oscylatora.

Te dozwolone wartosci energii sa nazywane poziomami energetycznymi. Poziom
podstawowy ma najnizsza z mozliwych energie. Potem nastepuja kolejne stany
wzbudzone. Czestos¢é kolowa oscylatora harmonicznego w jest zwiazana z jego
stata sitowa K i masa m klasycznym wzorem

K
w=4/—. (1.7)
Zaleznosé energii potencjalnej oscylatora harmonicznego od wspotrzednej z i
dwa pierwsze poziomy energetyczne sa pokazane na rysunku 1.

Mowi sie, ze energia oscylatora jest skwantowana. Kwant energii, czyli
roznica energii miedzy sasiednimi poziomami, zalezy od czestosci czy dtugosci
fali. Dla éwiatta widzialnego, przyjmujac A = 5 x 107® cm, co odpowiada
czestosci kolowej w = 4x 10 sek ™!, otrzymujemy hw = 4x 10719 J. Operowanie
wielko$ciami tak dalekimi od jednosci jest niewygodne i dlatego wprowadza
si¢ rozne inne uklady jednostek. Przyjmujac za jednostke energii jeden elek-
tronowolt mamy

h = 6,582 x 107 %V sek (1.8)

i co za tym idzie dla powyzszego przyktadu hw = 2,5 eV. Popularne sa tez
uktady jednostek, w ktorych z definicji A = 1. Wystepowanie statej Plancka jest
charakterystyczne dla efektow kwantowych. W przypadku oscylatora harmo-
nicznego réznica energii miedzy sasiednimi poziomami energetycznymi i rézna
od zera najnizsza mozliwa energia oscylatora sa proporcjonalne do h. W fizyce
klasycznej obie te liczby sa réwne zeru. W roku 1918 Planck otrzymal na-
grode Nobla "w uznaniu wktadu do fizyki teoretycznej przez odkrycie kwantow
energii".

W roku 1905 zostato zrobione kolejne wielkie odkrycie zwigzanie ze stala
Plancka. Einstein postawil teze, ze swiatlo sktada sie z kwantéw o energii hw,
ktore sg niepodzielne jak atomy. Powszechnie dzi§ uzywana nazwa foton zostata
dla takiego kwantu wprowadzona dopiero w roku 1926 przez G.N. Lewisa. W
roku 1921 Einstein otrzymat nagrode Nobla "za zastugi dla fizyki teoretycznej, a
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Rysunek 1.2: Fotony nadlatujace wzdluz drogi 1 trafiaja na lustro poiprze-
puszczalne Lp. Jezeli lustra odbijajace Lx i Ly sa odchylone, to foton zostaje
przepuszczony i trafia do detektora x lub odbity i trafia do detektora y. Jesli
lustra odbijajace sa ustawione jak na rysunku, to fotony moga wytworzy¢ prazki
interferencyjne na ekranie £. Kazdy foton potrzebuje do tego obu drog 3 + 5
i 2+ 4. Obserwator w O moze spowodowaé przestawienie luster zanim doleci
do nich foton, nawet jesli decyzje podejmie, kiedy ten foton juz opuscit okolice
lustra Lp.

w szczegolnosci za odkrycie praw rzadzacych efektem fotoelektrycznym", a wiec
za teorie kwantéw Swiatla, a nie za teorie wzglednodci, ktora komisji noblowskiej
wydawala sie jeszcze wtedy nieco podejrzana. Teoria kwantow $wiatta spotkata
sig ze sprzeciwem wigkszej czesci dwezesnych czotowych fizykow, a nawet i dzis,
kiedy prawie wszyscy sie z nia zgadzaja, sporna jest interpretacja paradoksow,
do ktoérych prowadzi. Ograniczymy sie tu do przedstawienia cyklu eksperymen-
téw wykonanych przy pomocy uktadu przedstawionego na rysunku 2.

A1) Rozwazmy najpierw nastepujacy eksperyment. Klasyczna wiazka swiatla
leci wzdhuz osi z i trafia na lustro potprzepuszczalne Lp ustawione w poczatku
uktadu wspolrzednych, pod katem 7 /4 do osi z. (rysunek 2). Zgodnie z definicja
lustra poélprzepuszczalnego polowa natezenia wiazki zostaje przepuszczona i leci
dalej wzdluz osi . Druga polowa zostaje odbita i leci wzdluz osi y. Jezeli gdzie$
dalej na osiach x i y ustawimy detektory, powiedzmy w punktach z = zg i
Yy = 1o, to bedziemy mogli stwierdzié, ze natezenia kazdej z wiazek po spotkaniu
z lustrem jest rowne polowie natezenia wiazki pierwotnej. Zeby nie byto prob-
lemoéw z dzieleniem pojedynczych fotonéw przyjelismy, ze wiazka jest klasyczna,
to znaczy, ze zawiera bardzo duzo fotonow.

A2) Powtorzmy poprzedni eksperyment w sytuacji, kiedy padajaca wigzka
zawiera tylko jeden foton. Doswiadczalnie jest to wykonalne. Poniewaz fo-
ton nie moze sie podzieli¢ albo jeden, albo drugi detektor notuje przybycie
fotonu, ale nigdy oba. Juz to jest dosy¢ dziwne. Mamy doktadnie okreslony
stan poczatkowy i nie potrafimy przewidzie¢ jaki bedzie stan koncowy, ale to
jest dopiero poczatek trudnosci. Wydaje sie oczywiste, ze jesli zadziatal detek-
tor w zg, to foton przeszedl przez lustro i lecial wzdhuz osi x , a jesli zadziatat
detektor w yg, to foton si¢ odbil i lecial wzdluz osi y. Zobaczymy ponizej, ze
nawet ta sprawa nie jest taka prosta.

B1) Wstawmy teraz na osiach przed detektorami, powiedzmy w punktach
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xo — 11 yo — 1, dodatkowe lustra Lz i Ly ustawione pod katami w/4 do osi i
zorientowane tak, ze w przypadku klasycznej wigzki odbite promienie spotykaja
sie w punkcie (xg — 1,59 — 1). Jak wiadomo, przy takim spotkaniu nastepuje
interferencja i jezeli wstawimy w obszarze spotkania odpowiedni ekran pokryty
emulsja fotograficzna, oznaczony na rysunku FE, to powstana na nim prazki in-
terferencyjne. Mozna dobraé¢ dtugosé fali i emulsje tak, zeby jeden foton zaczer-
nial doktadnie jedno ziarno emulsji. Liczne fotony zawarte w klasycznej wiazce
trafiaja w jedne obszary ekranu czesciej, a w inne rzadziej i powstaja prazki.
Czes$¢ wiazki, ktora przeszla przez pierwsze lustro, i czesé wiazki, ktora sie od
niego odbita, dochodza do ekranu réznymi drogami. Jezeli ktorakolwiek z tych
drog zablokowadé, to prazki interferencyjne znikna. Zeby nastapita interferencja,
potrzebne jest $wiatto idace obu drogami.

B2) Niech teraz w powyzszym ukladzie padajaca wigzka sklada si¢ z jednego
fotonu. Zostanie zaczernione tylko jedno ziarno i trudno stwierdzié, czy byta in-
terferencja, czy nie. Mozemy jednak powtarzaé ten eksperyment z pojedynczymi
fotonami co jaki§ czas, nie zmieniajac emulsji na ekranie. Po dtuzszym czasie,
kiedy zaczernionych punktow bedzie juz duzo, stwierdzimy, ze powstaty prazki
interferencyjne takie same jak w klasycznym eksperymencie. Wynikaja z tego
trzy wazne wnioski:

e Foton interferuje sam ze soba, bo powstaly prazki interferencyjne, a w
okolicy ekranu nie bylo nigdy wiecej niz jeden foton naraz. Co wiecej,
rozne fotony nie interferuja ze soba, bo w eksperymencie z klasyczna
wiazka, gdzie duzo fotonéw nadlatuje jednoczesnie, zadna dodatkowa in-
terferencja nie powstaje.

e Skoro do interferencji wystarcza jeden foton, to ten foton musi w jakims
sensie i$¢ obu drogami naraz. Zgadza sie¢ to z obserwacja, ze zablokowanie
ktorejkolwiek z dwu drog powoduje, ze prazki nie powstaja. Widaé stad
tez, ze wprawdzie nie mozemy zaobserwowaé podzielenia sie fotonu, ale
foton, ktéry nie jest obserwowany, moze si¢ zachowywaé tak, jakby sie
podzielit.

e Nie da sie przewidzie¢, gdzie trafi w ekran pojedynczy foton, tak jak
poprzednio nie dawalo si¢ przewidzieé¢, ktory z licznikow go zarejestruje.
Jezeli jednak fotonow jest bardzo duzo, to rozklad punktéow trafienia
jest przewidywalny. Wynik jest taki, jakby rozktad prawdopodobieristwa
punktow trafienia byl dobrze okreslony. Przy rzucaniu moneta to, czy
w jednym rzucie wyjdzie orzet czy reszka, jest nieprzewidywalne, ale przy
bardzo wielu rzutach prawo wielkich liczb gwarantuje (dla monety "rzetel-
nej"), ze liczba ortéw bedzie mniej wiecej rowna liczbie reszek. Podobnie
jest 1 w omawianym tu eksperymencie. Punkt trafienia jednego fotonu
jest nieprzewidywalny, ale rozklad trafien bardzo wielu fotonéw musi by¢
mniej wigcej taki, jak przewiduje klasyczna teoria.

C) W eksperymentach (A) foton padajacy na lustro polprzepuszczalne zostaje
calkowicie przepuszczony lub catkowicie odbity. Moéwimy, ze poszedl jedna z
dwu mozliwych drog. W eksperymentach (B) foton jako$ idzie obu drogami,
cho¢ nie zostaje rozbity na dwa fotony. Powstaje pytanie, skad foton padajacy
na lustro pélprzepuszczalne wie, jak sie ma dalej zachowywaé¢. Doswiadczenie
wskazuje, ze w ukladzie (A) wybiera inng mozliwos¢ niz w uktadzie(B), cho-
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ciaz w obu tych uktadach otoczenie lustra potprzepuszczalnego wyglada doktad-
nie tak samo. Mozna by przypuszczaé, ze wplywa na to ustawienie pozostalej
aparatury — konkretnie luster odbijajacych. Zalozmy wiec, ze lustra odbijajace
w punktach xg—11 yo— 1 sa osadzone na zawiasach tak, ze mozna je ustawia¢ w
dwu pozycjach. W pozycji 1 lustro odbija wigzke jak w eksperymencie (B). W
pozycji 2 lustro jest odchylone i §wiatlo przechodzi obok. Jezeli kazde z luster
ustawimy w polozeniu 2, realizujemy uktad z eksperymentu (A) i kazdy foton
idzie jedna droga. Jesli kazde z luster ustawimy w pozycji 1, to realizujemy
uktad z eksperymentu (B) i kazdy foton idzie obu drogami. Wyobrazmy sobie
teraz, ze urzadzenie eksperymentalne jest bardzo duze. Powiedzmy, ze kazdy
z prostoliniowych odcinkéw drog fotonéw za lustrem polprzepuszezalnym ma
jeden rok $wietlny dlugosci. W srodku kwadratu utworzonego przez te cztery
odcinki siedzi eksperymentator, ktory w trzy miesiace po tym, jak foton pad-
nie na lustro poétprzepuszczalne, decyduje, czy ma by¢é realizowany eksperyment
(A) czy eksperyment (B). Latwo sprawdzi¢, ze jest jeszcze dosyé czasu, zeby nie
przekraczajac predkosci swiatta przekazaé te decyzje do obu luster odbijajacych
i odpowiednio je ustawi¢. W tym wariancie foton decyduje, czy ma i$¢ jedna
droga czy obydwoma, na trzy miesiace zanim powstanie informacja, jaki uktad
doswiadczalny zostanie ustawiony, a mimo to i tak zawsze dobrze zgaduje, co
bedzie potrzebne.

Niektorzy uwazaja teorig, ktora prowadzi do takich paradoksow (poznamy
ich wigcej w dalszych wyktadach), za sprzeczng ze zdrowym rozsadkiem i wyrazaja
nadzieje, ze da si¢ ja zastapi¢ czyms lepszym, choé na razie nie wiedza czym.
Inni twierdza, ze poki ktos nie wykaze, ze te trudnosci prowadza do sprzecznosci
z doswiadczeniem, a nie tylko z czyim$ zdrowym rozsadkiem, nie ma si¢ czym
przejmowacé. Prawie wszyscy specjalisci zgadzaja sie, ze do praktycznych za-
stosowan mechaniki kwantowej jej obecna interpretacja jest zupetlnie wystar-
czajaca.

Kolejne wielkie odkrycie zostalo dokonane przez de Broglie’a w roku 1924 i
uczczone w roku 1929 nagroda Nobla "za odkrycie falowej natury elektronow.
De Broglie zalozyl, ze z kazda czastka swobodna zwiazana jest fala, ktorej wek-
tor falowy jest réwnolegly do pedu czastki. Czestosé fali jest zwigzana z energia
czastki wzorem (1.5). Wektor falowy fali k jest zwiazany z pedem czastki p
wzorem, ktory obecnie jest znany jako wzoér de Broglie’a:

p = hk. (1.9

Zauwazmy, ze dla fotonu ten wzor wynika ze wzoru (1.5), bo dla czastki o masie
réwnej zeru dtugo$é wektora pedu pomnozona przez c jest rowna energii czastki,
a dla swiatla dhugosé¢ wektora falowego pomnozona przez ¢ jest rowna czestosci
kotowej w. Dla czastki o masie réznej od zera zwiazek miedzy wektorem falowym
i dlugoscia fali (k = 2w /) pozostaje bez zmian, natomiast, jak wida¢ ze wzorow
(1.5) i (1.9), zwigzek miedzy czestoscig kotowg i wektorem falowym przybiera
postacé

E o m2c?
w=—=h"'/m2c + 22 =\ k2 + O
h h
Tego wzoru nie mozna bez dodatkowych zatozen wyprowadzié¢ ani ze wzoru
(1.5), ani z optyki. Z teorii de Broglie’a wynikal zdumiewajacy dla wspoélczes-
nych wniosek, ze czastki o masie roznej od zera powinny interferowaé podobnie

(1.10)
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jak fotony. Ten wniosek zostatl wkrétce potwierdzony do$wiadczalne przez G.P.
Thomsona i niezaleznie przez C.J. Davissona i L.H. Germera. Davisson i Thom-

son otrzymali w roku 1937 nagrode Nobla "za do$wiadczalne odkrycie dyfrakcji
elektronéw na krysztatach".
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Rozdzial 2

Pomiary w mechanice
kwantowe]

W mechanice klasycznej, jesli podamy polozenie i ped lub predko$é punktu ma-
terialnego, to jego stan w danej chwili jest catkowicie okre§lony. Pomiar moze
zmieni¢ te parametry. Na przykitad, mierzac predkosé pocisku przy pomocy
wahadta balistycznego, hamujemy bieg pocisku, ale mozna tez, innymi meto-
dami, pomiar przeprowadzié¢ delikatnie, tak ze ani ped, ani potozenie pocisku
nie zostang zaburzone. Oczywiscie kazdy konkretny pomiar wprowadza jakie§
zaburzenie, ale przez odpowiedni dob6r metody pomiaru mozemy to zaburzenie
uczynié¢ mniejszym niz jakakolwiek z géry zadana granica.

W mechanice kwantowej sytuacja jest znacznie bardziej skomplikowana. Oprocz
ograniczen wynikajacych z niedoskonalosci zastosowanej metody pomiaru, sa
jeszcze ograniczenia wynikajace z praw Przyrody. Na poczatek zwracamy uwage
na trzy takie problemy:

e Niektore pary wielko$ci nie dadza sie jednoczesnie zmierzyé. Na przyktad,
jakkolwiek pomystowy bytby eksperymentator, nie wymy$li metody, ktéra
pozwolitaby jednoczesnie i z dowolna doktadno$cia zmierzyé x-owa sktadowa
wektora potozenia czastki i x-owa sktadowa jej wektora pedu.

e Pojedyncza wielkos¢ da sie w zasadzie zmierzy¢ z dowolna doktadnoscia,
ale jezeli mamy kilka uktadéw w tym samym stanie, to naogot dla kazdego
z nich pomiar da inny wynik. Zwykle nie da sie¢ wiec przewidzie¢ wyniku
pomiaru znajac (dokladnie!) stan uktadu.

e Nawet jezeli uklad jest w takim stanie, ze potrafimy dokladnie przewidzie¢
wynik pomiaru jakiej$ wielkosci, to zwykle nie mozna gwarantowac, ze stan
uktadu po pomiarze bedzie taki sam jak przed pomiarem. W szczegdlnosci
ponowny pomiar wielkosci, ktéra przedtem byta dobrze okreslona, moze
juz daé¢ zupehie inny wynik.

Dla czlowieka wychowanego na klasycznej fizyce, kazde z tych stwierdzen
jest wielkim odkryciem lub wielkim bledem. Oba te stanowiska bywaly bro-
nione przez najwiekszych fizykéw. Obecnie jest prawie powszechnie przyjete,
ze do celow praktycznych dzisiejsza mechanika kwantowa jest dobra. Niektorzy
sadza jednak, ze jest jeszcze do odkrycia jakas nowa interpretacja, dzigki ktorej
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ta teoria stanie si¢ latwiejsza do przyjecia, a moze i poszerzy zakres stosowal-
nosci. Obecna sytuacja stwarza pulapke, ktora wcigga niektérych amatorow.
Dowiaduja sie z wiarygodnych Zrodet, ze oczekiwana jest nowa teoria na miejsce
mechaniki kwantowej, a kiedy nie szczedzac wolnego czasu zbuduja taka teorie,
nikt nie traktuje ich powaznie. Dlatego dobrze jest wiedzieé, ze po to zeby taka
nowa teoria mogta by¢ potraktowana powaznie, musi zawiera¢ nastepujace dwa
elementy: po pierwsze dowdd, ze wszystkie dobre wyniki mechaniki kwantowej
wynikaja tez z proponowanej teorii, po drugie precyzyjne stwierdzenie, ktore z
podstawowych zalozen mechaniki kwantowej zostaly usunigte, co wprowadzono
na ich miejsce i dlaczego to ma by¢ ulepszenie.

Jednym z ciekawych epizodéw dyskusji wokoét podstaw mechaniki kwantowej
byla praca Einsteina Podolsky’ego i Rosena z roku 1935'. W tej pracy au-
torzy zaproponowali sposéb jednoczesnego pomiaru potozenia i pedu czastki
wbrew pierwszemu z powyzszych punktéw. Rozwazali nastepujacy ekspery-
ment myslowy. Niech czastka A rozpada si¢ na czastki B i C. W ukladzie
spoczynkowym czastki A, na mocy zasady zachowania pedu, ktéra obowiazuje
takze w mechanice kwantowej, czastki B i C leca z réwnymi co do wielkosci
pedami w przeciwnych kierunkach. Kiedy oddala si¢ od siebie tak znacznie, ze
wszelkie ich wzajemne oddzialtywania mozemy zaniedbaé, mierzymy ped czastki
B i stad wyliczamy ped czastki C. Ten ped zachowuje si¢ poki czastka C' nie
oddzialuje z niczym. Mierzymy teraz polozenie czastki C', co podobnie jak po-
miar samego pedu jest dozwolone przez mechanike kwantowa. W ten sposdb
wyznaczyliémy w danej chwili i ped, i polozenie czastki C'. Jak sie wkrotce wy-
jasnilo, kluczowe jest tu zalozenie, ze kiedy czastki B i C' sa bardzo daleko od
siebie, to pomiar wykonany na jednej z nich nie zaburza stanu drugiej. To zaloze-
nie, znane obecnie jako zaltozenie lokalnego realizmu, jest sprzeczne z mechanika
kwantowg i, jak juz dzis§ wiemy, z doswiadczeniem. Obecnie méwi si¢ o paradok-
sie EPR, od pierwszych liter nazwisk autoréw, polegajacym na tym, ze wbrew
intuicji stany nawet bardzo od siebie odlegltych czastek moga by¢ skorelowane.

Drugi z powyzszych punktow budzil nie mniejsze emocje. Kiedy$ filozo-
fowie uczyli, ze rozne skutki dowodza réznych przyczyn. Mechanika kwantowa
dostarcza kontrprzykladéw na to twierdzenie. Wyobrazmy sobie zbioér atomdw
radu. Kazdy z tych atoméw jest dokladnie w tym samym stanie i ewoluuje
doktadnie w takich samych warunkach. Mimo to moze sie zdarzy¢, ze atom A
rozpadnie sie¢ po godzinie, a atom B po tysiacu lat. Wedtug mechaniki kwan-
towej nie ma w tym zadnej sprzeczno$ci i nie da si¢ znalezé zadnej przyczyny
roznych losow atoméw A i B. Ten wynik jest sprzeczny z naszym codziennym
do$wiadczeniem. Jest tez sprzeczny z programem fizyki, w ktory wierzono od
czasow Newtona. Wedlug tego programu celem fizyki jest znajdowanie rownai,
ktore na podstawie warunkéw poczatkowych pozwola jednoznacznie przewidzieé
dalsze losy uktadu. Dtugo nie watpiono, ze takie réwnania istnieja. Zeby ra-
towaé ten program zaproponowano, ze atomy radu sa wprawdzie identyczne
we wszystkich parametrach, ktore potrafimy zmierzy¢, ale istnieja jeszcze inne
"ukryte"parametry, ktérych nie potrafimy zmierzyé¢, ale gdybysmy potrafili, to
mogliby$my przewidzieé¢ indywidualny czas zycia kazdego z atoméw. Na razie
nikomu nie udalo sie zbudowaé teorii z ukrytymi parametrami, ktora bytaby
lepsza od standardowej mechaniki kwantowej. Hipotezy o ukrytych parame-
trach nie da si¢ obalié, jesli si¢ precyzyjniej nie sformutuje jej zalozen. John

LA. Einstein, B. Podolsky i N. Rosen, Physical Review 47(1935)777.
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Bell podal zalozenia, ktore wydaja sie¢ bardzo naturalne dla teorii z ukrytymi
parametrami. W oparciu o te zatozenia wyprowadzit pewne nieréwnoéci, znane
obecnie jako nieréwnosci Bella, ktore w niektérych sytuacjach sa sprzeczne z
mechanikg kwantowa. Dzi§ juz wiadomo, ze te nieréwnosci sa takze sprzeczne
z doswiadczeniem. To wyklucza szeroka klase modeli z ukrytymi parametrami,
ale mozna szukaé dalej. W tych wyktadach bede sie trzymal strony praktycznej
mechaniki kwantowej unikajac subtelnosci interpretacyjnych. Bardzo dobry i
przystepny opis kilku popularnych obecnie interpretacji mechaniki kwantowej
mozna znalezé w ksiazce Daviesa i Browna "Duch w atomie"2.

To, ktore wielkosci mozna jednocze$nie zmierzy¢, jest jednym z waznych
przewidywarn teorii. Wré6cimy do niego pé6zniej. Zastanéwmy sie teraz, jak
mozna by stwierdzi¢ doswiadczalnie, ze uktad znajduje sie w takim, a nie innym
stanie. Zeby unikna¢ probleméw z zaburzaniem uktadu przez pomiar, nalezy
do pomiaréw uzy¢ nie jednego ukladu, ale zbioru ukladéw, z ktoérych kazdy
jest w tym samym stanie. Taki zbior nazywa sie zespolem i zakladamy, ze po-
trafimy go przygotowa¢. Na kazdym z elementéw zespotu dokonujemy pomiaru
tylko raz. Musimy sie liczy¢ z tym, ze nawet przy bardzo dobrze przeprowad-
zonych pomiarach rézne pomiary dadza rézne wyniki. Jak wiec uzyskaé in-
formacje o stanie uktadu? Okazuje sie, ze przy zwigkszaniu liczby pomiaréw
na ukltadzie w danym stanie, wymaga to oczywiscie dostatecznie licznego ze-
spotu, czestosci poszezegdlnych wynikow (stosunki liczby pomiaréw, ktore daty
ten wynik do catkowitej liczby pomiarow) daza do okreslonych granic — rozklad
prawdopodobienistwa wynikow pomiaru jest dobrze okreSlony i mierzalny. Za-
uwazmy, ze chociaz nie da si¢ jednocze$nie zmierzy¢é potozenia i pedu czastki,
to mozna wyznaczy¢ osobno rozktad prawdopodobieristwa dla pedéw i rozktad
prawdopodobienstw dla polozen w danym stanie uktadu. Mierzac dostatecznie
duzo takich rozkladéw prawdopodobienstwa, mozna okresli¢ stan ukltadu. Ile?
to zalezy od stanu i od rodzaju uktadu.

Jako prosty przyklad rozwazmy stan podstawowy (o najnizszej energii) jed-
nowymiarowego oscylatora harmonicznego. Oznaczymy ten stan |Ep). Taki
zapis stanow zostal wprowadzony przez Diraca. Zauwazmy na razie, ze miedzy
jego dwa nawiasy mozna wygodnie wpisywaé¢ dowolna ilosé informacji o stanie.
Na przyklad, dla atomu wodoru czesto rozwaza si¢ stany |n,l,m,s,), gdzie
n,l,m,s, okreslaja odpowiednio energie, kret, rzut kretu na o$ z i rzut spinu
na o$ z. Stan |Ey) jest okreslony przez jedna liczbe rzeczywista — energie, cho-
ciaz okreslenie stanu klasycznego jednowymiarowego oscylatora harmonicznego
wymagalo by podania dwu liczb, na przyklad polozenia i pedu. Precyzyjny
pomiar energii w tym stanie daje z prawdopodobieristwem jeden (na pewno)
wartosé Ey. Prawdziwe jest i twierdzenie odwrotne. Jezeli pomiar energii os-
cylatora daje zawsze wynik Ey, to oscylator jest w stanie |Ep). Pomiary pedu
daja rozklad Gaussa

2

p(p) = Ne~ i/, (2.1)

gdzie m oznacza mase czastki, K stala silowa oscylatora, a N jest stata nor-
malizacyjna zalezna od liczby wykonanych pomiaréw. Czesto uzywa sie tez
rozktadéw znormalizowanych do jednoéci, to znaczy ze wspotczynnikiem normal-
izacyjnym N dobranym tak, zeby sumowanie po wszystkich mozliwych wynikach

2P. Davies i T.R. Brown Duch w atomie Wydawnictwo CIS Warszawa (1996)
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Rysunek 2.1: Znormalizowany do jednosci rozklad prawdopodobienstwa (2.2)

dla wspoélrzednej oscylatora harmonicznego. Parametr o = ¢/ ";L—f . Klasycznie

dostepny jest tylko obszar alz| < 1. Prawdopodobieristwo znalezienia czgstki
poza tym obszarem wynosi okolo 15,7%. Prawdopodobienstwo znalezienia jej
poza obszarem «|x| < 2 wynosi niecate 0,5%

pomiaru — w obecnym przypadku catkowanie po pedzie p od minus nieskoric-
zonosci do plus nieskoniczonosci — dawalo wynik jeden. Zauwazmy, ze w fizyce
klasycznej warto$é bezwzgledna pedu nie mogtaby przekraczaé wartosci v/2mEy,
przy ktorej energia kinetyczna staje si¢ réwna energii catkowitej oscylatora. W
mechanice kwantowej, natomiast, pomiar (poprawny!) moze da¢ dowolnie duza
warto$é pedu, choé pedy wigksze od dozwolonych klasycznie zdarzaja si¢ rzadko.
Pomiary polozenia tez daja rozktad Gaussa

plx) =Ne " n (2.2)

Ten rozklad jest pokazany na rysunku 1, gdzie parametr o = 4/ ”;f . Mozna byto

dla prostoty potozy¢ a = 1, ale przy wyborze zmiennych jak na rysunku, wykres
jest poprawny dla kazdej dodatniej wartosci parametru a. Znéw dozwolone,
choé¢ mato prawdopodobne, sa wartoéci bezwzgledne x wigksze od najwiekszej

wartosci dopuszczalnej klasycznie 2—11”;0, czyli 1/«, przy ktorej energia potenc-

jalna staje si¢ réwna energii catkowitej, a energia kinetyczna osiaga wartos$¢ zero
i nie moze sie juz dalej zmniejszaé. Znajac rozktady, mozemy wylicza¢ wartosci
$rednie. Dla wielkosci mierzalnych x i p otrzymujemy zero, co w notacji Diraca
zapisujemy (x) = 01 (p) = 0. Ciekawsze sa wyniki dla érednich kwadratow,
rownych w tych przypadkach wariancjom

@) = s ()= (23)
2VmK ' 2 '

Dobierajac iloczyn mK coraz wiekszy lub coraz mniejszy, mozemy dowolnie

zmniejsza¢ wariancje odpowiednio potozenia lub pedu, az uznamy, ze wartosé

jest z dostateczna dla nas dokladno$cia jednoznacznie okreslona, ale nie da

. . L. . . , . .. . . . 4 2 .
sig¢ jednoczes$nie zmniejszy¢ tych wariancji, bo ich iloczyn jest réwny % nieza-
leznie od wartosci mK. To potwierdza, ze jednoczesne ustalenie wartos$ci pedu
i wspolrzednej nie jest mozliwe.
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Rozdziat 3

Wektory stanu — zasada
superpozycji

Dirac zauwazyl, ze wiele rozumowari w mechanice kwantowej bardzo sie up-
raszcza, jezeli obiekty okreslajace stan, takie jak |Ep) wprowadzony w poprzed-
nim rozdziale, interpretowaé jako wektory. W dalszym ciggu bedziemy je nazy-
wali wektorami stanu.

Zeby przypomnie¢ terminologie zaczniemy od szczegélnie tatwych do wyobra-
zenia sobie wektorow — wektorow na plaszczyznie. Nie jest to mechanika kwan-
towa, ale moze ulatwié¢ zrozumienie podanych dalej w tym rozdziale rozwazan
z mechaniki kwantowej. Rozwazamy wektory zaczepione w poczatku uktadu,
tak jak wektory narysowane na Rys. 1. Te wektory maja nastepujace dwie
wlasnodci: jezeli a jest wektorem i c¢ liczba, to iloczyn ca jest wektorem. Jezeli
a i b sa wektorami, to a + b tez jest wektorem. Réwnowaznym, a krotszym,
sformutowaniem tych wlasnosci jest stwierdzenie, ze wektory na plaszczyznie
stanowig przestrzen wektorowa. Stwierdzenie, ze stanowia przestrzen wektorowa
nad cialem liczb rzeczywistych, oznacza dodatkowo, ze liczby c¢ sa rzeczywiste.
Wektor cia + cob, gdzie c1, co sa liczbami, nazywamy kombinacja liniowa wek-
torow a i b.

W przestrzeni wektorowej mozemy wprowadzi¢ baze, to znaczy zbior wek-
torow taki, ze kazdy wektor z rozwazanej przestrzeni da sie przedstawié¢ jako
kombinacja liniowa wektoréw z tego zbioru i ze zaden podzbidr tego zbioru nie
jest baza. Najbardziej znana baza dla wektoré6w na ptaszczyznie sktada sie z
dwu wektoréw, jednego lezacego na osi z i drugiego lezacego na osi y. Ale ist-
nieje nieskoriczenie wiele innych baz. Kazde dwa wektory nie lezace na jednej
prostej stanowig baze¢. Liczba wektoréow bazowych nie zalezy od wyboru bazy
i nazywa si¢ wymiarem przestrzeni wektorowej. Wymiar przestrzeni wektoréw
na plaszczyznie wynosi oczywiscie dwa. O wektorach moéwi sig, ze stanowia
uktad zupelny, jezeli kazdy wektor z rozwazanej przestrzeni wektorowej da sie
przedstawi¢ jako ich kombinacja liniowa. Baza jest wigc uktadem zupelnym
zawierajacym minimalna liczbe wektorow.

Wektor mozna przedstawi¢ jako uporzadkowany zbior liczb. Na przyktad
wektor a mozna przedstawi¢ jako pare liczb (az,a,) gdzie a; oznacza rzut wek-
tora a na o$ i. Elementy tego zbioru liczb, w naszym przyktadzie a, i a,,
nazywamy wspoOlrzednymi wektora. Porzadek jest wazny, bo wektor (aq, az) jest
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Rysunek 3.1: Kazde dwa wektory z czterech przedstawionych na rysunku
stanowia baze dla wektorow na plaszczyznie. Wektor b ma inne wspotrzedne
(inng reprezentacje) w bazie (i, j), a inne w bazie (a,j)

naogo6t rozny od wektora (as, aq). Uporzadkowany zbior wspotrzednych wektora
(liczb) nazywamy reprezentacja wektora. Kazdy wektor moze byé¢ reprezen-
towany na nieskoriczenie wiele réznych sposobéw w zaleznosci od tego, jak
wybieramy wektory bazowe, na ktore rzutujemy. Do definicji rzutéw potrzebne
jest pojecie iloczynu skalarnego. Iloczyn skalarny wektoréow a i b definiujemy
wzorem

a-b=ayb, + ayby (3.1)

Wektor nazywamy jednostkowym, jesli kwadrat jego dlugosci, a® = a-a =

1. Jezeli a-b = 0, to méwimy, ze wektory a i b sa wzajemnie ortogonalne.
Baze zlozona z wektoréw jednostkowych i parami ortogonalnych nazywamy baza
ortonormalng.

Dla przestrzeni wektorowych nad ciatem liczb zespolonych wzor (3.1) trzeba
uogo6lnié, bo w przeciwnym razie, na przyktad, wektor o wspotrzednych (4, 0) mi-
alby ujemny kwadrat dtugosci. W tym celu dla kazdego wektora a wprowadzamy
wektor dualny ap. Dla wektoréw na ptaszczyznie mozna przyjaé, ze wspotrzednymi
wektora ap s3 (a},ay), gdzie gwiazdka oznacza sprzezenie zespolone. Zamiast
iloczynu skalarnego (3.1) bedziemy stosowaé iloczyn

ap b =a;b, +a;b,. (3.2)

Definicje dtugosci wektora i ortogonalnosci dwu wektoréow pozostaja bez zmian.
Ta definicja iloczynu skalarnego redukuje sie¢ do definicji (3.1), jesli wektor a
ma wspétrzedne rzeczywiste Wynika z niej tez, ze dtugosé kazdego wektora jest
liczba rzeczywista i nieujemna, przy czym dlugosé wektora zero oznacza, ze
wektor jest zerowy, czyli ze kazda z jego wspolrzednych jest réowna zeru. Naogot
iloczyn skalarny nie jest juz jednak przemienny

aD-b: (bD'a)* (33)

Zestawimy teraz wtasnosci iloczynu skalarnego, ktore sa oczywiste, jesli sie
uzywa definicji (3.2), ale ktore w ogoélniejszym przypadku sg przyjmowane jako
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aksjomaty. Wprowadzamy oznaczenia Diraca, w ktorych iloczyn skalarny (3.2)
jest pisany jako (a|b). Zapiszmy jego wlasciwosci.

1. Kwadrat dlugosci wektora a, (ala), jest liczba rzeczywista nieujemna,
rowng zeru wtedy i tylko wtedy kiedy wektor a jest wektorem zerowym

2. Tloczyn skalarny wektorow a i b jest liniowy to znaczy, ze dla dowolnej
liczby ¢ i dowolnych wektoréw a, b, by i bo

(by +bsla) = (by]a) + (bsla). (3.4)
(blca) = c(bla) (3.5)

3. Hoczyn skalarny (a|b) jest liczbg, naogot zespolong. Zmiana porzadku
czynnikéw jest réwnowazna ze sprzezeniem zespolonym:

(bla) = (afb)". (3.6)

Wracamy teraz do mechaniki kwantowej. Nalezy zwraca¢ uwage zaréwno
na podobienistwa, jak i na réznice z omoéwionym powyzej prostym przykta-
dem. Zbiér wektorow stanu danego ukladu uzupelniony wektorem zerowym
stanowi przestrzen wektorowa nad ciatem liczb zespolonych. To, oczywiscie,
nie jest twierdzenie z matematyki, tylko wazny fakt z fizyki. Wektor zerowy
nie odpowiada zadnemu stanowi uktadu. Jezeli dwa wektory réznia sie tylko o
staly czynnik liczbowy, to odpowiadaja temu samemu stanowi uktadu. Tak wiec
kazdemu réznemu od wektora zerowego wektorowi z tej przestrzeni przypisany
jest jednoznacznie stan uktadu, natomiast kazdemu stanowi uktadu odpowiada
nieskoriczony zbiér wektorow c|i), gdzie wektor |i) okresla stan ukladu, a ¢
moze by¢ dowolna liczba zespolona rézna od zera. Podkreslamy, ze wektory
stanéw réznych uktadow, na przyktad jednoczastkowe wektory stanu dwu elek-
tronéw, nie naleza do tej samej przestrzeni wektorowej. Wektory stanu pary
elektronéw uzupetnione wektorem zerowym natomiast, stanowia przestrzen wek-
torowa.

Twierdzeniu, ze kombinacja liniowa dwu wektoréw nalezacych do danej przestrzeni
wektorowej jest wektorem nalezacym do tej samej przestrzeni, odpowiada jedno
z podstawowych praw mechaniki kwantowej znane jako zasada superpozycji.

Zasada superpozycji: Jezeli |¢) i |¢)) sa wektorami stanu tego samego
ukladu, a liczby (naogoél zespolone) c¢; i ¢y nie sa jednocze$nie rowne
zeru, to ci|@) + ca|t)) jest tez wektorem stanu tego ukladu.

7 punktu widzenia klasycznej mechaniki ta zasada jest zupelnie niezrozumi-
ala. Punkt materialny moze mie¢ potozenie 7 i ped p; lub potozenie 75 i ped ps,
ale co znaczy kombinacja liniowa takich stanéw? FLatwiej jest znalez¢ analogie w
optyce. Rozwazmy monochromatyczna wiazke swiatta, spolaryzowana liniowo i
propagujaca wzdtuz osi z. Plaszczyzna polaryzacji jest jednoznacznie okre$lona
przez wektor polaryzacji &. Jest to wektor jednostkowy w plaszczyznie (z,y).
Niech teraz ta wiazka interferuje z inna wiazka o tej samej dtugosci fali i tej samej
fazie, tez propagujaca wzdluz osi z i majaca polaryzacje liniowa okreslona przez
wektor polaryzacji €. Wiazka wypadkowa bedzie spolaryzowana liniowo i jej
wektor polaryzacji bedzie kombinacja liniowa wektorow &1 i €. Wspotezynniki
c1, ¢ tej kombinacji liniowej beda zalezaly od stosunku amplitud interferujacych
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wigzek. Wezmy teraz przyklad z mechaniki kwantowej. Oscylator harmoniczny
moze by¢ w stanie podstawowym |Ep), lub w pierwszym stanie wzbudzonym
|Eq1). Wynika stad, ze jezeli liczby c1,co nie sg réwnoczesnie réwne zeru, to
oscylator moze by¢ takze w stanie

[¥) = c1|Eo) + c2| En). (3.7)

Przypadki, kiedy ¢; = 0 lub ¢z = 0 sa malo interesujace. Wtedy oscylator
jest odpowiednio w stanie |F1) lub |Ey). Jezeli natomiast zadna z liczb ¢y, o
nie jest rowna zeru, to stan [i) jest rozny od kazdego ze stanow sktadowych.
W szczeg6lnosci doktadny pomiar energii bedzie czasami dawal wynik Ey, a
czasami wynik E;. OdpowiedZ na pytanie, jak czesto otrzymamy ktoéry wynik,
wymaga znajomosci dodatkowego prawa fizyki i bedzie omoéwiona w nastepnym
rozdziale.

Definicja iloczynu skalarnego jest zbudowana podobnie jak dla dwuwymi-
arowych wektorow, ale z jedna istotna zmiana. Wektory a i a* nalezaly do tej
samej przestrzeni w tym sensie, ze ich suma byla dobrze okreslona. Dla wek-
torow stanu z mechaniki kwantowej wektory stanu |¢) i wektory dualne do nich,
ktore oznacza si¢ (|, naleza do réznych przestrzeni i dodawanie ich do siebie
nie ma sensu, podobnie jak nie ma sensu dodawanie sekund do kilograméw.

Jak zobaczymy dalej, przestrzen stanéw danego uktadu w mechanice kwan-
towej ma czesto wymiar nieskoriczony. W takim razie obliczanie iloczynéw
skalarnych wymaga sumowania szeregdéw nieskonczonych lub liczenia catek. Moze
sie okazaé, ze suma czy calka jest rozbiezna i wtedy iloczyn skalarny nie ist-
nieje. W dalszym ciggu bedziemy rozrézniaé¢ wektory, ktéorych kwadrat jest
liczba skoriczona, i wektory uogodlnione, dla ktoérych sytuacja jest bardziej skom-
plikowana. Jedne i drugie sa uzywane w mechanice kwantowej. Okazuje sig,
ze wektory stanu odpowiadajace stanom zwiazanym, jak stan oscylatora har-
monicznego czy stan elektronu w atomie wodoru, sa wektorami. Natomiast
inne wazne stany, jak stan czastki o $cisle okre§lonym pedzie czy potozeniu, sa
wektorami uogélnionymi.
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Rozdzial 4

Interpretacja probabilistyczna

Omoéwimy teraz bardzo wazne zagadnienie interpretacji fizycznej wspoltczyn-
nikéw liczbowych w kombinacjach liniowych wektoré6w stanu. Zaczniemy od
przykladu z fizyki klasycznej. Rozwazmy rownoleglta wiazke swiatta monochro-
matycznego spolaryzowang liniowo i biegnaca réownolegle do osi z. Stan po-
laryzacyjny wiazki jest okreslony przez jednostkowy wektor polaryzacji e lezacy
w plaszczyznie (x,y) prostopadiej do kierunku biegu wigzki. Orientacje wek-
tora polaryzacji mozna ustali¢ przy pomocy pryzmatu Nicola. Kiedy §wiatto
spolaryzowane liniowo pada na taki pryzmat, przechodzi w calosci jesli wektor
polaryzacji jest rownolegly lub antyréwnolegly do osi pryzmatu, ktéra ustaw-
iamy rownolegle do osi x. Jesli wektor polaryzacji jest prostopadly do tej osi,
natezenie wiazki przepuszczonej spada do zera. Jezeli kat miedzy osia x i wek-
torem € wynosi ¢, i natezenie padajacej wiazki jest I, to przechodzi wiazka
o natezeniu I cos? ¢. Ten fakt mozna interpretowaé nastepujaco. Natezenie [
wiazki jest proporcjonalne do kwadratu dlugosci wektora €. Wiazke interpretu-
jemy jako superpozycje dwu wiazek: wiazki z wektorem polaryzacji o dtugosci €
cosy skierowanym rownolegle do osi x i wiazki o wektorze polaryzacji o dtugosci
¢ sinp skierowanym prostopadle do osi x (Rys. 4.1). Oznaczajac jednostkowe
wektory polaryzacji skierowane odpowiednio wzdluz osi x i y przez €, i g,
otrzymujemy

€ = oS pe, + sin pe,,. (4.1)

Ten rozktad jest zgodny ze zwyklymi regutami rozktadu wektora na sktadowe.
Pierwsza z wiazek w catosci przechodzi, a druga jest w calosci zatrzymana. Stad
natezenie przepuszczonej wiazki jest zredukowane o czynnik cos? ¢.

Sprawa sie komplikuje, jesli rozpatrujemy $wiatto jako zbior fotonéw. Natezenie
mozna dobraé¢ tak male, ze bedzie padatl jeden foton dziennie i wobec niemozli-
wosci rozbicia fotonu, nie jest mozliwe przepuszczenie czesci fotonu i zatrzymanie
reszty. Postulujemy, ze w takim wypadku kazdy foton ma prawdopodobieristwo
cos? ¢ przejécia przez pryzmat. Na mocy twierdzenia wielkich liczb, jesli fo-
tonéw pada bardzo duzo, to stosunek liczby tych, ktére przejda do caltkowitej
liczby padajacych fotonéw, bedzie bardzo bliski cos? ¢. Poniewaz kazdy fo-
ton niesie taka sama energie, tak samo podzieli si¢ natezenie padajacej wigzki.
Otrzymujemy wiec wynik zgodny z doswiadczeniami dla wiazek zawierajacych
wiele fotonow, jesli zalozymy ze prawdopodobienistwo przejscia fotonu przez
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Rysunek 4.1: Pryzmat Nicola jest ustawiony tak, ze przepuszcza swiatto spo-
laryzowane liniowo, jesli wektor polaryzacji jest réwnolegly do wektora x i
calkowicie je zatrzymuje, jesli wektor polaryzacji jest rownolegly do wektora
y. Jesli wektor polaryzacji € tworzy kat ¢ z wektorem x, to kazdy foton ma
prawdopodobieristwo przejscia cos? ¢ i co za tym idzie prawdopodobienstwo
sin? ( zostania zatrzymanym.

pryzmat Nicola, to znaczy zachowania sie tak jakby foton mial polaryzacje €,
i prawdopodobieristwo zatrzymania fotonu, to znaczy zachowania takiego jakby
foton miat polaryzacje €,, dane sa odpowiednio przez kwadraty wspélczynnikéw
we wzorze (4.1): cos® ¢ i sin? ¢. Mozna te prawdopodobienstwa wyrazi¢ przez
iloczyny skalarne odpowiednich wektorow. Oznaczmy przez P- (e, ) prawdopodo-
bienistwo, ze foton z polaryzacja € zachowa sie jak foton z polaryzacja €, czyli
przejdzie przez pryzmat. Oznaczmy przez P-(e,) prawdopodobienistwo, ze foton
z polaryzacja € zachowa si¢ jak foton z polaryzacja €, czyli nie przejdzie przez
pryzmat. Wtedy

Pe.) = (ea-€)%  Pile,) = (e, o) (4.2)

Powyzsze wzory dopuszczaja jeszcze jedng interpretacje, i te wladnie stosuje sie
zwykle w mechanice kwantowej. Kiedy foton pada na pryzmat Nicola, nastepuje
pomiar jego polaryzacji. Jezeli wektor polaryzacji fotonu € nie jest réwnolegty,
antyréwnolegly czy prostopadly do osi x, to wynik takiego pomiaru nie da sie
przewidzieé, chociaz stan polaryzacyjny padajacego fotonu jest doktadnie znany.
Mozna tylko obliczy¢ prawdopodobieristwa wynikow ze wzorow (4.2). Jezeli
foton przejdzie przez pryzmat Nicola, to uznajemy, ze byl w stanie polaryza-
cyjnym &, (a nie tylko, ze zachowal si¢ tak jakby byt w tym stanie). Jezeli foton
zostanie zatrzymany wnioskujemy, ze byt w stanie polaryzacyjnym e,. Mozna
wiec wyliczy¢, lub wyznaczy¢ z pomiaréow, prawdopodobienistwo, ze foton, ktory
ma wektor polaryzacji €, okaze w pomiarze, ze ma wektor polaryzacji €,, lub ze
ma wektor polaryzacji €,. Ten wynik moze si¢ wydawac naturalna konsekwencja
wzoru (4.1), ale jest tu trudnosé. W jaki sposob foton w stanie e, ktory jest
superpozycja fotonéw w stanach €, i €,, przechodzi w foton w jednym z tych
stanow i juz na pewno nie w tym drugim? Ta trudnos¢ bedzie lepiej widoczna
w paradoksie z kotem Schrédingera, ktory przedyskutujemy w dalszym ciagu
rozdziatu.

Ogolnie, w mechanice kwantowe]j postulujemy, ze jezeli stany |¢) i |¢) tego
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samego ukladu sa znormalizowane do jednos$ci, co znaczy ze (Y|y) =
(¢|¢) = 1, to prawdopodobienistwo wyniku pomiaru wskazujacego, ze
uklad jest w stanie, |¢), jesli wiadomo, ze uklad jest w stanie |¢),
wynosi

Py(9) = l{el)[*. (4.3)

Liczbe, naogot zespolong, (¢|) nazywamy amplituda prawdopodobienstwa.
Rozumujac jak w fizyce klasycznej, mozna by sie spodziewaé, ze jesli wiemy
ze uklad jest w stanie |¢), to tym samym wiemy, ze nie jest w zadnym innym
stanie 1 w szczegblnosci prawdopodobieristwo, ze uklad jest w stanie |@) # |¢)
powinno by¢é réwne zero. W mechanice kwantowej jednak, pomiar zaburza uktad
i moze da¢ wynik |¢), takze jesli przed pomiarem uklad byl na pewno w stanie
).

Rozpatrzmy kilka przyktadéow. Jezeli jednowymiarowy oscylator harmon-
iczny jest w stanie |Ep), w ktorym pomiar energii na pewno daje wynik Ep, to
prawdopodobieristwo wyniku Ej, wskazujacego ze uklad jest w stanie Ej, jest
zero. Stad

(E1|Eo) = 0. (4.4)

Ogolniej, dwa wektory stanu odpowiadajace jednoznacznie okreslonym, réznym
wartosciom jakiejs wielko$ci mierzalnej sa zawsze ortogonalne. Jezeli takie
wektory stanowia baze w przestrzeni wektoré6w stanu danego uktadu, to nor-
malizujac je do jednosci otrzymujemy baze ortonormalng. W dalszym ciagu
bedziemy prawie zawsze uzywaé baz ortonormalnych, bo to upraszcza wzory.
Rozwazmy teraz stan jednowymiarowego oscylatora harmonicznego

1) = co|Eo) + 1] En). (4.5)

Na mocy zasady superpozycji jednowymiarowy oscylator harmoniczny moze by¢
w takim stanie. Zakladamy, ze kazdy z wektoréw stanu |¢), |Eo), |E1) jest znor-
malizowany do jednosci. Amplituda prawdopodobieristwa, ze pomiar energii da
wynik Ey, wynosi

(Eoly) = co(Eo|Eo) + c1({Eo|Er) = co. (4.6)

Pierwszy iloczyn skalarny w srodkowym wyrazeniu jest réwny jeden z zalozenia
o normalizacji, a drugi zero jak wida¢ z poprzedniego przykladu. Rozumujac
podobnie dla amplitudy prawdopodobieristwa, ze wynik pomiaru bedzie Fj,
otrzymujemy

Py(Eo) = leol*s  Py(Er) = |ed]. (4.7)
Poniewaz wyniki Ey i Fq nawzajem si¢ wykluczaja i sg jedynymi mozliwymi
wynikami pomiaréw w stanie |¢), to z teorii prawdopodobienstwa wiadomo, ze
powinno zachodzié |co|?+|c1|? = 1. Latwo sprawdzié, ze to wynika z normalizacji
wektora |¢). Wektorem dualnym do wektora 1) jest
(Y] = c5(Eo| + ci(En]. (4.8)
stad
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1= (YY) = leof® +Jer]?, (4.9)

gdzie skorzystaliémy z ortogonalnosci i normalizacji wektoréw |Ep) |E1).

Wyniki uzyskane tu dla kombinacji liniowej dwu wektoréw stanu przenosza
sie na kombinacje liniowe wiekszej liczby, skoriczonej lub nieskonczonej, wzajem-
nie ortogonalnych, znormalizowanych do jednosci wektoréw stanu. Zawsze praw-
dopodobienstwo otrzymania wyniku pomiaru odpowiadajacego i-temu wektorowi
stanu jest réwne kwadratowi modutu jego wspotczynnika |c;|? i zawsze suma
wszystkich tych prawdopodobieristw jest rowna jeden (éwiczenie).

Sprawa sie¢ komplikuje, jesli wynik pomiaru moze przebiegaé cigglte widmo
wartosci. Na przyktad polozenie x czastki w jednym wymiarze moze przyj-
mowa¢ dowolna warto$é od minus do plus nieskoriczonoéci. Kombinacje liniowa
wektorow |z) trzeba teraz pisa¢ jako catke

|w=/MMM@, (4.10)

Prawdopodobieiistwo uzyskania w wyniku pomiaru danej wartosci polozenia
x jest naogdt rowne zeru. Rozklad prawdopodobienistwa nalezy wiec okreslié
nie przez podanie prawdopodobienstw wszystkich mozliwych wynikéw, jak w
poprzednim przypadku, ale przez podanie gestosci prawdopodobieristwa p(x)
zwigzane]j z prawdopodobieristwem wzorem

1

Py(zo <z <) = / dx’ p(z'). (4.11)

xo

Odpowiednikiem wzorow (4.7) jest w tym przypadku wzor

p(z) = [Y(2). (4.12)

Obiekty takie jak |z), ktore nazwaliémy tu wektorami, sg Scislej mowigc wek-
torami uog6lnionymi. Wektora uogélnionego nie mozna znormalizowaé do jed-
nosci, bo jego kwadrat jest nieokreslony. Jakie$§ okreslenie normalizacji jest
jednak konieczne, bo inaczej nie bylaby okreslona normalizacja funkeji ¢(x), a
wiadomo z teorii prawdopodobienistwa, ze powinno by¢

“+o0
/ dz p(x) = 1. (4.13)
— 00

Poprawna interpretacja wektoré6w uogoélnionych wymaga zastosowania dosé za-
awansowanej matematyki, ale to sie optaca, bo wiele rachunkéw bardzo sie
skraca i upraszcza, jesli dopuscimy wektory uogoélnione. Wektory uogolnione
oméwimy w rozdziale szostym.

Trudnoéci pojeciowe zwigzane z interpretacja probabilistyczna mechaniki
kwantowe]j dobrze ilustruje eksperyment myslowy znany jako kot Schrodingera.
Wyobrazmy sobie kota zamknietego w szczelnym pokoju. W pokoju, poza
zasiggiem kota znajduje si¢ urzadzenie, ktore ma 50% szans na otworzenie
przelacznika p. Urzadzenie ma by¢ kwantowe, takie ze po jego zadzialaniu
stan przetacznika jest

Mz%%ﬂ%ﬂ% (4.14)

22



gdzie |p+) oznacza stan z otwartym przelacznikiem, a [p—) stan z zamknietym
przelacznikiem. Jezeli przetacznik zostal otwarty, to uruchamia cigzarek, ktory
spada na butelke z cyjanowodorem, ktoéry jak wiadomo jest silnie trujacym
gazem. Butelka zostaje sttuczona, cyjanowodor dociera do kota i kot zdycha.
Jesli przetacznik nie zostal otwarty, nic sie nie dzieje i kot pozostaje w do-
brym zdrowiu. Takie urzadzenie uruchamiajace przetacznik tatwo jest zaprojek-
towaé. Mozna na przyktad wykorzystaé¢ uktad opisany w rozdziale pierwszym.
Pojedynczy foton pada na lustro polprzepuszczalne, jesli przejdzie jest reje-
strowany przez detektor, ktory nastepnie otwiera przetacznik, jesli sie odbije,
nic ciekawego si¢ nie dzieje. Jaki§ czas po zadziataniu urzadzenia mamy wigc
stan, ktory wyewoluowal ze stanu przetacznika

1 1
|Y) = ﬁ|p+,zdechly kot) + ﬁ|p7,2ywy kot). (4.15)

W tym zapisie pomingliémy mniej interesujace cechy uktadu jak to, czy butelka
jest sttuczona, czy nie. Powyzszy stan, zupelnie poprawny z punktu widzenia
mechaniki kwantowej, jest czym§ bardzo dziwnym. Nikt nigdy nie widzial super-
pozycji zywego i zdechtego kota. Przy czym nie chodzi tu o zdychajacego kota,
ale o kota, ktory z prawdopodobieristwem 50% jest calkiem zdechly i z praw-
dopodobieristwem 50% jest zywy, wesoly i tryskajacy energia. Ale to jest dopiero
poczatek trudnosci. Kiedy ktos zajrzy do pokoju po zakoriczeniu eksperymentu
z kotem (przez okienko, zeby sie nie zatrué) , zobaczy kota zywego (na pewno),
lub zdechlego (na pewno). Wyglada, jakby wzrok zagladajacego mogt dobié
lub uratowaé tego kwantowego kota miedzy zyciem i $miercig. Istnieje jeszcze
dziwniejsza wersja tego eksperymentu myslowego znana jako "przyjaciel Wign-
era". Przypusémy, ze zagladajacy sam znajduje sie w zamknietym domku zaw-
ierajacym pokoj z kotem i ze obiecal podniesé¢ prawa reke do gory, jesli zobaczy
kota zywego, a opuscié ja, jesli zobaczy kota martwego. Poki nikt nie obserwuje
domku, mozna twierdzié¢, ze stan wewnatrz jest opisany przez wektor

1 1
= —|p+, zdechty kot, reka w dot) + —|p—, zywy kot, reka do gory).
1) ﬁlp y ¢ ) ﬂlp ywy ¢ gory)
(4.16)

Dopiero kiedy przyjaciel zagladajacego spojrzy przez okno w domku i zobaczy
jak zagladajacy trzyma reke, nastapi pomiar i kot zostanie dobity, lub ura-
towany. Schrédinger uznal, ze w tym przykladzie jest tyle sprzecznosci, ze
mechanika kwantowa powinna zosta¢ gruntownie przerobiona. Dopiero teoria
bez takich sprzecznosci moglaby byé do przyjecia. Inny poglad, prezentowany na
przyklad przez Feynmana w jego stynnych wyktadach, jest nastepujacy. Celem
fizyki jest przewidywanie wynikow doswiadczen. W doswiadczeniu z kotem teo-
ria przewiduje, ze jesli przeprowadzimy ten eksperyment bardzo wiele razy, to
mniej wiecej w potowie przypadkow kot przezyje, a w potowie zdechnie. Dopiero
gdyby to przewidywanie okazalo si¢ sprzeczne z doswiadczeniem, czego nikt sie
nie spodziewa, byloby si¢ nad czym zastanawiaé. Jeszcze inne poglady w tej
sprawie mozna znalezé w cytowanej juz ksiazce Davisa i Browna.

Szczegodlnie dyskutowane jest pytanie, jak sie to dzieje, ze stan taki jak
kot zywy-+zdechty przechodzi w procesie pomiaru w kota calkiem zywego lub
catkiem zdechlego. Wymyslono dla tego procesu nazwe: redukcja pakietu, ale
to niewiele pomaga. Ten proces zachodzi w czasie, ale czy da sie opisa¢ réwna-
niami ruchu mechaniki kwantowej? Jedni odpowiadaja nie, inni odpowiadaja
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tak, ale tylko jesli sie uwzgledni szczegblne wlasnosci uktadéw makroskopowych
o bardzo wielu stopniach swobody, jak kazdy klasyczny aparat pomiarowy,
czy w naszym przykladzie kot i kazdy z obserwatorow. Co to sa za wlas-
nosci i jak je uwzglednié, niezbyt wiadomo. Jezeli mechanika kwantowa nie
wystarcza, to powstaje pytanie w ktérym miejscu sie zatamuje i dla czego.
Probowano odpowiedzi, ze do redukcji pakietu potrzeby jest $§wiadomy ob-
serwator i mechanike kwantowa trzeba uzupelié¢ nieznanymi jeszcze prawami
Przyrody dotyczacymi $wiadomosci. Ale ta odpowiedZ nasuwa nastepne pyta-
nia. Czy to musi by¢ $wiadomosé cztowieka, czy wystarczy dinozaur, czy jaki$
pierwotny stwor jednokomoérkowy? Od tego zalezy, od jak dawna mozna byto
redukowaé pakiety. Co si¢ dzialo przedtem, czy wszystkie mozliwosci wspolist-
nialty jak w przyktadzie z kotem? Wszechswiat jest zapewne tez ukladem opisy-
wanym przez teorie kwantowa, ale skad tu wziaé zewnetrznego obserwatora.
Odpowiedz Berkeleya, ze tym zewnetrznym obserwatorem jest pan Bog nie jest
obecnie popularna wérod fizykow. Jak wida¢ mozna tu stawiaé¢ wiele pytan, ale
nie wiadomo nie tylko jakie sa odpowiedzi, ale nawet, czy same pytania maja
sens.

Interpretacje probabilistyczna mechaniki kwantowej zaproponowal w roku
1926 Max Born, ktoéry otrzymal w roku 1954 nagrode Nobla "za podstawowe
badania w dziedzinie mechaniki kwantowej, w szczegolnosci za jego statystyczna
interpretacje funkcji falowej". Historia tego odkrycia dobrze ilustruje trudnosci,
ktore napotykaja badacze dochodzac do wynikéw. Potem, na wyktadach, te
wyniki sa czesto przedstawiane jako co$ niemal oczywistego. W majacej niecale
cztery strony, ale bardzo ciekawej, pracy o rozpraszaniu' Born uzyskal wynik,
ktory w naszej notacji mozna by zapisa¢ jako p(x) = ¢(x). Na dole strony
jest notka dodana w korekcie: staranniejsze rozwazanie wskazuje, ze praw-
dopodobieristwo jest proporcjonalne do kwadratu wielkosci (znéw w naszej no-
tacji) ¢(x). Po paru miesigcach stalo sie jasne, gléwnie pod wplywem zaleznego
od czasu réwnania Schrodingera, w ktorym wystepuje jednostka urojona i, ze
funkcje falowe naogoét przyjmuja wartosci zespolone i juz jako co$ naturalnego
zaczeto interpretowaé¢ we wzorze na prawdopodobienstwo kwadrat amplitudy
jako kwadrat modutu amplitudy.

M. Born, Zeischrift fiir Physik 37(1926)863
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Rozdzial 5

Reprezentacje wektorow
stanu — funkcje falowe

Jezeli w przestrzeni stané6w danego uktadu wybierzemy baze, to kazdy wek-
tor z tej przestrzeni mozna jednoznacznie okresli¢ przez podanie jego sktad-
owych wzgledem tej wybranej bazy. Liczba wektoréw bazowych jest z definicji
réwna wymiarowi przestrzeni, w ktorej ta baza jest okreslona, i wymiarowi
reprezentacji w tej bazie. Operowanie uporzadkowanymi zbiorami liczb, czyli
reprezentacjami wektoréw, czesto okazuje sie dogodniejsze niz operowanie ab-
strakcyjnymi wektorami.W tym rozdziale oméwimy niektére wlasnosci takich
reprezentacji.

Nalezy rozrézni¢ dwa rodzaje baz. W jednym, zbiér wektoréw bazowych
mozna ponumerowaé¢ wskaznikiem k = 1,2, ... Jezeli liczba wektoré6w bazowych
jest skonczona i wynosi n, to baza, ma wymiar n. Jezeli liczba wektorow
bazowych jest nieskonczona, to méwimy, ze baza jest przeliczalna. W tym
przypadku wymiar jest nieskoniczony. W obu tych przypadkach moéwimy, ze
baza jest dyskretna. Dla danego wektora i danej bazy dyskretnej, reprezentan-
tem jest skoriczony, lub nieskoriczony, ciag sktadowych wektora, czyli liczb cg,
naogoét zespolonych.

Inny rodzaj stanowia bazy, gdzie wektory bazowe mozna okresli¢ przy po-
mocy wskaznika «, ktory zmienia sie w sposob ciagly. W tym przypadku
moéwimy o bazie i reprezentacji ciaglej. Symbol a moze oznaczaé jedna liczbe
lub skoriczony zbidr liczb, na przykiad wektor. Reprezentacje ciagte sa oczy-
wiscie nieskoiniczenie wielo wymiarowe. W tych reprezentacjach zamiast listy
wspolezynnikow ¢, podaje sie funkcje, na przyktad () (), gdzie ¥ oznacza
wektor stanu, ktory opisujemy; géorny wskaznik «, ktory sie zwykle pomija, przy-
pomina, ze uzywamy bazy «, a argument « jest konkretna wartoscia wskaznika,
ktoremu odpowiada wspoétczynnik — liczba (). Ze wzgledow historycznych
takie funkcje sa nazywane funkcjami falowymi. Jak zobaczymy w tym rozdziale
i w nastepnym, stosowanie baz ciggltych wymaga pokonania pewnych trudnosci
matematycznych. Na przyktad okazuje sie, ze wektory bazowe nie sg takimi
wektorami, jakie dotad rozwazaliSmy, bo ich iloczyny skalarne naogo6l nie sa
liczbami. Moglyby wiec by¢ okreslane jako wektory uogdlnione. W dalszym
ciagu bedziemy uzywali terminu wektory uogélnione, tylko kiedy bedzie nam
zalezato na podkresleniu, ze dany obiekt nie jest wektorem z dobrze okreslonymi
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Rysunek 5.1: Bazy (Z,¢) oraz (:5’,3;') i wektor a.

iloczynami skalarnymi, ale moze by¢ wektorem stanu jakiegos uktadu. W in-
nych przypadkach bedziemy, niezbyt $cisle, nazywali wektorami zaréwno wek-
tory zwykte jak i uogélnione. W praktyce, stosowanie baz ciaglych jest naturalne
i powszechnie stosowane. Na przyklad stany czastki o danym polozeniu |Z), jak
rowniez stany czastki o okreslonym pedzie |p) tworza bazy ciagle.

Istnieja i bardziej skomplikowane przypadki, kiedy wektory bazowe maja
jednoczesnie wskazniki dyskretne i ciagle, albo kiedy w jednej bazie niektore
wektory bazowe maja wskazniki dyskretne, a niektére wskazniki ciagle, ale
uogoblnienie na takie przypadki jest juz tatwe i nie bedziemy go osobno dysku-
towa¢. Omoéwimy teraz reprezentacje dyskretne i reprezentacje ciagle, pod-
kreslajac podobieristwa i réznice. Najpierw jednak, jako wprowadzenie, przy-
pomnimy odpowiednie wlasnosci zwyktych, znanych z geometrii wektoréw na
plaszczyznie.

Kazdy wektor @ na ptaszczyZnie mozna zapisa¢ w postaci

i = ot + cyi), (5.1)

gdzie Z i y oznaczaja wektory jednostkowe réwnolegte odpowiednio do osi x i do
osiy. Para liczb rzeczywistych (¢, ¢,) okresla jednoznacznie wektor @. Mowimy,
ze ta para liczb stanowi reprezentacje wektora a. Mowi sig¢ takze, ze liczby
(cz,cy) przedstawiaja wektor @ w reprezentacji (£,%). Te dwa znaczenia stowa
reprezentacja moga prowadzi¢ do nieporozumien, wiec widzac to stowo nalezy sie
zawsze zastanowi¢, w ktorym z nich zostato uzyte. Dla utatwienia, tam gdzie ta
niejednoznaczno$é mogta by by¢ szczegoblnie ktopotliwa, bedziemy nazywali pare
liczb (¢, cy) reprezentantem wektora @ w reprezentacji (&,7). Para wektorow
Z 1 y stanowi dla wektorow na plaszczyznie baze. Jest to baza ortonormalna,
bo dtugosé kazdego z wektoréw bazowych jest réwna jeden (22 = 92 = 1) i
wektory bazowe sa do siebie ortogonalne (% - § = 0). Wymiar przestrzeni jest
zdefiniowany jako rowny liczbie jej wektoréw bazowych. Z tego, ze baza sklada
sie z dwu wektorow wynika wiec, ze wektory na ptaszczyznie stanowia przestrzen
dwuwymiarowa.

Gdybysmy wybrali inng baze, otrzymalibysmy inna reprezentacje wektora
@. Na przyklad, wybierajac jako wektory bazowe wektory 2/, v’ (rysunek 1),
otrzymaliby$my inna reprezentacje (cq,c,) tego samego wektora d. Jak latwo
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sprawdzié przy pomocy rysunku,

Cyr = ViyprgCo + Vx’ycya
Cy = ViyaCo + Vyrycy, (5.2)

gdzie elementy macierzowe V;; sa réwne kosinusom katoéw migdzy odpowied-
nimi osiami, lub réwnowaznie iloczynom skalarnym odpowiednich wektorow
bazowych: V., = ' - 2 itd. Powyzszy wz6r mozna przepisa¢ w postaci macie-

IZOWej
Cy/ V:c’w Vz'y > < Cy )
= , 5.3
( Cy’ > < Vi Vyry Cy (5:3)

czyli oznaczajac macierze pojedynczymi literami, jako ¢/ = VC. Macierz V
jest ortogonalna, to znaczy ze jej odwrotnoscia jest jej macierz transponowana:
VTV = VVT = 1. Dla macierzy transponowanej z definicji (V7);; = Vj;.

Przez operator bedziemy tu rozumie¢ obiekt, ktéry dzialajac na wektor z
jakiej$ przestrzeni daje ten sam lub inny wektor z tej samej przestrzeni. W
szczegbdlnosci operator & + 7y, ktérego dziatanie na wektory jest okreslone
wzorami

a-9)y, (5-4)

jest operatorem jednostkowym, bo dziatajac prawostronnie, czy lewostronnie na
dowolny wektor @ daje ten sam wektor a.

W mechanice kwantowej sytuacja jest podobna, ale pod kilkoma wzgledami
bardziej skomplikowana. Zacznijmy od wybrania w przestrzeni stanéw jakiejs
ortonormalnej bazy. Dla bazy dyskretnej ortonormalno$é oznacza, ze

(ailag) = 045, (5.5)
gdzie wskazniki catkowite 4,5 numeruja wektory bazowe, a delta Kroneckera
po prawej stronie jest z definicji rowna jeden, jesli ¢ = j i zero jesli i # j.
Napisanie odpowiedniego wzoru dla bazy ciaglej jest znacznie trudniejsze i
zostanie omdéwione dopiero w nastepnym rozdziale.

Z definicji bazy, kazdy wektor stanu uktadu da si¢ zapisaé¢ jako (skoriczona
lub nieskoniczona) kombinacja liniowa wektorow bazowych. Dla bazy dyskretnej

EEDICRILHE (5.6)
gdzie sumowanie jest po wszystkich wartosciach wskaznika i. Dla bazy ciagtej

W%3/M®MMw (5.7)

To jest catka okreslona, obszarem catkowania jest caly zakres zmiennosci wskaznika
a. W praktyce calkuje si¢ zwykle po przestrzeni n-wymiarowej, gdzie n jest
liczba sktadowych wskaznika «, lub po jakim§ obszarze w tej przestrzeni. W
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dalszym ciagu bedziemy czesto stosowali ten skrocony sposob zapisywanie calek

okreslonych.
Wspélczynniki cgo‘) we wzorze (5.6) sa naogot liczbami zespolonymi. Mnozge
te rownos¢ obustronnie przez wektor dualny (| i korzystajac z warunku ortonor-

malnosci otrzymujemy wzér na wspotczynniki

o) = (alv). (5.8)
Dla przypadku ciagltego powinno wyjsé

P(a) = (al), (5.9)

ale nie majac odpowiednika wzorow (5.5) nie potrafimy tego udowodnié.
Podstawiajac wynik (5.8) do wzoru (5.6) otrzymujemy

) =3 laidaaly). (5.10)
Wida¢ stad, ze operator
Z i) (| = 1 (5.11)

dzialajac na dowolny wektor stanu |¢) daje znoéw ten sam wektor. Jest to wiec
operator jednostkowy. Latwo sprawdzi¢ (¢wiczenie), ze ten operator dziatajac
na dowolny wektor dualny tez dziala jak operator jednostkowy. Zobaczymy w
dalszym ciagu, ze znajomo$¢é tego operatora czesto sie przydaje. Podobnie dla
bazy ciaglej, podstawiajac wzor (5.9) do wzoru (5.7), otrzymujemy wzor

|w:/mmwm (5.12)

i stad

/|a)<a|da =1, (5.13)

ktory znaczy, ze dziatajac operatorem po lewej stronie tej réwnosci na dowolny
wektor stanu [¢) odtwarzamy ten sam wektor.

Jako zastosowanie wzoru (5.11) znajdziemy wzor taczacy wspolezynniki cl(:‘)

ze wspOlczynnikami cz(ﬂ ) = (Bi]1). Mnozac przez operator jednostkowy wektor
|t)) we wzorze (5.8), co nie psuje réwnosci, otrzymujemy

& =" (awlBi) (Bil). (5.14)

K3

Podobnie dla baz cigglych, mnozac obie strony rownosci (5.7) przez wektor
bazowy ((| z bazy 8 otrzymujemy wzor na zmiane funkcji falowej ze zmiang
reprezentacji

meszwwwwm (5.15)

Jezeli zapiszemy wzor (5.14) w postaci macierzowej C(® = VC®)| to na
elementy macierzy V otrzymujemy wzor
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Vii = (| Bi)- (5.16)

Pokazemy teraz, ze macierz V jest unitarna, to znaczy, ze spelnia warunki
VIV = 11 VV!T = 1, gdzie V! oznacza macierz hermitowsko sprzezona do
macierzy V, to znaczy takg, ze (V1) = Vi, Gwiazdka, jak zwykle, oznacza
sprzezenie zespolone. Dla macierzy skoriczonych wystarczy udowodnié jeden z
tych warunkéw. Drugi juz z niego wynika. Dla macierzy nieskoniczonych jed-
nak, moze si¢ zdarzy¢, ze jeden z warunkow jest spelniony, a drugi nie. Trzeba
wiec sprawdzié¢ oba. W naszym przypadku dowody obu warunkéw sa bardzo
podobne, wiec udowodnimy tylko pierwszy, pozostawiajac dowod drugiego jako
¢wiczenie. Nalezy wykazaé, ze

VIV =Y (V)i Vik = 6, (5.17)
J
gdzie pierwsza rownos$¢ wynika z definicji iloczynu macierzy, a druga z definicji
macierzy jednostkowej. Podstawiajac wzor na elementy macierzy Vi, i wyko-
rzystujac definicje sprzezenia hermitowskiego otrzymujemy wyrazenie na iloczyn
macierzy

D {18 (ey18) = > (Bilas) ey |8k) = (BilBr) = bk (5.18)

J J

co bylo do udowodnienia. Pierwsza réwnos¢ wynika z wlasnosci iloczynu skalarnego,
druga z definicji operatora jednostkowego, a trzecia z ortonormalnosci bazy |3;).
Analogiczny wynik mozna wyprowadzi¢ i dla wektorow uogdlnionych, ale dowod
znoéw wymaga znajomosci odpowiednika wzoru (5.5).

Zastapienie abstrakcyjnego wektora ciagiem zwyktych liczb jest czesto wygodne,
ale nalezy rozumieé, ze nie kazdy ciag liczb cl(.a) reprezentuje wektor. Poniewaz
zbior warto$ci wskaznika jest dyskretny, wchodzi w gre tylko wektor zwykly, a
nie uogoélniony. Wektor |1) musi mie¢ dobrze okreslony kwadrat dtugosci (¢|1)).
Mnozac rozwiniecie (5.6) przez wektor do niego dualny

W =3 et (ol (5.19)
i
i wykorzystujac ortonormalnos$é bazy |a;) otrzymujemy

W) =31 (5.20)

Zeby ciag liczb cga) przedstawiatl wektor, szereg po prawej stronie musi by¢
zbiezny. Podobnie dla przypadku cigglego, zakladajac wzor (5.13), otrzymujemy

(W) = / (la) (alp)da = / (a)Pda (5.21)

Po to zeby funkcja falowa ¢ (a)) odpowiadala zwyklemu wektorowi stanu, a nie
na przyklad wektorowi uogélnionemu, catka z kwadratu jej modutu po catym
obszarze zmiennosci wskaznika o musi by¢ zbiezna.

Jezeli normalizacja wybrana jest tak, ze suma szeregu (5.20) jest réwna
jeden, mamy prosta interpretacje probabilistyczna wspotczynnikow
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Py(aq) = ™2, (5.22)

W przypadku cigglym prawdopodobienstwo, ze uktad jest w stanie |a) jest
naogo6t réwne zero. Inaczej nie dalo by sie spelni¢é warunku, ze suma praw-
dopodobieristw wszystkich mozliwych stanow |«) jest rowna jeden. Jezeli jednak
przyjmiemy, ze funkcja falowa jest znormalizowana wedtug wzoru

[ 1wta)Pda=1. (5.23)

to mozna interpretowa¢ kwadrat modutu funkcji falowej jako gesto$é¢ praw-
dopodobienstwa. To znaczy, ze jesli V,, jest obszarem w przestrzeni o, to praw-
dopodobietistwo, ze uklad znajduje sie¢ w jakim$ stanie |«) nalezacym do V,
wynosi

P(V,) = / [y (a)|?dex. (5.24)

[e"

W szczegolnosci, jesli parametr « jest jedna liczba rzeczywista, to

a1

Plag <a<ap) = / [¥() P dor. (5.25)
o
Na przyklad, dla jednej czastki, funkcja falowa (%) = ) (Z) daje rozkltad
prawdopodobienstwa znalezienia czastki w zwyklej przestrzeni, a funkcja falowa
#(p) = ¥ P)(p) daje rozktad prawdopodobiefistwa znalezienia czastki w przestrzeni
pedéw. Znalezienie rozktadu prawdopodobienstwa dla pedow |¢(7)|?, jesli znana
jest funkcja falowa (%), tez jest mozliwe, ale trzeba najpierw obliczy¢ funkcje
falowa w reprezentacji pedow ¢(p), stosujac wzor (5.15).
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Rozdzial 6

Funkcje falowe 1 wektory
uogolnione

W poprzednim rozdziale pozostawiliémy nierozwiazany problem, jak okreslié
dla baz cigglych relacje odpowiadajace relacjom ortonormalnosci (5.5) dla baz
dyskretnych. Okreslenie powinno by¢ takie, zeby wynikata z niego relacja
¥(a) = (a|t), lub réwnowaznie ( korzystamy ze wzoru na operator jednostkowy
(5.13)) wzor

(o) = / 5of — ayp(a’)de, (6.1)

gdzie wprowadziliSmy stynna delte Diraca

5 — a) = (al). (6.2)

Trudnos$é polega na tym, ze jak udowodniono nie ma takiej funkcji dwu zmien-
nych a i o/, ktora podstawiona za («|a’) spelniataby réwnosé (6.1) dla dowolnej
funkcji ¢(«). Wymaganie, zeby réwnosé zachodzita dla dowolnej funkeji ()
jest za silne, ale przy rozsadnych zalozeniach, na przyklad, ze funkcja ¢ («) jest
ciagla i catkowalna z kwadratem modutu, twierdzenie o niemozliwosci pozostaje
prawdziwe. Kiedy Dirac w latach dwudziestych wprowadzil swoja delte, ktora
zreszta niepoprawnie nazywal funkcja, powstata ciekawa sytuacja. Matematycy
uwazali, ze rachunki z uzyciem delty Diraca sa bledne i pracowicie wykazy-
wali, ze te same wyniki mozna uzyskaé inaczej. Fizycy stosowali w rachunkach
delte Diraca, bo dzigki temu rachunki stawaly sie znacznie krotsze i prostsze,
a wyniki byty takie same jak otrzymane zmudnymi metodami dopuszczanymi
przez matematykéw. Dopiero okoto roku 1950 wyjasnilo sie ze delta Diraca
istnieje, ale jest dystrybucja, a nie funkcja.

Zauwazmy najpierw, ze n-wymiarowa delte Diraca mozna wyrazié¢ przez
delty jednowymiarowe

n

5™ (a) = [ 6" (ev) (6.3)

i=1
gdzie a; oznacza i-ta sktadowa wskaznika «, a jednowymiarowa delta spelnia
dla kazdej cigglej w otoczeniu zera funkcji f(x) rownanie
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Rysunek 6.1: Funkcja dél)(x) ze wzoru (6.5).

—+oo

f0)= [ dej(@)s' (o) (6.4)
— 00

Problem sprowadza si¢ wigc do zdefiniowania dystrybucji 6*(z) zaleznej od jed-

nej zmiennej rzeczywistej x. W dalszym ciagu bedziemy zwykle opuszczali

wskaznik 1, bo z kontekstu bedzie widaé¢, kiedy méwimy o delcie jednowymi-

arowej, a kiedy o wielowymiarowe;j.

Dystrybucje mozna wprowadzi¢ albo przez wzory catkowe takie jak réwnosé
(6.4), albo przez ciggi zwyklych funkeji tak, jak liczby niewymierne mozna
okresli¢ jako granice ciaggoéw liczb wymiernych. To drugie podejscie wydaje sie
lepiej dostosowane do sytuacji, ktore spotykamy w fizyce. Dalsze rozwazanie
dotyczy delty jednowymiarowej. Cos trzeba tez zatozy¢ o dopuszczalnych funke-
jach f(z). Przyjmujemy, ze sa ciggle i ze ich moduly (wartosci bezwzgledne) sa
ograniczone .

Rozwazmy ciag funkcji dSP zdefiniowanych dla n = 1,2, ... nastepujaco

Wy Jonodalz]< QL

Dla n = 5, ta funkcja jest narysowana na rysunku 1. Ze wzrostem n stupek
na wykresie staje si¢ coraz wyzszy i coraz wezszy, ale pole pod nim jest zawsze
rowne jeden. Granica tego ciagu przy n — oo nie istnieje jako funkcja, bo ciag
d,(ll)(O) jest rozbiezny do nieskoriczonosci. Jezeli jednak podstawimy funkcje
dgll)(x) w miejsce delty Diraca w calce po prawej stronie wzoru (6.4), to granica
calki przy n — oo istnieje i jest rowna f(0) (¢wiczenie). W tym sensie, ktorego
nie bedziemy tu dalej uscisla¢, granica ciagu dg) (x) istnieje, ale nie jest funkcja
tylko dystrybucja, ktora nazywamy delta Diraca. Ta sama dystrybucja moze
byé przedstawiona jako granica ciggu funkcji na wiele sposobow. Na przyktad

zamiast ciagu funkcji dSP (x) mozna wybraé cigg funkeji

1 1 n

+o0 .
d?(z) = %/ dkethe=Ikl/m — T (6.6)

Ta funkcja, pokazana dla n = 16 na rysunku 2, jest jakosciowo podobna do
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Rysunek 6.2: Funkcja dg? (x) ze wzoru (6.6).

[\

\/0.5 i

Rysunek 6.3: Funkcja dg?é) (x) ze wzoru (6.8).

funkcji d%l)(a:). Przy wzrastajacym n, maksimum przy x = 0 staje sie¢ coraz
wyzsze 1 coraz wezsze, ale tak, ze pole pod krzywa pozostaje réwne jeden.
Funkcja (6.6) podstawiona do wzoru (6.4) w miejsce delty Diraca, daje w granicy
n — oo poprawny wynik f(0). Przechodzac z n do nieskoriczonosci w funkceji
podcaltkowej we wzorze (6.6), otrzymuje sie czesto przez fizykow uzywany wzor

—+o0
/ dke™™™ = 216 (). (6.7)
— 00

Z punktu widzenia klasycznej definicji calki niewlasciwej ten wzor jest bez
sensu, ale rozumiany dystrybucyjnie jest dobry i jak dalej zobaczymy bardzo
pozyteczny. Jako kolejny przyklad ciggu funkcji zbieznego do delty Diraca
rozwazmy blisko zwiazany z poprzednim ciag

1 n X i :
d¥(z) = — / dkeite = 201T (6.8)

2 J_, T

Ta funkcja dla n=16 jest pokazana na rysunku 3. Jak poprzednio w otoczeniu
zera pojawia sie maksimum, ktoére ze wzrostem n staje sie coraz wyzsze i coraz
wezsze, ale dla z # 0 funkcja nie dazy do zera jak w poprzednich przypadkach.
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Obszar x znaczaco roznych od zera, ktory nie powinien dawaé¢ wkladu do catki
we wzorze (6.4), jest wyeliminowany nie przez to, ze funkcja dP (x) jest tam
mala, jak to mialo miejsce w poprzednich przyktadach, ale przez to, ze bardzo
szybko oscyluje wokot zera. To tez dziala. Z tego ostatniego przykladu widaé
takze, ze spotykane niekiedy w starych podrecznikach sformutowanie, ze delta
Diraca ma warto$¢ zero dla réznych od zera warto$ci argumentu jest btedne.
Tak byto w pierwszych dwu przykltadach, ale w trzecim granica funkcji dg{g)(x)
przy ustalonym z i n dazacym do nieskoriczonosci nie istnieje. Poniewaz dystry-
bucja delta jest okreslona jako wspoélna granica wszystkich ciggdéw funkcyjnych,
ktore podstawione do wzoru (6.4) daja w granicy rownos¢ prawdziwa, ten je-
den kontrprzyktad wystarcza, zeby stwierdzi¢, ze wartosé dystrybucji dla danej
wartosci argumentu jest naogo6l wielkoscia nieokreslong. Natomiast, jak tatwo
sie przekonaé¢ cho¢by na podstawie rysunkéw 1-3, prawdziwe jest twierdzenie, ze
calka z iloczynu delty Diraca i dowolnej funkcji po obszarze, w ktérym argument
delty nie przyjmuje wartosci zero, znika. Dlatego twierdzenie, ze é(x # 0) = 0,
cho¢ $cisle biorac falszywe, czesto daje dobry wynik.

Wracamy do ogolnej dyskusji przypadku n-wymiarowego. Ze wzoru (6.2)
wida¢, ze dla stanu |a) dlugosé zdefiniowana jako /(a|a) jest nieokreslona.
Dlatego obiekty |«) nie sa zwyklymi wektorami, tylko wektorami uogélnionymi.
Rozwazmy, co z tego wynika. Przedstawienie zwyklego wektora stanu |¢) w
reprezentacji wektorow uogoédlnionych zostato opisane w poprzednim rozdziale
i nie prowadzi do trudnosci. Twierdzenia podane tam bez dowodu staja si¢
tatwe do udowodnienia przy zastosowaniu delty Diraca. Zastosowanie funkcji
falowych do opisu stanéw ukladéow jest tak powszechne, ze poczatkujacy cza-
sem nawet nie zdaja sobie sprawy, ze to nie jest jedyna mozliwo$é. Uzywanie
wektorow uogolnionych jako wektoréw stanu uktadow fizycznych ma istotna
niedogodnos$é. Poniewaz dlugosé takiego wektora jest nieokreslona, nie da sie
odpowiadajacego mu rozktadu prawdopodobieristwa znormalizowaé do jednosci.
Z tego powodu, w niektorych problemach unika sie wprowadzania stanéw uktadu
odpowiadajacych wektorom uogoélnionym. Przyktad takiej sytuacji spotkamy
w rozdziale 29. Mozna jednak oblicza¢ prawdopodobienistwa wzgledne. Jesli
funkcja falowa ¢ (o) odpowiada uogolnionemu wektorowi stanu |¢)), to stosunek
prawdopodobienistwa, ze a zawiera si¢ w obszarze V; do prawdopodobieristwa,
ze zawiera sie o obszarze Vo wynosi

PVA) v, [9(@)da
P(V2) [y, [b(@)Pda’

W praktyce opis stanéw za pomoca wektorow uogélnionych jest stosowany
bardzo czesto. Wazny przyktad przedyskutujemy w rozdziale 9.

To, czy stan uktadu bedzie opisany przez wektor zwykly czy uogolniony,
mozna czesto latwo rozpoznaé. Czastka zwiazana w polu jakiegos potencjatu
prawie na pewno znajduje sie niedaleko centrum tego potencjalu, wiec gestosé
prawdopodobienistwa da sie znormalizowaé i stan jest opisywany przez zwyktly
wektor stanu. Czastka swobodna, ktora z tym samym prawdopodobienistwem
moze sie znalez¢ w kazdym punkcie przestrzeni, ma gestosé prawdopodobieristwa
stala, a wiec nie dajaca sie znormalizowaé, i wektor stanu jest wektorem uogol-
nionym.

W dalszych rozdziatach bedziemy wigkszosé wzoréw pisali dla baz dyskret-
nych. Przejscie do bazy ciaglej jest zwykle tatwe i sprowadza sie do zastapienia

(6.9)
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sumowan calkowaniami i delt Kroneckera deltami Diraca.
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Rozdzial 7

Kwantowanie

Przez kwantowanie rozumiemy przechodzenie od teorii klasycznej do teorii kwan-
towej. Nie jest znana zadna ogélna metoda kwantowania, za pomoca ktorej
mozna by skwantowaé¢ dowolna teorie klasyczna. Nawet nie jest jasne, ktore
teorie klasyczne nalezy kwantowa¢. Trwaja, na przyklad, dyskusje czy i jak
kwantowaé ogélna teorie wzglednosci. Pierwsza metode kwantowania mechaniki
ktora do dzi§ dnia uwazamy za dobra, wymyslit Heisenberg, w oparciu o wczes-
niejsze idee Bohra, w lecie roku 1925. Na poczatku roku 1926 Schrédinger, zain-
spirowany wynikami de Broglie’a, podal swoja metode kwantowania mechaniki,
ktora wydawala sig zupelnie inna od metody Heisenberga. Nawet nazwy byly
rozne: mowilo sie o mechanice kwantowej Heisenberga i o mechanice falowej
Schrédingera. Wkrotce Dirac podatl jeszcze inng metode kwantowania, znacznie
ogolniejsza, z ktorej metody Heisenberga i Schrédingera wynikaly jako szczegolne
przypadki. Te wyniki zostaly szybko docenione. Heisenberg otrzymat nagrode
Nobla w roku 1932 "za stworzenie mechaniki kwantowej, ktorej zastosowanie
doprowadzito miedzy innymi do odkrycia alotropowych postaci wodoru", a na-
grode w roku 1933 przyznano za "odkrycie nowych produktywnych postaci teorii
atomowej" i podzielono po potowie miedzy Diraca i Schréodingera.

Metoda, ktora tu omoéwimy, zostata wybrana ze wzgledu na jej prostote. W
miar¢ potrzeby bedziemy ja pdzniej uogdlniaé. Podstawowy pomyst polega na
tym, ze kazdej wielkosci mierzalnej przypisujemy operator liniowy i hermitowski.
Niech wielkosci mierzalnej A odpowiada operator A Tuiw dalszym ciagu
daszek nad symbolem wskazuje, ze symbol oznacza operator i ze, co za tym
idzie, mozna nim dziata¢ na wektor, zwykty lub dualny, i w wyniku otrzymuje
sie znow wektor, odpowiednio zwykty lub dualny. Rozwiazujac problem wtasny
tego operatora

Alon) = anlon), (7.1)

otrzymujemy wszystkie mozliwe wyniki doktadnego pomiaru wielkosci mierzal-
nej A — to sg wartosci wlasne a,, — 1 odpowiadajace im wektory stanu |a,).
Stwierdzenie, ze operator jest hermitowski, oznacza ze jego wektory wlasne
stanowia uktad zupelny i ze wszystkie jego warto$ci wtasne sa rzeczywiste.
Zauwazmy, ze hermitowskos¢ operatora A jest bardzo naturalnym zaltozeniem.
Mozliwe wyniki pomiaru a,, musza by¢ liczbami rzeczywistymi. Dla dowolnego
stanu |1) powinny by¢ okreslone amplitudy prawdopodobienstwa wynikow po-
miaru aq, as, . . ., czyli przedstawienie tego stanu jako kombinacji liniowej stanow
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laa), |az), ... (Rozdzial 4), a to wlasnie znaczy, ze wektory wlasne stanowia
uktad zupelny.

Zapis (7.1) jest uproszczony. Jak zaraz zobaczymy na przykladzie, jed-
nej wartosci wlasnej a, czy réwnowaznie jednej wartosci wskaznika n, moze
odpowiada¢ wiele roznych wektorow wlasnych. Dlatego wektor |a,,) nalezy
naogo6t rozumie¢ jako skrocony zapis wektora |, ), gdzie § zawiera dodatkowe
informacje potrzebne do jednoznacznego okreslenia wektora odpowiadajacego
danej wartosci wlasnej a,,. Wektory |ay,, 3), dla danego n, stanowig przestrzen
wektorowg (¢wiczenie). W tej przestrzeni mozna wybraé¢ baze ortonormalng.
Zespol wektorow bazowych wszystkich tych przestrzeni (jedna baza dla kazdego
n) stanowi baze ortonormalng w przestrzeni wektorow stanu uktadu. Kazdy
inny wektor wlasny operatora A moze by¢ przedstawiony jako kombinacja lin-
iowa tych wektoré6w bazowych. Wprowadzona powyzej baze bedziemy nazywali
baza ortonormalng w przestrzeni wektoréw wlasnych operatora A 7 definicji

<O‘;w ﬂ/|0én, ﬂ> = 5n,n’66,5/- (7.2)
Jezeli wskazniki n lub @ przebiegaja ciagly zbior wartosci, to odpowiednio nalezy
delte Kroneckera zastapi¢ delta Diraca. Jezeli wskaznik [ sktada sie z kilku liczb,
to odpowiednia delte Kroneckera czy Diraca nalezy zastapié¢ iloczynem delt.
Dla przypomnienia niektérych pojeé zwiazanych z problemami wlasnymi,
rozwazmy szczegblnie prosty przyklad, kiedy operator A jest operatorem jed-
nostkowym:

L) = Al). (7.3)
To réwnanie ma dla dowolnego A rozwigzanie |¢) = 0, ale takie, zerowe, rozwig-
zania nie liczg sie jako rozwigzania problemu wlasnego. Dla |¢) # 0 rozwigzania
istnieja tylko dla A = 1. Moéwimy, ze jedyna wartoscia wlasna jest A = 1. Dla
A =1 kazdy niezerowy wektor |¢) jest rozwiazaniem, czyli wektorem wlasnym.
Jest wiec oczywiste, ze te wektory stanowia uktad zupelny i co za tym idzie, ze
operator jednostkowy jest hermitowski. Wektory wlasne rézniace si¢ od siebie
tylko o staly czynnik, odpowiadaja tej samej wartosci wtasnej. Nie liczymy ich
jako roznych rozwiazain. Jezeli danej wartosci wlasnej odpowiada k£ > 1 liniowo
niezaleznych wektoréw wtasnych, mowimy ze ta wartosé wtasna jest k-krotnie
zdegenerowana. W tym przykladzie wartosé wlasna A = 1 jest nieskoriczenie
wielokrotnie zdegenerowana. Dwa dowolnie wybrane, liniowo niezalezne wektory
wlasne naogél nie sa ortogonalne, ale da si¢ wybraé w przestrzeni wektoréw
wlasnych operatora baze ortogonalna.

Wracamy do mechaniki kwantowej. Narzucaja sie dwa pytania:

e Czy dla kazdej wielkosci mierzalnej A istnieje operator A spelniajacy
rownosé (7.1)7

e Jak wyznaczy¢ ten operator?

Zeby odpowiedzie¢ na pierwsze pytanie rozwazmy operator
A:Z|Qi7ﬁ>ai<ai7ﬁ|a (74)
0,3
gdzie sumowanie przebiega po wszystkich wektorach z bazy ortonormalnej przest-
rzeni wektoréow wlasnych operatora A. Wartosciami wlasnymi tego operatora

sa liczby a;, ktérym odpowiadajg wektory wtasne |a;, ), bo
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Ao, ) = lovi, 8)ailai, B, B) = axlax, B). (7.5)
1,8’
Wida¢ stad, ze operator A istnieje, jakikolwiek bylby zbior (rzeczywistych!)
mozliwych wynikéw pomiaru wielkosci mierzalnej A i zbior (zupelny!) odpowiada-
jacych im wektoréw wlasnych.

Powyzsza konstrukcja wymaga znajomosci wszystkich mozliwych wynikéw
pomiaru wielkosci A i odpowiadajacych im wektorow stanu. Nie jest wiec
uzyteczna, jesli tych wielkosci dopiero szukamy. Bardzo uzyteczna, choé nie
calkiem ogo6lna, jest natomiast nastepujaca metoda zaproponowana przez Schro-
dingera dla reprezentacji potozeri. Ta metoda stosuje sie¢, cho¢ nie zawsze, do
wielkosci mierzalnych O(p, ), ktore w fizyce klasycznej sg funkcjami pedow i
potozen. Przyjmujemy, ze

(Z|Ofy) = O(Z)y(2). (7.6)
Zauwazmy, ze wstawiajac w elemencie macierzowym po lewej stronie operator

jednostkowy zbudowany z wektorow |.2;/ ) 1 korzystajac z definicji funkcji falowej
otrzymujemy bez dalszych zatozen

@0l) = [d2' (O (x'). (7.7
Jezeli elementy macierzowe operatora O dadza sie zapisa¢ w postaci

(Z|0|2") = 6(Z — 2 O(), (7.8)

to wynika stad wzor (7.6). Operatory spelniajace ten warunek nazywa sig
lokalnymi. Kwantowanie, ktore tu opisujemy, prowadzi do operatoréw lokalnych,
pozostaje wiec znalezé operator O(F). Stuzy do tego nastepujaca receptal.

e Tam gdzie we wzorze klasycznym wystepuje sktadowa wektora potozenia
czastki x; wstawic¢ liczbe x;. Te liczbe mozemy interpretowaé jako opera-
tor, ktérego dziatanie na funkcje falowa polega na pomnozeniu tej funkeji
przez x;.

e Tam gdzie we wzorze klasycznym wystepuje sktadowa wektora pedu czastki
p; wstawié operator —ih%. Przyjete jest oznaczenie V na wektor nabla,

ktorego sktadowymi sa pochodne %, wiec pisze sie czesto

p=—ihV (7.9)

Zauwazmy, ze powyzsze podstawienia nie mialyby sensu, gdyby je stosowaé do
operatora O po lewej stronie wzoru (7.6). Wida¢ to chocby stad, ze wektory
|1}, na ktore ten operator dziala, nie zalezg naogot od poltozenia #. Zobaczmy
teraz na przyktadach, jak sie stosuje ten przepis.

Przyklad 1. Zeby sie dowiedzie¢ jakie wartosci moze przyjmowaé z-owa
sktadowa pedu czastki i co stad wynika dla funkcji falowych, nalezy rozwiazaé
problem wtasny

1Ogolniej, mozna wybraé dowolne wspoélrzedne g; — niekoniecznie kartezjanskie — i stosowaé
opisana ponizej metode do nich i do sprze¢zonych z nimi kanonicznie pedéow p;. Przyklady
zastosowania tej ogdlniejszej recepty mozna znalezé w rozdziatach 11, 16 i 31.
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Npp, (x)
—ih P2 — x). 7.10
2 oty (@) (7.10)
Funkcja falowa 1, (x) moze zalezeé¢ od innych jeszcze zmiennych, ale pochodna
czastkowa po zmiennej = nie dziata na nie. Zbior liczb p,., dla ktérych rozwiazanie
powyzszego problemu wlasnego istnieje, jest zbiorem mozliwych wynikéw pomi-
aru z-owej skltadowej wektora pedu. Funkcja falowa 1, (z) zalezy od wartosci
wlasnej p,, ale moze tez zaleze¢ od innych wskaznikéow. Przedyskutujemy ten
przyklad dokladniej w rozdziale dziewiatym.
Przyklad 2. Klasyczny hamiltonian (energia) jednowymiarowego oscyla-
tora harmonicznego dany jest wzorem
2
Pz K 2
H="+4+— 7.11
om T2 (7.11)
gdzie m i K oznaczaja odpowiednio mase czastki i stala silowa oscylatora.
Otrzymujemy stad operator

. h? 9?2 K
i problem wtasny
_h_QM+5 Qw()_Eqp() (7.13)
2m  Ox2 g ¥ YnlE) = Entnle). ’

7 interpretacji fizycznej wynika, ze mamy to do czynienia ze stanem zwiazanym,
bo czastka nie powinna sie¢ znajdowaé bardzo daleko punktu z = 0. Przyjmu-
jemy wiec warunek na rozwigzanie, ze funkcje ¢, () maja dazy¢ na tyle szybko
do zera przy z dazacym zaréwno do minus jak i do plus nieskonczonoéci, zeby
calka [ |, (z)|*dz byla zbiezna? . To jest wazny punkt. Oprocz znalezienia réw-
nania trzeba jeszcze nalozy¢ odpowiednie warunki na dopuszczalne rozwiazania.
Wybér tych warunkéw jest podyktowany przez sytuacje fizyczna, ktéra chcemy
opisac.

Rozwiazanie powyzszego problemu wlasnego jest dos¢ trudnym problemem
z matematyki, podamy wiec tylko wynik konicowy. Rozwigzania istnieja tylko
dla

1
E, = hw(n + 5), n=0,1,..., (7.14)
gdzie w = \/%. Odtwarza si¢ wiec wynik Plancka opisany w rozdziale pier-

wszym. Kazdej wartosci wlasnej odpowiada jedna tylko funkcja wlasna (funkeji
roznigeych sie o staly czynnik nie uwazamy za rozne):

Yn(z) = ,/ﬁ[{n(a@e*%aw. (7.15)

W tym wzorze o = 14/72—5{, a H,(z) oznaczaja wielomiany Hermite’a, ktore

mozna znalezé w tablicach, albo za pomoca programéw komputerowych. Staty

2Ta calka mogtaby by¢ zbiezna takze, jesli funkcja () nie dazy do zera przy x — Zoo.
Dla stanéw zwigzanych odrzucamy takie rozwigzania, jesli si¢ pojawia, jako niefizyczne
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Rysunek 7.1: Funkcje falowe jednowymiarowego oscylatora harmonicznego
(7.15) (podzielone przez /o ) dlan =0,1,...,5. Funkcja ¢, (z) przecina o$ ax
w n miejscach

wspolczynnik jest dobrany tak, zeby funkcje v, byly znormalizowane do jed-
nosci. Zauwazmy, ze funkcje %wn(ax) przy danym n zaleza tylko od bezwymi-
arowego parametru az. Ich wykresy dlan = 0,1,...,5 sa podane na rysunku
1.

Problem wlasny rozpatrywany w tym przyktadzie jest szczegdlnym przypad-
kiem réwnania Schrédingera niezaleznego od czasu, ktore bedzie omawiane w
rozdziale dziesigtym. W mechanice kwantowej, podobnie jak w mechanice klasy-
cznej, tylko bardzo nieliczne problemy da sie¢ doktadnie rozwiazaé analitycznie.
Te rozwiazania sa jednak bardzo cenne jako podstawa réznych prostych modeli
i jako punkt wyjscia dla metod przyblizonych.

Przedstawimy teraz wazne ograniczenie opisanej w tym rozdziale metody
kwantowania mechaniki. Przypus$émy, ze chcemy znalezé operator odpowiadajacy
wielkosci klasycznej — iloczynowi p,x. Stosujac nasza recepte mogliby$my otrzy-
mad

_ .0 . o (x)
Daxp(x) = zhax (z(z)) = —ih (w(m) +x g ) . (7.16)
Piszac to samo wyrazenie klasyczne w postaci zp, otrzymaliby$smy
o (z) = —iha &gr)y (7.17)

a wiec inny wynik. Opisana metoda kwantowania jest w tym przypadku niejed-
noznaczna i nie nadaje si¢ do zastosowania. Komutator dwu operatoréw, powiedzmy
A i B, jest zdefiniowany wzorem

[A B} — AB - BA. (7.18)
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Jezeli dla dwu operatoréw ich komutator jest rowny zeru, méwimy ze te opera-
tory komutuja ze soba. Dla operatoréw & i p, znalezliSmy

2, pel () = ilnp(x). (7.19)

Poniewaz ta rownosé zachodzi dla kazdej funkcji ¢ (x), mozemy ja zapisaé jako
réwnosé operatorow?

(£, ps] = ih. (7.20)

Operatory p, i £ nie komutuja miedzy soba. Latwo sprawdzi¢, ze kazdy operator
komutuje sam ze soba i ze komutuja ze soba zaréwno operatory odpowiadajace
réznym sktadowym wektora potozenia jak i operatory odpowiadajace réznym
sktadowym wektora pedu. Metoda kwantowania opisana w tym rozdziale sto-
suje sie¢ tylko wtedy, kiedy kwantowana wielko$¢ nie zawiera iloczynéw wielkosci,
ktorym odpowiadaja nie komutujace ze soba operatory. Stosuje sie wiec w
szczeg6lnosci do hamiltonianéw bedacych suma energii kinetycznej, zaleznej
tylko od peddéw, i energii potencjalnej, zaleznej tylko od potozen czastek. To
jest bardzo szeroka klasa probleméw, obejmujaca miedzy innymi fizyke atomow
czasteczek i jader atomowych.

Zwracamy uwage, ze podajac recepte na kwantowanie nie okreslalismy liczby
wymiaréw przestrzeni . T¢ sama metode kwantowania mozna wigc stosowaé do
trzech sktadowych pedu jednej czastki, jak i do trzydziestu sktadowych pedow
dziesieciu czastek.

3Dwa operatory, ktére dzialajac na kazdy wektor daja ten sam wynik, sa z definicji iden-
tyczne
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Rozdzial 8

Wartosci Srednie

Jezeli wielkos$¢ mierzalna A moze przyjmowaé wartosci aq, as, . . . z prawdopodo-
bienstwami odpowiednio Py, P, ... to z definicji warto$¢ srednia A:

Zeby postuzy¢ sie tym wzorem, trzeba zna¢ wszystkie mozliwe wyniki pomiaru
a; i wszystkie prawdopodobienistwa P; oraz jeszcze zwykle wykonaé nieskoric-
zone sumowanie lub catkowanie. Dlatego wazne jest, ze w mechanice kwantowej
istnieje jeszcze inny, zwykle znacznie prostszy, sposob obliczania wartosci sred-
nich.

Twierdzenie: Niech A oznacza warto$é srednia wielkosci mierzalnej A w
stanie [1), a A odpowiadajacy tej wielkoSci operator kwantowo-mechaniczny.
Wtedy

A= (Y] Ajp). (8.2)
Wstawiajac operatory jednostkowe i korzystajac z definicji funkcji falowej
mozna ten wzor przepisa¢ w postaci

A= [do fao i@ A5 0) = [do[de'v @ @A) @), (63)

Calkowania dz i dx’ oznaczaja, jak zwykle, calkowania po wszystkich sklad-
owych wektora polozenia i, w razie potrzeby, jeszcze sumowania po zmiennych
dyskretnych. Zwykle bedziemy mieli do czynienia z operatorami "lokalnymi",
ktorych elementy macierzowe dadza sie zapisaé w postaci

(Z|Al2") = 6(Z — o) A(T). (8.4)
Dla takich operatoréw calkowanie po dxr’ mozna wykona¢ dzigki delcie Diraca i
otrzymujemy prostszy wzor

A /datw*(x)/l(x)z/}(m). (8.5)

Przyktad: dla stanu podstawowego jednowymiarowego oscylatora harmon-
icznego funkcja falowa 1o (z) = | /%e‘éo‘zﬁ, gdzie a? = —”;ZK Stad
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_ 10242 82 1022 h2a2
P2 = \/_/ dre™ 2 <_h281‘2)6 2 == (8.6)

zgodnie z wynikami cytowanymi w rozdziale drugim.

Dowo6d twierdzenia (8.2) jest bardzo prosty. Niech wektory |a;) beda
wektorami wtasnymi operatora A odpowiadajacymi odpowiednio wartosciom
wlasnym a; i niech znormalizowany do jednosci wektor stanu |¢) ma rozwiniecie

W) =) cilav). (8.7)
i
Na mocy interpretacji probabilistycznej mechaniki kwantowej i definicji wartosci
$redniej

A = Z |C7;|2(l7;. (88)

Z drugiej StI‘OIly, C; = <Oél|’l/)>, C? = <¢|OZZ> i <Oéj|/i|(:|{i> = ai<ozj|ai> = aiéij. Tak
wiec

A=Y (Wlai) (el Alag) (a;|v). (8.9)
i,
Czlony i = j z tej sumy daja prawg strone réwnosci (8.8), a czlony i # j sa
rowne zeru. Usuwajac dwa czynniki 1 z tego wzoru otrzymujemy teze (8.2).
Podamy teraz bez dowodu wazne twierdzenie o wartosciach srednich w me-
chanice kwantowej. Niech 012/) (O) oznacza wariancje wielkosci O w stanie |¢))

czyli (1|02 |1h) — (| O[)2. Jezeli operatory A i B sa hermitowskie oraz |1b), Aly)
i BJy) sa wektorami (nie wektorami uogélnionymi!), to zachodzi nieréwnosé

o (Ao} (B) = 11w [4,B] ), (8.10)

gdzie [- - -] oznacza komutator. To jest jedna z postaci stynnej zasady nieokreslonosci
Heisenberga. W szczeg6lnosci, podstawiajac wzoér z poprzedniego rozdzialu
[Z, pz] = ih, otrzymujemy najstynniejszy przyklad tej zasady

o (x)os (pe) > ih? (8.11)

Analogiczne wzory stosuja sie do pozostalych sktadowych wektorow potozenia i
pedu. Mozna natomiast jednocze$nie doktadnie zmierzyé, na przyklad, = i p,.

Przyklad Zasada nieokreslonosci Heisenberga pozwala prosto zrozumiec,
dlaczego elektron w atomie nie spada na jadro. Wyjasnimy to na prostszym
przyktadzie jednowymiarowego oscylatora harmonicznego o masie m i stalej
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sitowej K, z (z) = 01 (p,) = 0. Dla takiego oscylatora, (z2) = o2(x) i (p2) =
o%(p.). Wobec tego energia

1 n? 1 B

o (pa)
2m

E =

gdzie nierownos¢ wynika z zasady Heisenberga. Ograniczenie od dotu 4, robi
si¢ bardzo duze zaréwno przy spadaniu czastki na punkt przyciagania (o2 (z) —
0) jak i przy probie unieruchomienia czastki (02(p;) — 0 czyli 0?(z) — o).
Minimum ograniczenia E,,;, jest osiagane dla o?(x) = 5 \/E:W i wynosi $fiw, co
(przypadkowo!) zgadza si¢ dokladnie z energia stanu podstawowego oscylatora.
W mechanice klasycznej czasem okresla si¢ stan czastki doktadnie, na przyktad
podajac jej ped i potozenie, a czasem podaje sie tylko rozktad prawdopodobieristwa
dla pedow i polozen czastki. Na przyklad w fizyce statystycznej, przy odpowied-
nich zalozeniach, dowodzi sie, ze gestos¢ prawdopodobieristwa znalezienia czastki

o pedzie p'w punkcie Z wynosi

p(p, @) = —e” FBT . (8.13)

To jest stynny rozklad Boltzmanna: E(p,¥) oznacza energie czastki o pedzie p'i
polozeniu &, kgT jest iloczynem stalej Boltzmanna i temperatury bezwzgledne;j,
a % jest wspoétczynnikiem normalizacyjnym.

Podobne rozroznienie istnieje i w mechanice kwantowej. Stan opisany przez
wektor stanu czy funkcje falowa nazywa sie stanem czystym. Poza tym rozpa-
truje si¢ stany mieszane okreslone jak nastepuje. W przestrzeni wektoréw stanu
ukladu wybieramy baze |¢1),|12),... GdybySmy powiedzieli, ze uklad znaj-
duje si¢ w stanie [¢10), czy w stanie ), ¢;|;), to okredlilibySmy stan czysty w
ktorym znajduje sie uktad. Zamiast tego mowimy, ze uktad znajduje sie z praw-
dopodobieristwem p; w stanie |11 ), z prawdopodobienstwem py w stanie [¢g) itd.
Wazne jest, ze migdzy tymi mozliwosciami nie ma interferencji. Tak wigc stan
czysty c1|1) + cal1p2) naogol zmienia sig, jesli wektorowi |¢)9) zmienimy faze,
a pozornie podobny stan mieszany z prawdopodobienstwami stanéw |v1), |¥2)
odpowiednio |c1]? i |c2|? nie. W ten sposéb podajemy okreslenie stanu uktadu
analogiczne do podania rozktadu prawdopodobienistwa dla pedéw i potozen w
mechanice klasycznej. Tak okreslony stan w mechanice kwantowej nazywamy
stanem mieszanym, w odréznieniu od stanéw czystych.

Zrozumienie roznicy miedzy stanami czystymi i mieszanymi moze utatwié
wyobrazenie sobie odpowiednich zespoléw. Dla stanu czystego |¢) wszystkie
elementy zespolu sa w tym samym stanie |1)). Dla stanu mieszanego, niektore
elementy sg w stanie [¢1), inne w |¢)9) itd. przy czym w stanie [i1) jest utamek
p1 caltkowitej liczby elementéw, w stanie |1)2) utamek po itd.

Stan mieszany mozna okresli¢ krocej przez podanie operatora gestosci

p= Z [V3) s (] (8.14)

Rozumujac jak dla operatoréw przypisanych wielkosciom mierzalnym, tatwo
sprawdzié¢, ze prawdopodobieristwa p; sa wartosciami wlasnymi tego operatora,
a stany |1;) sa odpowiadajacymi im wektorami wlasnymi. Operator gestosci
zawiera wiec pelng informacje o stanie mieszanym.
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Zamiast operatora gestosci mozna tez uzywacé jego macierzowych reprezen-
tacji. W dowolnej bazie |«;) elementy macierzy gestosci zdefiniowane sg wzorem
analogicznym do wzoréw okreslajace reprezentacje macierzowe operatoréw odpo-
wiadajacych wielko$ciom mierzalnym

Pl = (il ploy). (8.15)

Przyklad: Rozklad Boltzmanna opisuje stan mieszany. Wybierajac jako
wektory bazowe |1),,) wektory stanéw o okreslonej energii |E;, 3), gdzie 5 oznacza
pozostale parametry potrzebne do jednoznacznego okreslenia stanu o danej en-
ergii, mamy

1 _ B
p(E;i, f) = e BT, (8.16)

Macierz gestosci w reprezentacji stanow |FE;, ) ma postaé

R 1 _ B
(B, O'1PIE:, B) = e P57 6i 305, (8.17)
Latwo sprawdzi¢ (¢wiczenie), ze sa to elementy macierzowe operatora
R 1 _ &
p=e FeT (8.18)

gdzie H jest operatorem energii, dla ktérego I?|EZ, 08) = E;|E;, 8).
Twierdzenie: W stanie mieszanym wartosci §rednie operatoréw odpowiadajacych
wielkosciom mierzalnym dane sa wzorem:

A=Tr (,aA) . (8.19)

Slad (Tr) operatora jest zdefiniowany jako suma wszystkich elementow diago-
nalnych macierzy reprezentujacej ten operator. Dowodzi sig, ze warto$¢ sladu
nie zalezy od wyboru reprezentacji.

Dla dowodu twierdzenia wystarczy wykazaé, ze w jakiej$ bazie |a;) zachodzi

A= ailplag)(as|Ales), (8.20)
i,J
Wybierzmy jako baze |a;), baze ztozong z wektorow wlasnych operatora gestosei.
W tej bazie
(sl plag) = pidij, (8.21)

wiec wzor poprzedni przyjmuje postaé
A= "pilai|Alos). (8.22)
i
Zgodnie z udowodnionym powyzej twierdzeniem o §redniej dla stanéw czystych,

ten wzor jest prawdziwy, bo prawa strona jest $rednia po stanach czystych i ze
$redniej w danym stanie czystym 4.
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Rozdziat 9

Ped czastki w mechanice
kwantowe]

W tym rozdziale oméwimy kwantowanie pedu w mechanice kwantowej. Za-
czniemy od przestrzeni jednowymiarowej. Ped czastki (punktu materialnego)
ma wiec jedna tylko sktadowa, ktéra w klasycznej teorii oznaczymy p. Nalezy
okresli¢ wedtug mechaniki kwantowej, jakie wartosci moze da¢ doktadny pomiar
p 1 jakie wektory stanu opisuja ukltad, dla ktérego wynik pomiary pedu da na
pewno wynik p. Zamiast wektoré6w stanu mozna, réwnowaznie, podaé jakas ich
reprezentacje.

Jak widzieliSmy w rozdziale 7 (przyklad 1) mozliwe wyniki pomiaru p i
odpowiadajace im funkcje falowe w reprezentacji potozeil i,(z) wystepuja w
problemie wlasnym

i) (), (9.1)

Pochodna czastkowa oznacza, ze rézniczkowanie po = przebiega przy ustalonych
wartosciach wszystkich innych zmiennych, od ktorych mogta by jeszcze zalezeé
funkcja falowa v, (). Na rozwigzanie naktadamy warunek, ze ma by¢ wektorem
dajacym si¢ znormalizowaé¢ do jednosci lub wektorem uogdlnionym dajacym
si¢ znormalizowaé¢ do delty Diraca. Ta druga mozliwosé pojawia sie, bo, jak
zobaczymy, stan czastki o okreslonym pedzie nie jest stanem zwiazanym.

Rozwigzanie rownania (9.1), jak tatwo sprawdzi¢ przez podstawienie, istnieje
dla kazdej liczby rzeczywistej p i ma postaé

Vp(x) = Ceipﬁ_’z» (9.2)

gdzie C' jest dowolna stala rézna od zera. Na podstawie réwnania, wspotczyn-
nik C' nie zalezy od z. Jesli x jest jedyna zmienna w problemie, to C jest
stala liczbowa. W ogolnym przypadku C' moze zaleze¢ od dowolnych zmien-
nych niezaleznych od z. Dla zespolonych wartosci parametru p funkcja 1, (z)
tez spelnia réwnanie, ale rosnie wyktadniczo przy x — —oo, lub przy =z — +oo,
wiec nie da si¢ znormalizowa¢. Potwierdza to wybdér warunku nalozonego na
rozwiazanie — ten warunek wyklucza zespolone wartosci parametru p, ktore ani
nigdy nie sa otrzymywane jako wynik dokladnego pomiaru pedu, ani nie moga
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byé wartosciami wlasnymi operatora hermitowskiego. Poniewaz kwadrat mod-
utu funkcji 1, (x) jest rowny stalej |C|?, nie da si¢ tej funkcji znormalizowaé
przez warunek fjooj|z/1(x)|2dx = 1. Nie ma w tym zreszta nic dziwnego, bo nie
zatozyliSmy, ze na czastke dziata jakas sita, ktora by ja zmuszata do trzymania
sie w niewielkiej odlegltosci od wybranego punktu w przestrzeni. Wektor stanu
|p) jest wiec wektorem uogdlnionym i nalezy go znormalizowaé do delty Diraca.
Nalezy tu zwrécié uwage na roznice w stosunku do czastki o ustalonej energii
w potencjale oscylatora harmonicznego, ktorej funkcje falowe mozna byto znor-
malizowaé¢ do delty Kroneckera, i wobec tego odpowiadajace im wektory stanu
byly zwyklymi (nie uog6lnionymi) wektorami .
Warunek normalizacji przyjmujemy jak w rozdziale széstym. Powinno by¢

<¢p|¢p’> =0(p— p/). (9:3)

Wstawiajac po lewej stronie operator jednostkowy utworzony z wektorow |z) i
korzystajac z definicji funkcji falowej i ze wzoru (9.2) otrzymujemy

* € L(p'—p)x
Walt) = [t la) el = [dovga)in (@) =10Pn [a(F) e
(9.4)
Dzieki pomnozeniu i podzieleniu ostatniego wyrazenia przez h mozemy bezposred-
nio zastosowaé wzor (6.7), co daje

<¢p|¢p’> = 27Th|0|25(p - p/). (9.5)

Przyrownujac do jedynki wspotezynnik przy delcie Diraca wyliczamy stata |C|
i otrzymujemy

= Ll
Warunek normalizacyjny daje tylko wartos¢ bezwzgledna wspotczynnika C. Dla
prostoty przyjeliémy konwencje, ze ten wspotczynnik jest rzeczywisty i dodatni.
Jego stala faza nie wplywa na przewidywania fizyczne.

Podsumujmy wyniki. Wynikiem dokladnego pomiaru pedu w przypadku
jednowymiarowym moze by¢ dowolna liczba rzeczywista. Dla danej wartosci
pedu p, funkcja falowa w reprezentacji polozeni opisuje fale ptaska z wektorem
falowym k zwiazanym z pedem p wzorem de Broglie’a p = hk.

Uogolnienie powyzszych wynikéw na uktad d-wymiarowy jest bardzo proste.
Zamiast jednego réwnania wlasnego mamy uktad d réwnan, ktore mozemy za-
pisa¢ jako jedno réwnanie wektorowe:

—ihV(T) = Pioy(). (9.7)
Kazde z tych réwnan okresla zaleznosé¢ funkeji falowej ¥5(Z) od jednej ze sktad-

owych wektora potozenia Z. Na przyktad réwnanie pierwsze z pochodna czastkowa
po x1 daje

p1T]

V(@) = f(z2,. .. ,xg)e (9.8)

gdzie czynnik f jest dowolna funkcja zmiennych zs,...,z4. Udowodnié¢ to
mozna przez podstawienie do réwnania. Uwzgledniajac wszystkie rownania i
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pamigtajac wzor na iloczyn skalarny dwu wektoréw w d wymiarach (-7 =
T1py + -+ -+ z4pa) otrzymujemy

&

bp(T) = Ce''n. (9.9)

Normalizacje wprowadzamy podobnie jak w przypadku jednowymiarowym. Przyj-
mujemy

(Waltpz) = 8% — p'), (9.10)
i otrzymujemy
— 1 Z%
Vy(Z) = We . (9.11)

W stanie opisywanym przez funkcje falowa 1V3(Z) mozna zmierzy¢ wszystkie
sktadowe pedu i dla kazdej z nich wiadomo na pewno, jaki bedzie wynik pomiaru.
Poniewaz stany te stanowia uktad zupelny (kazdg funkcje mozna przedstawié
jako kombinacje liniowa funkcji ¢¥5(Z)), moéwimy ogolnie, ze sktadowe pedu sa
jednoczesnie mierzalne. W tej definicji zupelnosé uktadu jest wazna. Zdarza sie,
ze jakies wielkosci mierzalne sg jednoczesnie dobrze okreslone dla zbioru stanow,
ktory nie jest ukladem zupelnym. To nie wystarczy, zeby uwazaé te wielkosci
za jednoczesnie mierzalne. Wrocimy do tego zagadnienia w rozdziale 11. Po-
zostale uwagi sa jak dla uktadu jednowymiarowego. Dowolna liczba rzeczywista
moze by¢ wynikiem pomiaru dowolnej sktadowej wektora pedu czastki. Stanowi
z dobrze okreslonym wektorem pedu odpowiada funkcja falowa opisujaca fale
plaska, przy czym wektor falowy tej fali jest zwiazany z pedem czastki (lub
czastek!) wzorem de Broglie’a p= hk.

Znajac funkcje falowe ¥z(¥) = (Z|p), latwo jest powiazaé¢ funkcje falowe
uktadu czastek w reprezentacji polozen z odpowiadajacymi im funkcjami w
reprezentacji pedéw. Oznaczmy funkcje falowe danego uktadu, w danym stanie,
w reprezentacji polozen i w reprezentacji pedéw odpowiednio przez

E) = (EF), (9.12)
o) = ). (9.13)

Wstawiajac do pierwszego wzoru jedynke zbudowang z wektorow |p) i do drugiego
jedynke zbudowang z wektorow |¥) oraz pamietajac, ze zmiana kolejnosci czyn-
nikéw w iloczynie skalarnym jest réwnowazna ze sprzezeniem zespolonym, otrzy-
mujemy

V@) = G 4 o) (914)
o(F) = W /ddxe—@w(f). (9.15)

Takie wzory pozwalaja powiagzaé, na przyklad dla stanu podstawowego atomu
wodoru, rozklad gestosci elektronu w przestrzeni |4 (%)|? z jego rozkladem pedu

|6(5)|*.

Wedtug terminologii matematycznej funkcja ¢(p) jest transformatg Fouriera
funkeji ¥(Z). Z punktu widzenia fizyki mamy tu przyktad zastosowania zasady

49



superpozycji i interpretacji probabilistycznej mechaniki kwantowej. Funkcja
falowa (&) zostala przedstawiona jako superpozycja fal ptaskich, a kwadrat
modultu wspoélezynnika ¢(p) daje gestosé prawdopodobienstwa otrzymania wyniku
P przy dokladnym pomiarze pedu w stanie |i)).

Ta uwaga pozwala na prosta interpretacje zasady nieokreslono$ci Heisen-
berga dla wspoélrzednej i odpowiadajacego jej pedu. Stan o okreslonym pedzie
p odpowiada fali plaskiej z okreslonym wektorem falowym k= p/h i ampli-
tuda stala w calej przestrzeni. Chcac wytworzyé pakiet falowy zlokalizowany
gdzie$§ w przestrzeni, musimy wykorzysta¢ interferencje — konstruktywna w ob-
szarze koncentracji i destruktywna poza tym obszarem — fal o réznych wek-
torach falowych. Im lepsza jest wymagana lokalizacja w przestrzeni, tym sz-
erszy zakres dlugosci fal czy wektorow falowych, czy pedéw musi byé uzyty.
Wzér Heisenberga odpowiada znanemu od dawna matematykom twierdzeniu o
caltkach Fouriera.

Niekiedy zamiast normalizacji do delty Diraca stosuje sie tak zwana nor-
malizacje w pudle. Zacznijmy od przypadku jednowymiarowego. Intuicyjnie
wydaje sie rozsadne, ze jesli zalozymy, ze funkcje falowe sa okresowe z okresem
L, duzo wiekszym od rozmiaréw badanego uktadu, to to nieznacznie wptynie
na wyniki. Zatozenie o okresowosci prowadzi do warunku na wartosci wtasne

pL
h
gdzie n jest liczba catkowita, czyli do wartosci wlasnych

= 2nm, (9.16)

27h
P = %n; n=0,41,42,... (9.17)
Otrzymalismy rozktad dyskretny, ale w praktyce dla L — oo nie wiele rézniacy
sie od ciagtego. Wybieramy teraz jako warunek normalizacyjny zalozenie, ze
calka z kwadratu funkcji falowej po odcinku o dtugosci L jest rowna jeden. To

daje |C]?L = 1, a zatem znormalizowana funkcja falowa ma postaé

(9.18)

Analogicznie w trzech wymiarach, zastepujac odcinek L objetoscig V', otrzymu-
jemy

Pp(F) = —=e'T . (9.19)

W praktyce, jesli da sie¢ zrobi¢ przejscie graniczne, odpowiednio L. — oo albo
V — o0, normalizacja w pudle daje poprawne wyniki. Te¢ metode normalizacji
zastosujemy w rozdziale 29, gdzie zobaczymy jej zalety.

Wyboér warunku brzegowego prowadzacego do okresowosci funkcji falowej
nie jest jedynym mozliwym. Mozliwosci jest nieskoriczenie wiele. Mozna by, na
przyktad, przyja¢ tak zwany warunek anty-okresowosci
p_}f =2n+ 1w, czyli p,= W—Zb
Jak tatwo sprawdzié¢, ta zmiana nie wptywa na wyniki w granicy L — oo. To
jest szczegdlny przypadek twierdzenia Weyla, stosujacego sie tez w przypadku
trojwymiarowym, o niezaleznosci wynikéw dla L — oo czy L, — 0o, Ly — oo,
L, — oo od warunkéw na brzegach przedziatu czy pudta.

(2n+1). (9.20)
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Rozdziat 10

Ro6wnanie Schrodingera
niezalezne od czasu

W tym rozdziale przedyskutujemy problem znajdowania mozliwych wynikéw
dokladnego pomiaru energii ukladu i znajdowania funkcji falowych standéw,
dla ktorych wynik doktadnego pomiaru energii da si¢ z pewnoscia przewidzieé.
Mozliwe wyniki pomiaru energii sa nazywane poziomami energetycznymi uktadu.
Stan o najnizszej energii, jesli istnieje dla danego uktadu, jest nazywany stanem
podstawowym. Pozostale stany to sa stany wzbudzone. Danej wartosci energii
moze odpowiadaé¢ doktadnie jeden stan — wtedy moéwimy, ze ten poziom ener-
getyczny jest niezdegenerowany — lub nieskonczenie wiele r6znych stanéow. Jak
zostanie pokazane w dalszym ciaggu tego rozdziatu, stany odpowiadajace danej
wartosci energii stanowia przestrzen wektorowa. Jezeli ta przestrzenn ma wymiar
k > 1, skoniczony lub nieskoriczony, to méwimy, ze odpowiednia warto$¢ wlasna
jest k krotnie zdegenerowana.

Wezmy jako przykltad stany elektronu w polu kulombowskim w przyblize-
niu, ktoére daje nierelatywistyczna mechanika kwantowa bez uwzglednienia spinu
elektronu. Ten uktad moze stuzyé jako uproszczony model atomu wodoru czy
jonu z jednym elektronem, takiego jak HeT, LitT itd. Niektére poprawki
do tego modelu zostang przedyskutowane w dalszych rozdzialach. Juz teraz,
dla uproszczenia sformutowan, bedziemy nazywali zrédto pola kulombowskiego
jadrem. Jako poziom zerowy energii przyjmujemy energie spoczynkowa elek-
tronu.

Oznaczmy tadunek jadra przez —Ze, gdzie liczba (ujemna) e oznacza tadunek
elektronu, a mase elektronu przez m. Wtedy, jak mozna pokazaé¢, poziomy en-
ergetyczne o ujemnej energii dane sa wzorem

met Z2
 onZp2 ;
To, ze te wartosci energii sa ujemne oznacza, ze dla tych standéw energia elek-
tronu w polu jadra jest nizsza niz energia swobodnego elektronu, a zatem ze
elektron jest zwiazany. Energia stanu podstawowego, ktéra otrzymujemy pod-
stawiajac n = 1 do powyzszego wzoru, moze by¢ interpretowana jako réznica
energii miedzy elektronem w stanie podstawowym i nieruchomym elektronem nie
oddzialujacym z jadrem. Energia stanu podstawowego ze zmienionym znakiem

E, = n=12,... (10.1)
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daje wiec minimalng prace potrzebna na wyrwanie elektronu z atomu czy jonu i
przeniesienie go na tak duza odlegtosé, ze energia oddzialywania z jadrem staje
sie do zaniedbania. W zwyklej terminologii to jest energia jonizacji. Oprocz
wartosdcei (10.1), energia moze jeszcze przyjmowaé dowolne wartosci nieujemne.
Zbiér mozliwych wartosci energii nazywamy widmem energii. W omawianym
przyktadzie to widmo sktada si¢ z czesci dyskretnej E < 0 iz czesci ciagtej przy
E > 0. Stany odpowiadajace energiom ujemnym sa, jak pokazaliémy, stanami
zwigzanymi i ich wektory powinny daé¢ sie znormalizowaé¢ do jednosci. Stany
odpowiadajace energiom nieujemnym sg stanami, w ktoérych elektron nie jest
zlokalizowany w zadnej skoniczonej czesci przestrzeni i powinny by¢ wektorami
uogdlnionymi. Takie stany sa tez nazywane stanami rozproszeniowymi.

Zeby okresli¢ jednoznacznie wektor stanu w rozpatrywanym przykladzie,
mozna podaé trzy liczby: liczbe naturalng n, ktora okresla energie wedlug
wzoru (10.1), nieujemng, mniejszg od n liczbe calkowitg [ i liczbe catkowita
m nie wieksza co do wartosci bezwzglednej od liczby [. Tak wiec stan mozna
jednoznacznie okresli¢ jako |n,l,m). Takie liczby okreslajace stan, jak n,l,m
w rozwazanym tu przyktadzie, nazywa si¢ niekiedy liczbami kwantowymi. Dla
n = 1 mozliwe sg tylko I = 0 i m = 0 — poziom jest niezdegenerowany. Dla
kazdego wyzszego n wystepuje natomiast degeneracja. Na przyktad dla n = 2
mozliwe sa I =01l =1. Dlal = 0 musi by¢ m = 0, natomiast dla [ = 1 mozliwe
sa m = —1,0,1. Tak wiec mamy cztery rozne wektory stanu odpowiadajace tej
samej energii F: [2,0,0),]2,1,—1),|2,1,0) i |2,1,1). Liczba n okresla energie
uktadu wedtug wzoru (10.1). Jak pokazemy w rozdziale szesnastym, liczby [ i
m okre§laja odpowiednio kwadrat kretu elektronu i rzut tego kretu na os z. Z
interpretacji probabilistycznej mechaniki kwantowej wynika wiec (patrz rozdzial
siodmy), ze dwa stany |n, [, m) rozniace si¢ cho¢ jedna z liczb kwantowych n, I, m
sa do siebie ortogonalne. Stad dalej wynika, ze poziom energetyczny n = 2 jest
czterokrotnie zdegenerowany. Schemat pozioméw energetycznych atomu wodoru
jest narysowany w rozdziale dwunastym.

Jak wynika z podanych w rozdziale si6dmym zasad kwantowania, zeby uzyski-
waé wyniki takie, jak omoéwione powyzej dla modelu atomu wodoru, nalezy
rozwigzaé problem wlasny dla operatora energii

H|y) = Ely). (10.2)

To réwnanie, jedno z najstynniejszych w catej mechanice kwantowej, jest znane
jako niezalezne od czasu rownanie Schrodingera. Réwnanie Schrédingera za-
lezne od czasu, ktore mozna uwazaé¢ za uogdlnienie rownania (10.2), jest tez
bardzo wazne i zostanie omoéwione w rozdziale dwudziestym pierwszym. Z row-
nania (10.2) mozna w znalezé wszystkie mozliwe wartosci energii, jako wartosci
wlasne E, jak rowniez odpowiadajace im wektory stanu [¢)). Roéwnanie jest
liniowe, wiec jezeli wektory |11) i |1)2) sa jego rozwigzaniami odpowiadajacymi
tej samej wartosci wlasnej E, to dowolna kombinacja liniowa ci|¢)1) + caltha)
tez jest rozwiazaniem odpowiadajacym tej samej wartosci wlasnej. To dowodzi,
ze jak zapowiedzieliémy wczesniej, wektory stanu odpowiadajace danej wartosci
wlasnej stanowia przestrzen wektorowa.

W praktyce, zwykle przechodzi si¢ do reprezentacji polozen, gdzie réw-
nanie Schrodingera, przy zalozeniu ze operatora Hamiltona jest lokalny (rozdzial
siodmy), przyjmuje postaé

H(z)y(z) = Bi(x), (10.3)
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Rysunek 10.1: Rozpraszanie na jednowymiarowej, prostokatnej barierze po-
tencjalu. Amplituda fali dla czastki nadlatujacej z lewej strony jest umownie
przyjeta rowna jednosci. Amplitudy fal odbitej i przepuszczonej sa odpowiednio
réwne RiT.

Argument x oznacza zbior wszystkich zmiennych wystepujacych w problemie, na
przyktad wektor Z, a hamiltonian H (z) jest kwantowym odpowiednikiem klasy-
cznego hamiltonianu zbudowanym tak, jak to zostalo opisane w rozdziale si6d-
mym. To réwnanie tez jest nazywane réwnaniem Schrodingera. Na przyktad,
dla elektronu w polu kulombowskim z przyktadu podanego powyzej w tym
rozdziale, réwnanie Schrédingera niezalezne od czasu przybiera postaé!

2 2
-9 - Zou(a) = Buw). (104)

2m
Zalozylismy tu, ze jadro znajduje sie w poczatku uktadu wspotrzednych i odleglosé
elektronu od jadra oznaczyliémy r. Symbol nabla kwadrat V? = 88—; + g—; +

g—; oznacza sie niekiedy A i nazywa laplasjanem. Rozwiazanie tego row-
nania jest dosy¢ trudne. Wartosci wlasne podaliSmy w tym rozdziale. Do
odpowiadajacych im funkcji wlasnych wrocimy w rozdziale szesnastym.

Zeby znalezé interesujace nas wartosci whasne i funkcje wtasne trzeba wiedzie¢,
jakie warunki maja spelnia¢ rozwiazania. Niektore z tych warunkow wynikaja
z samego rownania. Na przyktad, jezeli potencjal V(z) nie ma osobliwosci,
funkcja 1 powinna byé¢ co najmniej dwa razy rézniczkowalna. Inne warunki
wynikaja z opisu sytuacji fizycznej. Na przyktad, jesli funkcja falowa ma opisy-
waé stan zwigzany, to czastka powinna by¢ niezle zlokalizowana i naktada sig
zwykle warunek normalizacji

/|1/J(x)|2dx — 1. (10.5)

Zauwazmy, ze jesli funkcja ¢ (z) jest rozwigzaniem réwnania Schrodingera, to
jest nim takze funkcja ciy(z), dla dowolnej réznej od zera stalej c. Istoty
powyzszego warunku jest wiec to, ze calka z kwadratu modutu funkcji falowej
po catej dostepnej przestrzeni jest zbiezna. Wyboér normalizacji do jedynki jest
zrobiony tylko dla wygody i czasem wygodniej jest przyja¢ inna konwencje.
Przyktad takiej sytuacji spotkamy w rozdziale czternastym.

Dla stan6w nie odpowiadajacych uktadom zwiazanym, czyli dla standéw rozpro-
szeniowych, oprocz warunku normalizowalno$ci do delty Diraca naktadamy jeszcze
czasem dalsze warunki. Rozwazmy na przyklad jednowymiarowy uklad przed-
stawiony na rysunku 10.1. Czastka nadlatuje z lewej strony i trafia na bariere

1Zgodnie ze zwyczajem, powszechnie przyjmowanym w wyktadach mechaniki kwantowej,
uzywamy ukladu jednostek Gaussa, a nie zalecanego przez rézne wladze ukladu MKSA.
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potencjatu. Klasycznie, jesli energia czastki jest nizsza od wysokosci bariery,
czastka odbija sie i wraca skad przyszla. Jesli energia czastki jest wigksza
od wysokosci bariery, czastka przelatuje przez bariere i zmierza ku duzym z-
om. Wedlug mechaniki kwantowej, czastka przy kazdej energii ma pewne praw-
dopodobienstwo odbicia sie od bariery i pewne prawdopodobienistwo przenikniecia
przez bariere. Przenikanie przez bariere czastek o energii nizszej niz wysokos$é
bariery byto tak zaskakujace, ze otrzymalo osobna nazwe: efekt tunelowy albo
tunelowanie. Ten efekt czesto wystepuje w przyrodzie. Na przyktad rozpady «
jader atomowych sa mozliwe tylko dzigki efektowi tunelowemu. W omawianym
przez nas przyktadzie przyjmujemy nastepujace warunki brzegowe:

Y(x) — e*® 4 Re= e, xr — —o0, (10.6)
Y(z) — Te*e, xr — +oo. (10.7)

Te warunki maja prosty sens fizyczny. W obszarze duzych co do wartosci
bezwzglednej ujemnych z-6w, mamy superpozycje fali padajacej odpowiadajacej
czastce o pedzie p = Rk > 0 i fali odbitej o pedzie przeciwnym. W obszarze
duzych dodatnich z-6w mamy tylko fale przepuszczona o pedzie takim jak fala
padajaca. Stosunek amplitudy fali odbitej do amplitudy fali padajacej wynosi
R, a stosunek amplitudy fali przepuszczonej do amplitudy fali padajacej wynosi
T. Wynika stad, ze prawdopodobienistwo odbicia czastki od bariery wynosi
|R|?, a prawdopodobienistwo przeniknigcia czastki przez barier¢ wynosi |T|?.
Rozwiazujac rownanie Schrédingera niezalezne od czasu z powyzszymi warunk-
ami brzegowymi i z warunkiem, ze funkcja falowa i jej pierwsza pochodna
po x maja by¢ ciagle, stwierdza sie, ze dla danej bariery i przy danym k
rozwigzanie istnieje tylko dla jednej, $cisle okreslonej, pary liczb (R,T). W
ten sposéb wyznacza sie prawdopodobienistwo przejécia czastki przez bariere i
prawdopodobieiistwo odbicia. Oczywiscie wychodzi |R|? + |T|? = 1.

Wyliczona zalezno$é prawdopodobienistwa przejécia |T'|? od energii jest pokazana
na rysunku 10.2. W tym problemie wystepuja trzy parametry wymiarowe:
wysoko$¢ bariery Vj, szerokos§é bariery a oraz energia E czastki padajacej.
Sa jeszcze dwie stale wymiarowe: stala Plancka i masa czastki m. Wielkosci
bezwymiarowe, jak prawdopodobienistwo przejscia, zaleza tylko od dwu bezwymi-
arowych kombinacji tych parametréw. WybraliSmy stosunek energii czastki do
wysokosci bariery Vﬁo i bezwymiarowy parametr utworzony z masy czastki i

parametrow bariery 2h*mVya?. Klasycznie, |T|? jest rowne jeden dla E > V;
i zero dla E < Vy. 7Z gbrnej czesci rysunku widaé, ze jesli bariera jest niska
lub waska, to punkt £ = V{ niczym si¢ nie wyréznia — prawdopodobienistwo
przejscia rosnie od progu, i nie osiaga wartosci jeden nawet dla F ~ 3V. Ze
wzrostem szerokosci lub wysokosci bariery, prawdopodobienistwo tunelowania,
to znaczy transmisji, przy F < Vp, maleje, ale pojawiaja sie silne oscylacje dla
E > Vy — czastka przy niektorych energiach ma duze prawdopodobieristwo, ze
zostanie odbita, chociaz rozumujac klasycznie bariera jest na to za niska.

Bardziej skomplikowany jest przypadek tréjwymiarowy, gdzie zakladajac, ze
czastka pada z pedem k réwnolegtym do osi z otrzymuje sie warunek brzegowy
dla r — oo:

160.6)

(@) - e +
;

(10.8)
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Rysunek 10.2: Prawdopodobiefistwo przejécia przez bariere |T'|? dla czastki
o masie m, padajacej na prostokatna bariere o wysokosci V| i szerokosci a.

Bezwymiarowy parametr thLz“az dla kg%ejnych wykresow liczac od gory wynosi
1,6111.



Pierwszy czlon po prawej stronie oznacza fale padajaca, drugi fale rozpro-
szona. Amplituda fali rozproszonej zalezy od katéw sferycznych 6 i ¢ kierunku,
w ktorym poleciata czastka rozproszona. Rozwiazujac réwnanie Schrodingera
niezalezne od czasu, wyznacza si¢ jedyna funkcje f(6, ¢), dla ktorej rozwigzanie
istnieje. Kwadrat modutu tej funkeji daje rozniczkowy przekrdj czynny (rozdzial
28) na rozpraszanie elastyczne pod katami 6, ¢.

Jako przyklad rozwigzania rownania Schrédingera niezaleznego od czasu,
rozwazmy przypadek jednowymiarowy, kiedy potencjal V(z) jest rowny zero
dla 0 < z < 1 i nieskoniczonosé poza tym odcinkiem. Czastka nie moze sie¢
znalezé w obszarze, gdzie potencjal jest nieskorniczony, wiec mozemy przyjac,
ze tam funkcja falowa ¥(x) = 0 i ograniczy¢ si¢ do szukania funkcji falowej w
obszarze 0 < x < 1. Réwnanie Schrédingera ma tam postaé

B d2y(z)
o = Ev(x). (10.9)

Zeby funkcja falowa byla ciagta w punktach « = 0 i 2 = 1 nakladamy warunki
brzegowe

¥(0) =¥(1) =0. (10.10)

Ciaglosé funkcji falowej jedni uwazaja za wniosek z interpretacji fizycznej, inni

wyprowadzaja z samego rownania jak nastepuje. Zastepujac nieskonczony po-

tencjal poza studnig przez staly potencjal V(z) = Vj, mozna udowodnié¢, ze

funkcja falowa i jej pierwsza pochodna sa ciagte. Przechodzac z V{y do nieskoiic-

zonoci traci sie ciagloéé pochodnej, ale funkcja falowa pozostaje ciagta?.
Ogolne rozwiazanie powyzszego rownania Schréodingera ma postaé

Y(x) = ey sin(kx) + co cos(kx), (10.11)

gdzie k = h™'\/2mE. Z warunku w 2 = 0 otrzymujemy ¢, = 0. Warunek w
x = 1 powoduje, ze nie dla kazdej wartosci parametru k, a wiec i nie dla kazdej
wartosci energii F, otrzymujemy dopuszczalne rozwiazanie. Rozwazany tu prob-
lem jest na tyle prosty, ze mozna go rozwiazaé analitycznie, ale pouczajace jest
nastepujace, znacznie og6lniejsze rozumowanie.

Istnieje metoda numerycznego rozwiazywania rownan rézniczkowych znana
jako metoda wstrzeliwania sie. Wprowadzamy maly parametr o wymiarze dtu-
gosci Az. W naszym przypadku dla dowolnego x < 1 — Az zachodzi w przy-
blizeniu

1
Yo+ Az) = 9(e) + ' (2) Az + 29" (@) (),
V(@ + Az) = ¢/ (z) + ¢ (x) Az, (10.12)
2mE
P (x + Az) = —%w(x + Az).
Pierwsza rowno$é¢ ma blad rzedu (Ax)3, co jest do zaniedbania, jesli "krok"Ax

zostal wybrany dostatecznie maty. Druga réwno$é ma blad rzedu (Ax)?, ale
pochodna ¢’ (x) w najwazniejszym dla nas wzorze na funkcje falowa ¢ (z) wystepuje

2Tu tez jest potrzebne zalozenie fizyczne, choé¢ bardzo naturalne, ze granica rozwiazania
przy Vo — oo jest rozwigzaniem dla Vo = oo
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pomnozona przez Az, wiec blad na funkcje falowga spowodowany niedokladnym
wyliczeniem pochodnej jest znow rzedu (Ax)3. Trzecia réwnos$é wynika z row-
nania Schrodingera i jest dokladna. W punkcie 2 = 0 mamy ¥(0) = 0 i stad
¥"”(0) = 0. Pierwszej pochodnej w punkcie = 0 nie znamy, ale poniewaz nor-
malizacja funkeji ¢(z) jest dowolna, mozemy wybraé ja tak, zeby byto ¢'(0) =
13. Zeby zacza¢ rozwiazywaé rownanie, potrzebna nam jest jeszcze warto$é
wlasna E, ktorg mozna zgadnacé lepiej lub gorzej. Znajac 1(0),4'(0),4"”(0) i E
mozemy obliczy¢, z podanych wyzej rownosci, funkcje falowa i jej pierwsze dwie
pochodne dla z = Az. Powtarzajac te procedure obliczamy w koinicu wartosé
funkeji (1). Jezeli zgadliSmy wartosé E troche mniejszg od Ejy, to otrzymamy
P(1) > 0. Jesli zgadlisSmy wartos¢ E troche wigkszg od Ep, to otrzymamy
¥(1) < 0. Tylko jesli zgadlismy F = Ey, otrzymamy zgodng z warunkami
zadania wartos¢ (1) = 0. Te trzy przypadki sa przedstawione na rysunku 3.
Oczywiscie trzeba by tu jeszcze uwzgledni¢ btad spowodowany zastosowanym
przyblizeniem, ale to jest problem z metod numerycznych, ktorego dyskusje
pominiemy. Powyzsza dyskusja pozwala zrozumieé, co w ogbdlnym przypadku
jednowymiarowego rownania Schrédingera wyrdznia wartosci wlasne. Podobne
rozumowanie stosuje sig, jesli szukamy rozwigzania dla —co < z < oo. Na
przyktad, na rysunku 7.1 sa pokazane funkcje falowe jednowymiarowego oscyla-
tora harmonicznego. Te funkcje odpowiadaja poprawnym warto$ciom wlasnym
i dlatego daza do osi xz-6w przy & — +oo. Gdybysmy probowali konstruowaé
rozwiazania uzywajac zgadnietych wartosci wlasnych, stwierdziliby$my, ze naogot
ze wzrostem |z| otrzymane funkcje uciekaja do plus lub minus nieskoriczonosci.
Wracamy do rozwiazania analitycznego naszego problemu. Jak tatwo sprawdzié
podstawiajac rozwiazanie do réwnania, E = h?k? /2m. Po to, zeby funkcji
() byla rowna zero dla x = 1, potrzeba i wystarcza, zeby k bylto catkowita
wielokrotnoscig 7. Stad na wartosci wlasne energii otrzymujemy

K2m2n?
E, =

; =1,2,.... 10.13
om ’ n ) &y ( )

Wartosé wspoélczynnika c; jest kwestia umowy, ale jesli przyjmiemy, ze chcemy
funkcje falowe znormalizowaé¢ do jednosci i ze stale wspotczynniki normaliza-
cyjne powinny byé rzeczywiste i dodatnie, to otrzymamy

Un(x) = V2sin(nmz); n=1,2,.... (10.14)
Funkeje g (z) 1 ¢¥_,(z) tez spelniaja rownanie i warunki brzegowe, ale g (z) =
0, wiec nie opisuje zadnego stanu, a ¥_,(x) = —¢,(x), wiec opisuje ten sam
stan |n).

3Przypadku 7’(0) = 0 nie rozwazamy, bo prowadzi do rozwigzania v (x) = 0, ktoére jest nie
do przyjecia.
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Rysunek 10.3: Funkcje sin(kz) dla k = 0.97, m, 1.17.
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Rozdzial 11

Wielkosci jednoczesnie
mierzalne

Wedlug mechaniki kwantowej niektére pary wielkosci moga by¢ jednocze$nie
ustalone i zmierzone, a inne nie. Na przyktad, mozna jednocze$nie ustali¢ dwie
sktadowe wektora potozenia czastki czy dwie sktadowe wektora jej pedu, ale nie
da si¢ jednocze$nie ustali¢ x-owej sktadowej wektora polozenia i z-owej sktad-
owej wektora pedu. W tym rozdziale podamy ogolne twierdzenie, ktore dla
dwu dowolnych wielkosci mierzalnych A i B pozwala stwierdzié, czy te wielkosci
dadza sie jednoczesnie ustalié.

Mowimy, ze wielko$ci mierzalne A i B dadza sie jednoczesnie ustali¢, jezeli
istnieje baza wspoélnych wektoréow wlasnych odpowiadajacych im operatordw.
Te wektory bazowe z definicji spetniaja rownania:

/Al|ai,bj,oz> = ai\ai,bj,oz), (11.1)
B|a7ﬁbjaa> = bj|aiabjaa>' (112)

Parametr a oznacza zbiér parametréw potrzebny, poza parametrami a; i b;, do
jednoznacznego okreslenia wektora bazowego. Zgodnie z zasadami podanymi w
rozdziale pigtym, w stanie |a;, b;, &) pomiar wielkosci A da na pewno wynik a;
i pomiar wielkoéci B da na pewno wynik b;. Przyjmujemy, ze w tym stanie
wielkosci A 1 B sa jednoczesnie ustalone i dadza sie¢ jednocze$nie zmierzyc.
Moze sie zdarzy¢, ze wspolne wektory wlasne operatorow AiB istnieja, ale nie
stanowig ukladu zupelnego. W takim razie nie méwimy, ze wielkosci A i B sa
jednoczesnie mierzalne.

Latwo jest sprawdzi¢, ze jezeli wielkosci A i B sa jednocze$nie mierzalne, to
odpowiadajace im operatory komutuja. Rzeczywiscie

AB|(Z¢, bj7 a> = bj/A1|aZ-, bj, a> = aibj|ai, bj, a>, (11.3)
3A|ai, bj,Oé> = ai3|ai, bj,Oé> = aibj|ai, bj,Oé>, (11.4)

wiec operator AB jest rowny operatorowi BA w dzialaniu na wektory z rozpa-
trywanej bazy. Poniewaz dowolny wektor da si¢ przedstawi¢ jako kombinacja
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liniowa tych wektorow bazowych i operatory AiBsa liniowe, mamy dla dowol-
nego wektora |¢) wynik (AB — BA)|¥) = 0, co daje dla operatoréow

[A,B] = o0. (11.5)

Zamiast moéwié, ze komutator dwu operatoréw jest réwny zeru, mozna tez
mowié, ze te dwa operatory komutuja ze soba. Prawdziwe, chociaz nieco trud-
niejsze do udowodnienia, jest tez twierdzenie odwrotne, ktére podajemy tu
bez dowodu: jezeli operatory AiB komutuja, to ich wspélne wektory wlasne
stanowia uktad zupelny.

Otrzymane wyniki mozna krotko podsumowacé jako:
Twierdzenie: po to zeby wielkosci mierzalne A i B byty jednoczesnie mierzalne,
potrzeba i wystarcza, zeby odpowiadajace im operatory komutowaly ze soba.
Podamy teraz trzy przyklady zastosowania tego twierdzenia.

Przyklad 1: Czastka swobodna w przestrzeni tréjwymiarowej

Trzy skladowe pedu czastki p,py,p. sa jednocze$nie mierzalne. Zeby to
wykazaé, trzeba udowodni¢ znikanie trzech komutatoréw, ale poniewaz wszys-
tkie te komutatory liczy si¢ tak samo, ograniczymy sie¢ do komutatora [Py, py].
W reprezentacji potozenn mamy

2 —
Dubyth (L) = —hQaa;l’é“;), (11.6)

0% (2)
Oyox
Pochodne po prawych stronach tych rownan sa sobie réwne, co poniewaz funkcja

(&) jest dowolna, prowadzi do wniosku, ze komutator jest rowny zeru. Latwo
tez sprawdzié, ze hamiltonian czastki swobodnej

Pyboth(F) = —h°

(11.7)

H(7) = % (11.8)

komutuje z operatorami sktadowych pedu czastki. Istnieje wiec uktad zupelny
wspoélnych funkcji wlasnych operatorow H, Dz, Py, D> W rozdziale dziewigtym
stwierdzilismy jednak, ze wymaganie, zeby jakas funkcja ¢(Z) byla wspolng
funkcja wlasna operatoréw wszystkich sktadowych wektora pedu, okresla ja z
doktadnoscia do statego czynnika, ktérego warto$¢ bezwzgledng mozna wyz-
naczy¢ z warunku normalizacji. Na mocy twierdzenia takie funkcje stanowia
takze uklad zupelny funkcji wlasnych hamiltonianu. Nie ma wiec potrzeby
rozwiazywania rownania Schrédingera dla czastki swobodnej. Wystarczyto znalezé
wspolne funkcje wlasne operatorow sktadowych wektora pedu, co jak widaé z
dyskusji w rozdziale dziewiatym sprowadza si¢ do rozwigzania trzech identy-
cznych réownan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu. Jest to zadanie
znacznie prostsze niz rozwigzywanie rownania Schrodingera, ktore jest czastkowym
rownaniem roézniczkowym trzech zmiennych i drugiego rzedu. Znajac funkcje
wlasne, tatwo jest juz znalezé wartosci wlasne hamiltonianu

P

H(f)wpz 3Py Pz (f) = %?7&171717%172 (f) (119)
Ten przyktad jest typowy. Jesli znamy jakis operator prostszy od hamiltoni-
anu i komutujacy z hamiltonianem, to zwykle mozna przy jego pomocy upros-

ci¢ rozwigzywanie réwnania Schrodingera niezaleznego od czasu. Zauwazmy,
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ze znalezliSmy uktad zupelny funkcji wlasnych hamiltonianu, a nie wszystkie
funkcje wtasne hamiltonianu. Na przyktad funkcja ¢y, p, p (Z)+9—p, —p, . —p. (%)
jest funkcja wlasng hamiltonianu, choé nie jest funkcja wlasna zadnego z oper-
atorow Py, Py, Ds-

Przykltad 2: Trojwymiarowy oscylator harmoniczny.

Hamiltonian tré6jwymiarowego oscylatora harmonicznego mozna zapisaé¢ w
postaci

H=H,+H,+H,, (11.10)

gdzie

2 2

Hu:—j—m%—i—%f{uz; u=2x,y,z. (11.11)
Operatory ﬁx,ﬁy,ﬁz,ﬁ komutuja miedzy soba, wiec istnieje uktad zupelny
ich wspolnych funkcji wasnych. Dla kazdego z operatoréw H,,, funkcjami whas-
nymi sg funkcje falowe jednowymiarowego oscylatora harmonicznego podane w
rozdziale siodmym. Interpretacja fizyczna jest nastepujaca. Drgania trojwymi-
arowego oscylatora harmonicznego mozna sobie wyobrazaé jako superpozycje
drgan w kierunku osi x, drgan w kierunku osi y i drgain w kierunku osi z. Te
drgania skladowe sa od siebie niezalezne i energia oscylatora jest suma energii
tych trzech jednowymiarowych oscylacji. Dalsze rozumowanie jest takie, jak dla
omdwionego w rozdziale dziewiatym pedu czastki w przestrzeni tréjwymiarowe;j.
Wspoélne funkcje wlasne operatorow IL, ﬁy, H, sa dane wzorem

"/an7ny,nz (T) = Yn, (x)wny (Y)Y (2), (11.12)

gdzie liczby nz,n,,n. przybieraja niezaleznie od siebie wartosci catkowite nieu-
jemne, a funkcje ¥, (u); w = z,y,z sa funkcjami wlasnymi jednowymi-
arowego oscylatora harmonicznego, podanymi w rozdziale dziesiatym. Na mocy
twierdzenia, te same funkcje (11.12) sa tez funkcjami wlasnymi hamiltonianu H
trojwymiarowego oscylatora harmonicznego. Kazdy z hamiltonianéw H, maw
stanie (11.12) ustalong energie hw(n, + %) Wrynika z tego, ze energia oscylatora
trojwymiarowego tez jest ustalona i wynosi

En,tnyn, = hw (nw +ny +n. + g) . (11.13)

Zauwazmy, ze wszystkie poziomy energetyczne poza podstawowym sg zdegen-
erowane, bo kazda liczbe catkowita wigksza od zera mozna na rézne sposoby
przedstawiaé jako sume trzech liczb catkowitych nieujemnych. Dla danej wartosci
liczby kwantowej ng + n, + n., funkcje (11.12) stanowia baze w przestrzeni
wektorowej funkcji wlasnych odpowiadajacych energii (11.13). Jezeli jednak
Ng +ny +n, > 0, to ta przestrzeni jest wiecej niz jednowymiarowa i mozna w
niej wybra¢ baze na nieskoriczenie wiele sposobow. Baza z funkeji (11.12) jest
poprawna, ale warto pamietaé, ze jakas inna baza moze byé¢ wygodniejsza.

Przyktad 3: Problem dwu cial.

Rozwazmy w fizyce klasycznej dwie czastki o masach mi i mo, potozeniach
T1 1 Zo oraz pedach py i ps. Zakladamy, Ze na te czastki nie dzialaja zadne
sity zewnetrzne i ze energia ich wzajemnego oddziatywania zalezy tylko od ich
wzajemnego polozenia ¥y — Zo. Klasyczny hamiltonian ma postac
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H = P 5 V(z — 2 11.14
Rownanie Schrédingera odpowiadajace temu hamiltonianowi jest czastkowym
rownaniem rozniczkowym w sze$ciu zmiennych. Pokazemy, jak wykorzystujac
twierdzenie o wielko$ciach jednoczesnie mierzalnych, mozna zastapi¢ to row-
nanie réwnaniem w trzech zmiennych.
Z klasycznej mechaniki wiadomo, ze jesli wprowadzi¢ nowe masy, wspotrzedne
i sprzezone z niemi pedy wedlug wzoréow:

M = mq + mo,
mima

M )
-|—me2
M )
T =1 — T, (11.15)
P =) + i,
Mmaop1 — M1P2
M b)

to hamiltonian mozna przepisa¢ w postaci

ﬁ:

—,

Pt
H= Wi + 2 + V(2). (11.16)
Nowe zmienne maja prosta interpretacje fizyczna. M i P oznaczaja catkowita
mase i catkowity ped uklady dwu cial, a 1 — Z5 jest potozeniem czastki 1, jesli
polozenie czastki 2 przyjaé¢ za poczatek uktadu wspoédtrzednych. X jest potoze-
niem $rodka masy uktadu. Ped p'ma najprostsza interpretacje w uktadzie srodka
masy, gdzie p; = —po = p. Jezeli stosunek mas czastek jest bardzo r6zny od jed-
nosci, to masa zredukowana p jest niewiele mniejsza od masy lzejszej z czastek.
Na przyktad, dla atomu wodoru masa zredukowana uktadu elektron-proton jest
mniejsza od masy elektronu o okoto 0.05%. Jezeli masy sa rowne, jak w przy-
padku ukladu ete™, to masa zredukowana, jest réwna potowie masy czastki. We
wzorze (11.16) pierwszy czton po prawej stronie daje energie swobodnego ruchu
uktadu jako calosci. Nastepne dwa czlony daja energie kinetyczna i energie
potencjalng ruchu wzglednego.
Kwantujgc hamiltonian (11.16) wedlug regut z rozdziatu siodmego, co stanowi
uogoblnienie od pary (wspolrzedna czastki, ped czastki) na pare (wspdlrzedna
uktadu, ped kanonicznie sprzezony z tg wspolrzedna), otrzymujemy

H=H.+H,, (11.17)
gdzie hamiltonian ruchu calosci

. n2

H, = —in( (11.18)

H, = V2 + V(). (11.19)



Wskazniki przy nablach przypominaja, ze we wzorze na H, rézniczkowania sa
po sktadowych wektora X , a we wzorze na H,, po sktadowych wektora Z. Oper-
atory H.iH, komutuja ze soba. Istnieje wiec uktad zupely wspoélnych funkcji
wlasnych operatorow H , f[c, H,. Hamiltonian H, jest hamiltonianem czastki
swobodnej o masie M. Wobec tego wspoélne funkcje wlasne mozna zapisa¢ w
postaci

<1

B

U 5(7, X) = (D)e' 7. (11.20)

Jezeli nie interesuje nas ruch catosci, to mozemy wybra¢ stany odpowiadajace
warto$ciom wlasnym P =01 wspolne funkcje wlasne sprowadzaja si¢ do funkcji
Y(Z). Wtedy wklad energii ruchu calosci do pelnej energii ukladu jest rowny
zeru i energia E sprowadza si¢ do energii w ukladzie §rodka masy. Warunek,
ze wspoélne funkcje wlasne sa tez funkcjami wlasnymi hamiltonianu fIw, daje
réwnanie

~ 5. V(@) + V(@(7) = PU@), (11.21)

To réwnanie rézni sie¢ od réwnania Schrédingera dla jednej czastki w polu
sit o potencjale V(Z) tylko zamiang masy czastki m na mase zredukowang
pary czastek p. Na przyklad, w rozdziale dziesiatym byl dyskutowany model
atomu wodoru i jonéw wodoropodobnych, w ktéorym elektron poruszal sie w
zewnetrznym polu kulombowskim =Z¢, ktére moglo by¢ interpretowane jako
pole kulombowskie pochodzace od jadra tak ciezkiego, ze jego ruchy mozna
zaniedbaé¢. Z dyskusji podanej w biezacym rozdziale wynika, ze uwzglednienie
realistycznej, skonczonej masy jadra sprowadza sie do zastapienia we wzorach
masy elektronu przez mase zredukowang uktadu elektron-jadro. Jest to poprawka
nieduza, ale przy doktadnosciach uzyskiwanych w spektroskopii atomowej bardzo
wazna.
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Rozdzial 12

Czastki identyczne

W fizyce klasycznej znany byt nastepujacy paradoks Gibbsa. Rozwazmy naczynie
rozdzielone przegroda na dwie czeéci o takiej samej objetosci. W jednej z tych
czesci znajduje si¢ N czasteczek tlenu, a w drugiej N czasteczek azotu. Kiedy
usuwamy przegrode, nastepuje nieodwracalny proces mieszania sie gazow i jak
tatwo obliczy¢ entropia wzrasta o 2kgN In2, gdzie kg oznacza stala Boltz-
manna. Gdyby po obu stronach przegrody znajdowal si¢ tlen, to po usunieciu
przegrody makroskopowo nic by sie nie stalo, wiec i nie bytoby wzrostu en-
tropii. Gibbs i jego nastepcy zastanawiali sie, jak interpolowa¢ miedzy tymi
dwoma sytuacjami. Co sie dzieje, kiedy czasteczki po obu stronach przegrody
staja sie coraz podobniejsze do siebie? Czy zmiana przyrostu entropii, kiedy
réznica miedzy czasteczkami dazy do zera, zmienia sie nagle w jakims$ punkcie
czy przebiega stopniowo?

Mechanika kwantowa dala zaskakujace rozwiazanie tego paradoksu: jest za-
sadnicza réznica miedzy czastkami czy uktadami czastek, jak czasteczki czy
jadra, identycznymi a nieidentycznymi, choéby bardzo podobnymi do siebie. Nie
ma wiec powodu spodziewac sie ciaglego przejscia, kiedy czasteczki zmieniaja sie
z bardzo podobnych do siebie w identyczne. Juz samo stwierdzenie, ze czastki
identyczne istnieja jest ciekawe. Filozofowie uczyli kiedys, ze jesli dwa obiekty
sa pod kazdym wzgledem identyczne, to sa tym samym obiektem. Mechanika
kwantowa dostarcza licznych kontrprzyktadéw na to twierdzenie. Na przyktad,
kazde dwa elektrony sa identyczne. To nie tylko znaczy, ze maja dokladnie
takie same masy, tadunki i inne parametry. To takze znaczy, ze nie ma sensu
stwierdzenie, ze ten elektron jest w Krakowie, a tamten w Zywcu. W pewnym
sensie, ktory oméwimy w dalszym ciagu tego rozdziatu, kazdy z tych elektrondw
jest i tu, i tam, ale w taki sposoéb, ze poprawne jest stwierdzenie, ze jeden elek-
tron znajduje sic w Krakowie, a drugi w Zywcu. Nie ma sensu tylko pytanie,
ktory z nich jest gdzie.

Rozwazmy funkcje falowa N czastek identycznych. Argumentami tej funkcji
beda wielkosci x](j). W tym zapisie xj oznacza zbidr liczb potrzebny do pelnego
okreslenia stanu jednej czastki. Dla dodatniego mezonu 7 moglyby to by¢
trzy sktadowe wektora potozenia, lub trzy sktadowe wektora pedu. Dla elek-
tronu, oprocz tych trzech liczb, trzeba by jeszcze dodaé¢ informacje o orientacji
spinu, na przykltad rzut spinu na dowolnie wybrana, ale ustalona, o§ z. Dla
nukleonu, oprécz danych jak dla elektronu, potrzebna jest jeszcze informacja
o tadunku, pozwalajaca stwierdzié¢, czy méwimy o protonie, czy o neutronie.
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Gorny wskaznik okresla, ktéra z N czastek znajduje si¢ w stanie z. Zauwazmy,
ze wobec nierozroznialnosci czastek ta informacja, ktorej uzyjemy do budowy
funkcji falowej, nie da sie uzyskac¢ doswiadczalnie. Nalozy to warunki na mozliwe
funkcje falowe. Zgodnie z przyjetymi oznaczeniami funkcje falowa N czastek
identycznych mozemy zapisa¢ w postaci \Il(xgl), . ,:rs\],v)).

Uwzglednimy teraz fakt, ze zamiana stanami dwu czastek identycznych nie
prowadzi do innego stanu N-czastkowego. Zgodnie z interpretacja funkcji falowej
to znaczy, ze na skutek takiej zamiany funkcja falowa moze co najwyzej zostaé
pomnozona przez staly czynnik. Przypusémy, ze zamieniliSmy stanami czastki
i-ta i k-ta, wtedy

\I/(x(ll), e ,xgz), . .x,(ck), .. ,x%v)) = e\I/(xgl), . ,x,(;), e ,xz(-k), . ,xs\j,v)),
(12.1)
gdzie, jesli umowimy sie, ze funkcje ¥ sa znormalizowane do jedno$ci, wspolczyn-
nik € jest stalg, rowng co do wartosci bezwzglednej jeden. Wzor (12.1) jest tylko
zapisem faktu, ze zamiana czastek identycznych jest niewykrywalna doswiad-
czalnie, czyli nie zmienia stanu uktadu. Metodami kwantowej teorii pola udowod-
niono jednak nastgpujace twierdzenie. W przestrzeni trojwymiarowej, wspotczyn-
nik e zalezy tylko od rodzaju czastek identycznych opisywanych przez funkcje
falowa i moze przyjmowaé tylko wartosci € = +1. Wspoélczynnik € nie zalezy
wiec od tego, ile identycznych czastek jest w uktadzie, ktore z nich zamieniamy,
czy w jakich te czastki sa stanach. Twierdzenie uogoélnia sie na cztery i wiecej
wymiarow, natomiast nie jest prawdziwe w przestrzeni dwuwymiarowej, gdzie w
zwiazku z tym zachodza roézne ciekawe efekty, ktorych tu nie bedziemy omawiag.
Wykorzystujac powyzsze twierdzenie mozemy przepisa¢ wzor (12.1) w postaci

\Il(xgl), . ,xy), .. .w,(fk), e ,xg\l,v)) = :I:\I!(x(ll), . ,x,(;), . ,zgk), e ,x%v)).

(12.2)
Czastki, dla ktorych stosuje sie znak plus, nazywamy bozonami, a czastki, dla
ktorych stosuje sie znak minus, fermionami. Jak zobaczymy w dalszym ciagu
rozdziatu, wlasnosci fermionéw istotnie roznia sie od wlasnosci bozonéw. Dla-
tego dobrze jest wiedzieé, ktore czastki sa bozonami, a ktoére fermionami. Przy-
daja sie tu dwie reguly. Kazda czastka ma spin. Jak pokazemy w rozdziale
siedemnastym, w przestrzeni trojwymiarowej, dla czastek o masie réznej od
zera, spin czastki moze przyjmowaé tylko wartosci catkowite s = 0,1,2,... lub
potowkowe s = %, 5, -+ - Znéw metodami kwantowej teorii pola udowodniono, ze
wszystkie czastki o spinie catkowitym sa bozonami, a wszystkie czastki o spinie
poléwkowym sa fermionami. Ten wynik stosuje sie takze do czastek o masie
zero. Istnieja obszerne tablice czastek, w ktérych miedzy innymi podane sa ich
spiny, wiec ta regula jest tatwa do stosowania. Sg jednak typy czastek (czy quasi-
czastek), ktorych si¢ nie umieszcza w takich tablicach. Przykladami sa fonony,
rotony, magnony itd. uzywane w fizyce fazy skondensowanej. Wtedy przydaje
sie nastepna reguta. Bozonami sa czastki, ktére moga powstawaé i znikaé¢ po-
jedynczo, jak foton absorbowany, czy emitowany przez atom. Fermionami sa
czastki, ktore moga powstawaé i znikaé tylko parami, jak pary eTe™ w procesie
anihilacji. Wsréd najbardziej rozpowszechnionych czastek, elektrony, nukleony
i intensywnie teraz badane neutrina sa fermionami. Natomiast czastki posred-
niczace w oddzialywaniach silnych (gluony), elektromagnetycznych (fotony),
stabych (bozony posredniczace W i Z9) i grawitacyjnych (grawitony) sa bo-
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zonami. Jadra atomowe, je$li odlegtosci miedzy niemi sa duzo wigksze od ich
rozmiaréw, czesto mozna traktowaé jako czastki. W takim razie sa fermion-
ami, jesli sktadaja sie z nieparzystej liczby nukleonéw i bozonami, jesli sktadaja
si¢ z parzystej liczby nukleonéw. To powoduje, na przyktad, ze widmo rota-
cyjne czasteczki 160 — 160 jest zupeie inne od widma rotacyjnego czasteczki
160 _ 170'

Dla fermionéw wzor (12.2) oznacza, ze funkcja falowa jest antysymetryczna
wzgledem zamiany czastek, czyli zmienia znak przy takiej zamianie. Szczeg6lnie
ciekawy jest przypadek, kiedy dwa lub wiecej ze standéw czastek sa identyczne.
Przypusémy, ze we wzorze (12.2) zachodzi x; = zr. Wtedy funkcje ¥ po obu
stronach réwnoéci sa identyczne, a zarazem na mocy réwnosci musza mieé¢ prze-
ciwne znaki, co moze by¢ prawda tylko jesli

W e P ey = (12.3)

Ten wzor wyraza zakaz Pauli’ego. Dwa identyczne fermiony nie moga znaj-
dowacé sie¢ w tym samym stanie. Zakaz Pauli’ego ma podstawowe znaczenie przy
opisie uktadow zlozonych z wielu identycznych fermionow, jak atomy, czasteczki
czy jadra atomowe. W roku 1945 Pali dostal nagrode Nobla "za odkrycie za-
sady wykluczania zwanej takze zakazem Pauli’ego". Nalezy jednak pamietac,
ze zakaz Pauli’ego jest tylko jednym z wnioskéw z bardziej ogdlnego twierdzenia
o antysymetrii funkcji falowej wielu identycznych fermionéw. To uogdlnienie
wprowadzit Dirac.

Jako przyklad zastosowania zakazu Pauli’ego omowimy uktad okresowy pier-
wiastkow, czyli tak zwang tablice Mendelejewa. Dokladna teoria jest bardzo
skomplikowana, wiec ograniczymy sie do prostego modelu. W dokladnym hamil-
tonianie wystepuje energia oddzialywania miedzy elektronami i energia odd-
zialywania elektronéw z jadrem. Jako uproszczenie zalozymy, ze elektrony
nie oddziatuja miedzy soba, ale poruszaja sie w pewnym $rednim potencjale
pochodzacym od jadra i od chmury elektronowej. Zalozymy tez, ze w pier-
wszym przyblizeniu ten potencjal jest podobny do potencjatu kulombowskiego
w atomie wodoru i jonach wodoropodobnych. Takie przyblizenia czesto sie
stosuje w fizyce. Mowi sig, ze prawdziwy hamiltonian zastgpujemy hamiltoni-
anem efektywnym, ktory powinien by¢ wybrany tak, zeby dawat wyniki mozliwie
bliskie do prawdziwych w zakresie, ktory nas interesuje. Schemat poziomoéw en-
ergetycznych elektronu w polu kulombowskim jest pokazany na rysunku 12.1.
Energia zalezy tylko od liczby kwantowej n. Dla danej pary liczb kwantowych
n,l < n, poziom energetyczny jest zdegenerowany 2+ 1 razy. Stany, dla ktorych
1=0,1,2,3, ..., nazgywa sie tradycyjnie stanami S, P, D, F) .. .. Liczbe n dopisu-
jemy przed litera definiujaca wartosé [. Na przyktad stan | = 2 z n = 4 oznacza
sie¢ jako stan 4D. Musimy jeszcze uwzglednié spin elektronu. Zaktadamy, ze
kazdy ze stanéw przedstawionych na rysunku 12.1 wystepuje w dwu wersjach:
ze spinem skierowanym do géry i ze spinem skierowanym w dot.

Pierwsze dwa elektrony mozna umiesci¢ w stanach n = 1. Na rysunku jest
tylko jeden taki stan, ale ta liczba sie podwaja ze wzgledu na spin elektronu.
Trzeci elektron musi juz obsadzié stan z n = 2 o znacznie wyzszej energii. Zgod-
nie z tym, w pierwszym wierszu tablicy Mendelejewa mamy dwa atomy: wodor
z jednym elektronem i hel z dwoma. Dla helu wypelniona jest powloka 1.5, czyli
elektrony zajmuja wszystkie miejsca na poziomie n = 1. Dla n = 2 jest osiem
miejsc (dwa razy cztery) i rzeczywiscie w drugim wierszu tablicy Mendelejewa
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Rysunek 12.1: Stany atomu wodoru dla n = 1,2,3,41 1 = 0,1,2,3. Energia
zalezy tylko od liczby kwantowej n. Dla danych n,l kreska oznacza 2l + 1
stanéw, co przypomina liczba w nawiasie nad kreska. Nad osia [ podane sa
spektroskopowe oznaczenia stanéw z [ =0, 1,2, 3.
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jest osiem atoméw od litu do neonu. Dla atomu neonu wypelniona jest druga
powloka elektronowa, ktora zawiera dwa elektrony 25 i szesé elektronéw 2P. Za-
uwazmy, ze cala ta konstrukcja opiera si¢ na zakazie Pauli’ego — w jednym stanie
wolno nam umiesci¢ co najwyzej jeden elektron. W trzecim wierszu pojawia sie
pierwsza trudno$¢. Spodziewamy sie osiemnastu atomoéw, a jest ich osiem tak,
jak w wierszu drugim. Ten wynik nie jest zaskakujacy. Degeneracja (21 + 1)-
krotna stanoéw przy danych n il wynika z symetrii sferycznej atomu i powinna
byé¢ zachowana takze dla hamiltonianu efektywnego. Natomiast niezaleznosé
energii przy danym n od liczby kwantowej [, jest szczegoélna cecha potencjatu
kulombowskiego i nie ma powodu oczekiwaé, ze bedzie sie stosowaé¢ doktadnie
takze dla hamiltonianu efektywnego. Dane wskazuja wigc, ze energia stanéw 3D
jest na tyle wysoka, ze powloka zamyka sie bez nich i koniczacy ten wiersz atom
argonu ma w zewnetrznej powloce elektrony 35S i 3P. W nastepnym wierszu
jest osiemnadcie atomoéw i zewnetrzna powtoka atomu kryptonu, ktoéry konczy
ten wiersz tabeli, zawiera dwa elektrony 4.5, szesé¢ elektronow 4P i dziesieé elek-
tronéw 3D. Energie pozioméw 4D i 4F przesungly si¢ do gory. W nastgpnym,
piatym wierszu dochodza elektrony 55, 5P i 4D. W szostym wierszu obserwu-
jemy nowe ciekawe zjawisko. Dochodzg elektrony 65, 6P,5D i 4F. Elektrony
4F pojawiaja sie tak p6zno, bo ich energie sa znacznie wyzsze niz bytyby, gdyby
potencjal byt kulombowski. Niemniej, odpowiadaja one liczbie kwantowej n = 4
i w zwigzku z tym znajduja si¢ wyraznie blizej jadra niz pozostale elektrony,
ktore doszly w tym wierszu. Wtasnosci chemiczne atomu zaleza gltéwnie od
jego zewnetrznych elektronéw. Dlatego 15 pierwiastkéw rézniacych sie miedzy
soba tylko liczba elektronow 4F', ny = 0,...,14, ma prawie identyczne wtlas-
nosci chemiczne. To sa pierwiastki ziem rzadkich, ktorych rozdzielenie sprawito
kiedy$ chemikom duzo ktopotu. Sprawe dodatkowo komplikuje fakt, ze poziomy
energetyczne 4F i 65 sa bardzo bliskie siebie. W nastepnym, jak dotad ostat-
nim, wierszu tablicy Mendelejewa rzecz si¢ powtarza i odpowiednikiem pier-
wiastkow ziem rzadkich sa aktynowce, ale to juz sa bardzo ciezkie pierwiastki
promieniotworcze i zwigzane z niemi problemy chemiczne sa zupelnie inne. Za-
uwazmy, ze gdyby nie zakaz Pauli’ego, wszystkie elektrony umieszczaly by sie
na poziomie 15 i Swiat — taki jak go znamy — nie moglby istniec.

W badaniach nad ukladami wielu identycznych czastek wazna role odgrywa
sposob liczenia stanéw uktadu. Mowi sie o trzech statystykach: statystyce Boltz-
manna dla czastek rozréznialnych, statystyce Fermi’ego-Diraca dla fermionow i
statystyce Bosego-Einsteina dla bozonéw. W klasycznej fizyce nie ma pojecia
czastek identycznych, w takim sensie jak tu omawiamy, i zawsze stosuje si¢
statystyka Boltzmanna. Rozwazmy najpierw dwie czastki rozréznialne w dwu
wzajemnie ortogonalnych stanach 11 2, na przyktad w stanie podstawowym i w
pierwszym stanie wzbudzonym oscylatora harmonicznego. Jezeli funkcje falowa
czgstki w pierwszym z tych stanéw oznaczymy 11 (x) i czastki w drugim (),
to stan tej pary czastek opisuje funkcja falowa v (z(1))y(2(?)). Ten stan, w
ktorym czastka pierwsza jest w stanie pierwszym, a czastka druga w stanie
drugim, jest rozny od stanu ¥y (2()y(2(V), w ktorym czastka pierwsza jest
w stanie drugim, a czastka druga w stanie pierwszym. To jest sposéb liczenia
stanow, do ktorego jestesmy przyzwyczajeni w fizyce klasycznej. Zadna z tych
funkcji falowych pary czastek nie moze jednak opisywaé¢ pary czastek identy-
cznych, bo zadna nie spelnia warunku 12.2. Spelniaja natomiast ten warunek,
odpowiednio dla bozonow i dla fermionow, funkcje
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Upp(@™,2®) = — (1 (2@ )ha(z® + 1 (2V)a(a?), (12.4)

Sl

2
1

V2

Z tych funkcji nie da si¢ juz jednak odczytaé, ktora czastka jest w stanie 1,
a ktora w stanie 2. Stosujac probabilistyczna interpretacje mechaniki kwan-
towej mozemy tylko stwierdzi¢, ze kazda z dwu czastek znajduje sie z réwnym
prawdopodobienistwem w kazdym z tych dwu stanéw. Wobec tego, trzeba sie¢
przyzwyczai¢, ze majac dane dwie czastki identyczne i dwa stany mozemy
utworzy¢ tylko jeden stan dwuczastkowy, a nie dwa jak w fizyce klasyczne;j.
Przyktad z czterema stanami i czterema czastkami identycznymi przedstawiony
jest na rysunku 12.2. Na rysunku kazda z kratek oznacza stan jednoczastkowy
i kazda kropka czastke. W czesci (b) cztery czastki znajduja sie w jednym
stanie. Wedtug statystyk Boltzmanna i Bosego-Einsteina odpowiada tej sytu-
acji doktadnie jeden stan czteroczastkowy. Wedlug statystyki Fermiego-Diraca
takiego stanu czteroczastkowego nie ma ze wzgledu na zakaz Pauli’ego. W czesci
(a) w kazdym ze stanow jednoczgstkowych znajduje si¢ dokladnie jedna czagstka.
Wedltug statystyk "kwantowych" Fermiego-Diraca i Bosego-Einsteina, istnieje
doktadnie jeden stan czteroczastkowy odpowiadajacy tej sytuacji. Wedlug statystyki
Boltzmanna jest takich stanéw 4! = 24, bo na tyle sposobéw mozna rozmies-
cié cztery czastki rozroznialne w czterech stanach tak, zeby w kazdym stanie
byta doktadnie jedna czastka. Jezeli kazdy stan czteroczastkowy jest jednakowo
prawdopodobny, jak sie to czesto zaklada w fizyce statystycznej, to stosunek
prawdopodobienstwa stanu (b) do prawdopodobieristwa stanu (a) wynosi zero
dla statystyki Fermiego-Diraca, jeden dla statystyki Bosego-Einsteina i i dla
statystyki Boltzmanna. Jezeli te stany nie sa doktadnie réwnoprawdopodobne,
to i tak w poréwnaniu do statystyki klasycznej prawdopodobienstwo fluktu-
acji polegajacej na tym, ze wszystkie czastki spotkaja sie w jednym stanie jed-
noczastkowym, zostaje znacznie zwigkszone dla bozonéw i zredukowane do zera
dla fermionéw. O konsekwencjach zakazu Pauli’ego dla fermionéw mowilismy
juz. Zwréémy teraz uwage na bozony.

pp(zM,2@) (1 (@)oo () — by (Mo (z1P). (12.5)

W bardzo niskich temperaturach, ciekty hel *He, ktorego atomy sa bozon-
ami, wykazuje nadcieklosé, to znaczy plynie bez lepkosci. Mozna to jako$ciowo
zrozumie¢ w oparciu o powyzsza dyskusje. Atomy plynacego helu maja w przy-
blizeniu wszystkie ten sam ped. Dziatanie lepkosci polegatoby na zmianie pedu
niektérych atomoéw, ale dla bozonéw prawdopodobieristwo tego, ze wszystkie
atomy sa w tym samym stanie jest znacznie wieksze niz w fizyce klasycznej, stad
dziatanie lepkosci jest znacznie stabsze niz mozna by sie klasycznie spodziewaé.
Podobnie mozna ttumaczyé (jakosciowo) brak oporu elektrycznego w nadprze-
wodnikach. Wprawdzie elektrony sa fermionami, ale w nadprzewodniku sa sko-
relowane w dwuelektronowe "pary Coopera", ktore sa (w przyblizeniu) bozon-
ami.

Innym przyktadem ciekawych wtasnosci bozonéw jest kondensacja Einsteina.
Rozwazmy gaz doskonaly ztozony z identycznych bozonoéw. Liczac stany wedlug
statystyki Bosego-Einsteina i robiac zwykle przyblizenia polegajace na zastepowaniu
sum przez calki, otrzymuje sie¢ dla liczby czastek gazu o energii nizszej niz F
wzor
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E
N(E) = AV/ dx Ve , (12.6)
o fer—1
gdzie energia jest liczona w jednostkach kgT', A jest stala, V oznacza objetosé, a
lotnos¢ f nalezy dobraé tak, zeby calkujac po calym zakresie energii od zera do
nieskoniczonosci uzyskaé¢ catkowita liczbe czastek w uktadzie. Jezeli f jest bardzo
duze, jedynke w mianowniku mozna zaniedbaé¢ i otrzymujemy wzér znany z
klasycznej fizyki. Im mniejsza warto$¢ lotnosci f, tym wieksza wychodzi liczba
czastek w ukladzie, ale lotnosé f nie moze by¢ mniejsza od jedynki, bo wtedy
calka staje sie rozbiezna. Wykresy funkcji N(E) dla f =1.1, f =1.011i f=1
sa pokazane na rysunku 12.3 Widaé, ze kiedy f osiaga minimalna wartosé je-
den, otrzymuje si¢ pewna skoniczona graniczna liczbe czastek w ukltadzie i nie
jest jasne, jak opisywaé uktad, kiedy liczba czastek jest wieksza od tej granicy.
Einstein zauwazy! jednak, ze w jednym tylko stanie o energii zero (czastki nieru-
chome) jest miejsce na

=57
czastek, a wiec mozna ich tam pomiesci¢ dowolnie duzo, kiedy f zmierza do jed-
noéci. Wktad od tego stanu jest zaniedbywany, kiedy si¢ przybliza sumy przez
calki. Jak bedzie wiec wygladal poprawny rozklad energii czastek? Poki lotnosé
f nie jest bardzo bliska jednosci, wktad od stanu zerowego jest zaniedbywalny
i mozna uzywaé krzywych jak na rysunku 12.3. Na przyktad dla f = 1.01,
na poziomie zerowym znajduje si¢ (Srednio!) sto czastek, co jest calkowicie
zaniedbywalng czedcia liczby 6 x 102 czastek w molu gazu. Jezeli jednak liczba
czastek w uktadzie jest znaczaco wieksza niz maksymalna liczba, ktora mozna
otrzymaé ze wzoru catkowego, to caly nadmiar siedzi w stanie o energii ze-
rowej (i sasiednich, bo rozklad energii czastki swobodnej jest ciaggly) i moze
byé¢ dowolnie duzy. Wtedy czastki dziela sie na dwie grupy: czes¢ ma rozklad
odpowiadajacy rysunkowi 12.3 dla f = 1, a reszta, zwana kondensatem, ma en-
ergie réwna zeru, lub prawie. Przechodzenie czastek do kondensatu jest znane
jako kondensacja Einsteina. Nalezy zwréoci¢ uwage na analogie z kondensacja
pary wodnej w ciekta wode przy skraplaniu. Dla skraplania jednak, konden-
sacja zachodzi w zwyklej przestrzeni, a dla kondensacji Einsteina w przestrzeni
pedow. Kondensacja Einsteina jest waznym modelem przejscia fazowego.

Prostsze przyktady kondensacji Einsteina otrzymujemy w przypadkach, kiedy
widmo energii jest dyskretne. Przypu$émy, na przyklad, ze gaz omawiany
powyzej znajduje sie w polu sit o potencjale V(Z) = %KfQ. To jest potenc-
jal tréjwymiarowego oscylatora harmonicznego, wiec poziomy energii dane sa
wzorem (11.12). Srednia liczba czastek w danym stanie i o energii E; dana jest
znanym z fizyki statystycznej wzorem

1
(ni) = —5—, (12.8)
feFsT —1
gdzie lotnos¢ f nalezy wyznaczy¢ ze wzoru na catkowita liczbe czastek N:
> (ni) =N. (12.9)

%
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(a) (b)

Rysunek 12.2: Dwa rozklady czterech czastek w czterech stanach

N(E)/A

2 4 6 8 10 *T

Rysunek 12.3: Wykres funkeji N(F) zdefiniowanej w tekscie. Krzywe liczac od
dotu odpowiadaja wartosciom lotnosci:f = 1.1, f =1.011 f = 1.

Kiedy przy stalej temperaturze lotnosé maleje, w kazdym ze stanéw ($rednio)
przybywa czastek. Ale lotnosé nie moze by¢ mniejsza niz e~ 20/¥8T bho wysztaby
ujemna liczba czastek w stanie podstawowym. Przy lotnosci dazacej z gory do
tej granicy, Srednia liczba czastek w stanie podstawowym dazy do nieskoric-
zonoSci. Srednie liczby czastek w pozostatych stanach, natomiast, daza do
granic skoriczonych i to tak, ze liczba N — (ng) tez dazy do skonczonej granicy.
Otrzymywanie i badanie réznych kondensatow Einsteina jest obecnie waznym
dziatem optyki.
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Rozdzial 13

Metoda zaburzen

W mechanice kwantowej, podobnie jak w mechanice klasycznej, tylko bardzo
nieliczne problemy da sie dokladnie rozwiazaé¢ analitycznie. Zwykle trzeba
stosowaé¢ metody przyblizone. Jedna z najczeSciej uzywanych metod przy-
blizonych jest metoda zaburzen, nazywana takze metoda perturbacji. Te metode
stosuje sie wtedy, kiedy hamiltonian uktadu da sie zapisa¢ w postaci

H = Hy+ \H;, (13.1)

gdzie dla "hamiltonianu niezaburzonego" H, znamy dokladne wartosci wtasne
e, 1 odpowiadajace im wektory wlasne |n) spelniajace rownania

Holn) = ep|n), (13.2)

A jest parametrem liczbowym i "zaburzenie" M, jest mate w tym sensie,

ze powoduje tylko nieznaczne zmiany rozwigzan niezaburzonych. Jesli jaka$
warto$¢ wlasna e, jest zdegenerowana, to odpowiada jej nieskoinczenie wiele
roznych wektorow wlasnych stanowigcych przestrzen wektorowa (rozdzial dziesiaty).
W takim przypadku do zbioru wektorow |n) wlaczamy tylko jakas$ baze ortonor-
malng tej przestrzeni.

Na przyktad, zewnetrzne pole elektryczne powoduje przesuniecia i rozszczepi-
enia poziomow energetycznych atomow (efekt Starka). Dla atomu wodoru w jed-
norodnym polu elektrycznym o natezeniu £ woltéw na centymetr, skierowanym
wzdtuz osi z, hamiltonian ma postaé

- h? e?
H=——A——+ez. (13.3)

2m r
Roéwnania Schrodingera z tym hamiltonianem nie da si¢ rozwiazaé¢ analitycznie,
ale jezeli za hamiltonian niezaburzony wybierzemy hamiltonian atomu wodoru

bez pola zewnetrznego

Hy=——/A— — 13.4
0 2m T ( )

i jesli natezenie pola £ jest dostatecznie male, to mozna prébowaé zastosowaé
metode zaburzen. Zeby nabraé¢ wyczucia, co tu znaczy, ze natezenie pola jest
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male, zalozmy, ze £ = 10*V/cm. Srednica atomu wodoru w stanie podsta-
wowym wynosi okoto 1078 cm, wiec wywolane zewnetrznym polem zmiany en-
ergii przy przesunieciach elektronu wewnatrz atomu sa rzedu 10~ elektronowolta.
Energia przejécia migdzy stanem podstawowym i pierwszym stanem wzbud-
zonym atomu wodoru wynosi kilka elektronowoltow, wiec wktad zewnetrznego
pola do energii, przy tym natezeniu pola, jest rzeczywiscie niewielki. Na tej
podstawie mozna mieé¢ nadzieje, ze metoda zaburzenn da dobre wyniki, ale jak
zobaczymy z przykladéw w dalszej czesci tego rozdziatu, pewnosci nie ma.

Wartosci wlasne i wektory wtasne pelnego hamiltonianu H zaleza naog6t od
parametru A. Podstawowym zalozeniem metody zaburzen jest, ze te zaleznosci
sa analityczne w otoczeniu punktu A = 0, to znaczy ze mozna napisaé tak zwane
rozwiniecia perturbacyjne

E,(\) = iEﬁLk)Ak, (13.5)
k=0

Vn(z,\) = VP () NF. (13.6)
k=0

Szeregi po prawych stronach tych wzoréw powinny by¢ zbiezne, i to szybko,
bo zwykle nie potrafimy wyliczy¢ wiecej niz pare pierwszych wyrazéw. Dla
A = 0 mamy problem niezaburzony, wiec na podstawie rownania (13.2) mozemy
napisaé

EO = ¢ (13.7)
oD (x) = (zln). (13.8)

Metody obliczania dalszych wspélczynnikoéw zostana podane w nastepnych dwu
rozdziatach. Tu przedyskutujemy trzy przyktady ilustrujace stosowalno$é metody
zaburzen w roéznych sytuacjach.

Przyktad 1: Jednowymiarowy oscylator harmoniczny zaburzony
stala sila.

Przyjmijmy
2
I
Hy = 2m+2K:z:, (13.9)
AH, = MKz (13.10)

Fizycznie jest to jednowymiarowy oscylator harmoniczny zaburzony stala sita.
Pelny hamiltonian mozemy po prostych przeksztatceniach zapisa¢ w postaci

2 2

1 , KX
H=-"+-K - .

Y CEDY 5

Zaburzenie nie zmienito wiec masy, ksztaltu potencjatu ani statej sitowej oscyla-

tora, natomiast przesuneto minimum potencjatu do punktu x = —\ i spowodowalo
2

dodanie do energii potencjalnej przyczynku f%. Jezeli dla problemu nie-

zaburzonego wartosci wlasne energii byly ¢,, to dla problemu zaburzonego

(13.11)
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Energia potencjalna oscylatora
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Rysunek 13.1: Energia potencjalna oscylatora harmonicznego niezaburzonego
(linia symetryczna wzgledem osi x = 0) i tego samego oscylatora zaburzonego
czlonem anharmonicznym 0.025K 23 (linia przesunigta w lewo, dla x > 0 w gore,
adla z < 0w dot).

K
E,=¢,— 5/\2, (13.12)

bo samo przesunigcie potencjalu bez zmiany ksztaltu nie wplywa na potozenie
pozioméw energetycznych. Widaé, ze w tym przypadku rozwinigcie perturba-
cyjne istnieje dla kazdego z pozioméw energetycznych i jest zbiezne dla kazdej
wartosci parametru A. Dla kazdego n rézne od zera sa tylko dwa wspoélczynniki:
EV =¢,iE? = —&. Jezeli dla problemu niezaburzonego funkcje falowe (z[n)
odpowiadajgce wartosciom wlasnym e,, oznaczymy ¢, (z), to odpowiadajace im
funkcje wtasne dla problemu zaburzonego maja postaé¢ ¢, (z + \), bo dodanie
statej do energii potencjalnej uktadu nie wplywa na funkcje falowe. Korzystajac
ze znanych wzoréw (7.15) na funkcje wlasne jednowymiarowego oscylatora har-
monicznego, mozna sprawdzié, ze rozwiniecia perturbacyjne dla funkcji falowych
tez istnieja dla kazdego n i sa zbiezne dla kazdej wartosci parametru .

Przyklad 2: Jednowymiarowy oscylator anharmoniczny.

Rozwazmy teraz pozornie bardzo podobny problem, gdzie hamiltonian nie-
zaburzony jest znéw hamiltonianem oscylatora harmonicznego, ale zaburzenie
ma postaé

MH, = AKz®;, A >0. (13.13)

Zaleznosé od x energii potencjalnej, zaburzonej i niezaburzonej, jest pokazana
na rysunku 1. Dla matych wartosci |z| energia potencjalna w problemie zabur-
zonym niewiele si¢ 16zni od energii potencjalnej bez zaburzenia, bo |73 < 2.
Jezeli parametr A jest maly, to ten obszar, gdzie zaburzenie nieznacznie tylko
zmienia energie potencjalna, moze by¢ catkiem szeroki, ale w koiicu, dla dostate-
cznie duzych wartosci |z|, zaburzenie zaczyna byé wieksze co do modutu od
niezaburzonej energii potencjalnej. W szczegdlnoéci, dla x — —oo potencjal
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niezaburzony zmierza do plus nieskoriczono$ci, a potencjat zaburzony do mi-
nus nieskonczonodci. Wynika z tego, ze uktad zaburzony, w przeciwieiistwie
do uktadu niezaburzonego, nie ma stanu podstawowego o najnizszej energii.
Jakkolwiek niska energi¢ mialby jakis stan zaburzony, zawsze mozna uzyskaé
stan o energii jeszcze nizszej, przesuwajac czastke dalej na lewo. Dla tego sz-
eregi perturbacyjne nie moga byé¢ zbiezne do poprawnych warto$ci wlasnych
energii i odpowiadajacych im funkcji wlasnych — w tym przykladzie szeregi per-
turbacyjne sa rozbiezne dla wszystkich n i dla wszystkich wartosci \! Mogto by
sie wydawaé, ze w takim razie metoda zaburzen nic nie daje, ale to nie musi tak
by¢. Jezeli obszar, w ktérym wplyw zaburzenia jest niewielki, jest dostatecznie
duzy, to okazuje sie, ze istnieje stan "rezonansowy" o energii bliskiej energii
niezaburzonego stanu podstawowego, a czasem takze stany rezonansowe o ener-
giach bliskich energiom niezbyt wysokich niezaburzonych stanéw wzbudzonych.
Te stany nie sa stanami o najnizszej energii, nie sa tez stanami trwalymi. Po
jakims$ czasie czastka znajdujaca sie poczatkowo w takim stanie ucieknie do ob-
szaru duzych ujemnych z-6w. Ale czas zycia takich stanow rezonansowych moze
by¢ catkiem dlugi i mozna ich energie wyznaczaé¢ doswiadczalnie. Wrécimy do
tego zagadnienia w rozdziale trzydziestym. Okazuje sie, ze niekiedy szeregi per-
turbacyjne, chociaz sa rozbiezne, moga byé wykorzystane do oszacowan energii
i funkcji falowych takich stanéw rezonansowych. Dzieje sie tak wtedy, kiedy
te szeregi sa "zbiezne asymptotycznie". Kiedy sumujemy wyraz po wyrazie sz-
ereg asymptotycznie zbiezny, poczatkowo jest tak, jak dla szeregéw zbieznych
— wartosci bezwzgledne kolejnych wyrazéw maleja, cho¢ nie zawsze monoton-
icznie, sumy czeSciowe stopniowo zblizaja sie do dokladnego wyniku. Ale tak
jest tylko z poczatku. Potem wyrazy znowu rosna i wartosci sum czesSciowych
oddalaja sie od wynikow doktadnych. Dobrze to oddaje nazwa rosyjska takich
szeregdw: szeregi zbiezne z poczatku. Warto zapamietaé, ze sukcesy metody
zaburzen w praktyce nie zawsze wiaza sie z prawdziwa zbieznoscia szeregdw per-
turbacyjnych. Na przyktad atom wodoru umieszczony w jednorodnym polu elek-
trycznym staje sie nietrwaly — po jakims czasie nastepuje jonizacja. Wobec tego
poziomy energetyczne, ktore znajdujemy badajac efekt Starka, sa poziomami re-
zonansowymi i szeregi perturbacyjne nie moga by¢ zbiezne. Mimo to, energie
wyliczone perturbacyjnie, dla niezbyt silnych pol, dobrze zgadzaja sie z do$wiad-
czeniem, bo szeregi sa asympotyczne i w tym przypadku pozwalaja podejsé
bardzo blisko do doktadnych wartosci energii stanéw rezonansowych. Podobnie
w elektrodynamice kwantowej, szeregi perturbacyjne sa rozbiezne, a mimo to
perturbacyjnie, uzywajac graféw Feynmana, uzyskuje sie niezwykle doktadne
wyniki.

Przyklad 3: Stany zdegenerowane — przyklad klasyczny

Przedyskutujemy teraz przypadek, kiedy metode zaburzen stosujemy do
stanu zdegenerowanego. Ten przypadek jest bardzo wazny w praktyce. Na
przyktad, jesli chcieliby$smy stosowaé metode zaburzen do atomu wodoru w jed-
norodnym polu elektrycznym, tak jak to opisaliSmy na poczatku tego rozdzi-
alu, musielibySmy uwzgledni¢ fakt, ze wszystkie stany niezaburzone oprocz
stanu podstawowego sa zdegenerowane. Dyskusje teorii kwantowej odlozymy
do rozdzialu pietnastego, a tu wyjasnimy podstawowa trudno$é¢ na przyktadzie
z fizyki klasycznej. Igla kompasu w polu magnetycznym Ziemi wskazuje na
poinoc. Jezeli to pole magnetyczne uznamy za zaburzenie, to dla uktadu niez-
aburzonego — kompas bez pola magnetycznego — wszystkie orientacje iglty odpowiadaja
tej samej energii, mamy wiec degeneracje. Rozwazmy teraz stan igly jako
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funkcje natezenia pola magnetycznego Ziemi. Oczywiscie w rzeczywistosci to
natezenie ma jakas jedna dobrze okreslona wartosé, ale w metodzie zaburzeni tak
sie robi — rozwaza sie zaleznosé¢ zaburzenia od wielkosci cztonu zaburzajacego
(parametru \) i dopiero na koncu podstawia sie interesujaca nas wielkosé tego
zaburzenia. Jakkolwiek stabe bytoby pole magnetyczne Ziemi, igta wskazuje na
pdéloc. Jezeli szeregi perturbacyjne maja byé zbiezne, to granica rozwigzania
zaburzonego przy zaburzeniu dazacym do zera, powinna by¢ réwna rozwigzaniu
niezaburzonemu. Przypuéémy, ze jako stan niezaburzony wybraliémy stan z
igla wskazujaca na wschod. Z punktu widzenia ukladu niezaburzonego ten
wybodr jest réwnie dobry jak kazdy inny. Przy tym wyborze jednak, metoda
zaburzen si¢ nie stosuje. Stan niezaburzony nie przechodzi, przy wlaczeniu
bardzo stabego pola magnetycznego Ziemi, w bliski mu stan zaburzony — po
wlaczeniu dowolnie stabego pola, nastepuje skok igly o 90°. Jezeli natomiast
jako stan niezaburzony wybierzemy stan z igta wskazujaca na péinoc, to metoda
zaburzen stosuje sie bardzo dobrze. Po wlaczeniu pola magnetycznego orien-
tacja igly magnetycznej w ogoble sie nie zmienia, a energia uktadu rosnie liniowo
z natezeniem przylozonego pola. Widzimy wiegc, ze po to zeby stosowaé metode
zaburzen do stanéw zdegenerowanych, trzeba umieé¢ odpowiednio wybraé stany
niezaburzone. Mowi sie, ze trzeba wybraé¢ stany niezaburzone "dopasowane do
zaburzenia". To jest wazny problem fizyczny, ktory omowimy w rozdziale 15.

Przyklad 4: Stany zdegenerowane — przyklad kwantowy

Zaburzenia stanéw zdegenerowanych sa tak wazne, ze zilustrujemy je jeszcze
jednym przyktadem. Rozwazmy problem wtasny

<i f)(g:)zEn(,f:) (13.14)

To jest przyblizone réwnanie Schrodingera dla nieruchomej czastki o spinie %
w polu magnetycznym skierowanym wzdtuz osi z (rozdzial 20). Pole o ze-
rowym natezeniu odpowiada problemowi niezaburzonemu. W problemie niez-
aburzonym Hy=1, wiec €, = 11 kazdy wektor jest wektorem wlasnym hamilto-
nianu. Warto$¢ wlasna jest dwukrotnie zdegenerowana. Jako baze w przestrzeni

rozwiazan mozna wybraé¢ na przyktad wektory

¢0:(01>, ¢1:(f). (13.15)

Fizycznie, te stany odpowiadaja rzutom spinu j:%h na o$ z (rozdzial 19). Doktadne
rozwiazanie problemu wtasnego daje

EO = 1+>\, ¢0 = % ( 11 ) 3 E1 = 1—)\, ’L/)l = % ( 711 ) . (1316)

Warunkiem stosowalnosci metody zaburzen jest zeby w granicy A — 0 rozwigzanie
zaburzone przechodzilo w rozwiazanie niezaburzone. Dla rozwigzan niezabur-
zonych (13.15) ten warunek nie jest spetniony, wiec metoda zaburzen sig nie sto-
suje. Mozemy natomiast wybraé funkcje niezaburzone "dopasowane do zaburzenia"

(D) b)) o
7



Przy tym wyborze metoda zaburzeni juz w pierwszym przyblizeniu daje doktadne
rozwiazanie. Fizycznie, funkcje y; odpowiadaja stanom z rzutami spinu :I:%h na
kierunek pola. Widaé¢ tu bliska analogie z przyktadem klasycznym omoéwionym
poprzednio.
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Rozdziat 14

Metoda
Rayleigha-Schrodingera

Metoda Rayleigha-Schrodingera jest najprostsza wersja metody zaburzeri. Sto-
suje sie do stanéw niezdegenerowanych, wiec nie ma problemu szukania standw
niezaburzonych dostosowanych do zaburzenia, i nie stosuje sztuczek przyspiesza-
jacych zbieznosé¢ szeregoéw perturbacyjnych. Takie sztuczki, stosowane w innych
metodach zaburzen, w pewnych wypadkach pozwalaja uzyskaé¢ lepsze wynik
przy mniejszym wkladzie pracy, ale nie bedziemy ich tu omawiaé. Problem
polega na znalezieniu rozwini¢é¢ perturbacyjnych dla rozwigzan rownania (patrz
poprzedni rozdzial)

(Ho 4+ AV)|0) = Eplthn). (14.1)

zalozenia, znan rozwigzania rownania niezaburzon Ore Mozna za-
7 zalozenia, znane sa ro ania réwnania niezaburzonego, ktére mozna za
pisa¢ w dwu réwnowaznych postaciach

Holn) = e,|n), (14.2)
(n|Hy = £n(n]. (14.3)

Drugie z tych rownari powstaje z pierwszego przez sprzezenie hermitowski (prze-
jscie do wektoréow dualnych). Zaktadamy, ze uklad wektoréw |n) stanowi baze
ortonormalng w przestrzeni mozliwych stanéw uktadu. Mnozac réwnanie (14.1)
lewostronnie przez wektor dualny (k| i wykorzystujac rownania niezaburzone,
otrzymujemy uktad réownan (po jednym dla kazdego k) rownowazny z rownaniem
(14.1)

Zeby skrocié¢ wzory, wprowadza si¢ zwykle oznaczenie
Vi = KV ) = [ dosi @)V (&) (o). (14.5)

Druga z tych réwnosci otrzymuje si¢ przez wstawienie jedynek zbudowanych z
wektorow wilasnych operatora polozenia |x) przy zalozeniu, ze operator V jest

79



lokalny (rozdzial siodmy). Na mocy tej definicji Vi, = V,%,.. Przyjmiemy teraz
zatozenie, ze

(nlghn) =1, (14.6)

lub réwnowaznie

[n) = n) + > cnrlk). (14.7)

k#n

Poniewaz rownanie (14.1) nie okresla normalizacji wektora [i);,), ten warunek
nie jest zalozeniem fizycznym, tylko konwencja, ktéra okaze si¢ wygodna w
dalszych rachunkach. Scisle mowiac, przyjelismy tu zalozenie, ze wspotczynnik
przy wektorze |n) w rozwinigciu wektora [i,,) nie jest rowny zero. Poniewaz
jednak w warunkach stosowalnosci metody zaburzen wektor |1),,) ma by¢ bliski
odpowiadajgcemu mu wektorowi niezaburzonemu |n), to zalozenie jest zawsze
spelione.
Rozwazmy najpierw rownanie (14.4) dla k = n:

En + An|V|,) = E,. (14.8)

Podstawiajac za |¢,) i E, ich rozwiniecia perturbacyjne i przyréwnujac do
zera wspoOtczynniki przy kolejnych potegach parametru A, otrzymujemy zwiazki
dla wspoétezynnikéw rozwinieé perturbacyjnych. Dla czltonéw niezaleznych od
A roéwnanie jest prawdziwe, jesli EY) = €n, CO juz wiemy, ze zachodzi. Dla
czlonéw rzedu A otrzymujemy

EM =V,,. (14.9)

Na przyktad, dla stanu podstawowego atomu wodoru zburzonego polem
elektrycznym o natezeniu &, otrzymujemy w pierwszym przyblizeniu rachunku
zaburzen

Fo=co+ eé‘/d3x|1/)0(5c’)|2z +0(02), (14.10)

gdzie symbol O()\?) oznacza czton rzedu A\?, czyli w tym przypadku rzedu (e€)?.
Jezeli w calce zrobimy podstawienie 2 — —z, to funkcja |¢(F)|?, ktora jest
sferycznie symetryczna, nie ulegnie zmianie, a czynnik z i z nim cala funkcja
podcalkowa i cala calka zmieni znak. Poniewaz zmiana zmiennych w calce nie
moze zmienié¢ jej wartosci, wynika stad, ze calka jest rowna zeru — przesuniecie
poziomu podstawowego pod wpltywem pola elektrycznego w pierwszym rzedzie
rachunku zaburzen znika. Tak wiec, to przesuniecie bedzie proporcjonalne do
kwadratu natezenia pola elektrycznego!. Mamy tu do czynienia z tak zwanym
kwadratowym efektem Starka.

Ogolnie, wyliczenie pierwszej poprawki perturbacyjnej do energii jest dosy¢
latwe — wymaga policzenia jednej calki. Przyréwnujac do zera wspétczynnik
przy czlonach rzedu A2, otrzymujemy relacje

EP = |V (@)[pi)). (14.11)

1Zaktadajac, ze EéQ) # 0, co w tym przypadku jest prawda.
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Zeby policzy¢ te poprawke, trzeba znaé¢ pierwsza poprawke perturbacyjna do
funkcji falowe;j.

Zauwazmy, ze wobec przyjecia normalizacji (14.6), wspolczynniki M~ 0
dla £ = 1,2,... i nie musimy ich wylicza¢. Zeby wyliczy¢ poprawki do funkcji

falowej wykorzystujemy rownania (14.4) dla k # n. Podstawiajac rozwiniecia
perturbacyjne dla E, i [¢,), i przyrownujac do zera wspo6tezynniki przy kole-
jnych potegach parametru A, otrzymujemy kolejne zwigzki dla wspélczynnikow
rozwinieé perturbacyjnych. Dla cztonéw niezaleznych od A otrzymujemy rownosé
ex(kn) —en(kln) = 0, ktora jest prawdziwa, bo iloczyny skalarne ortogonalnych
wektoréw bazowych sa rowne zeru. Dla cztonéw proporcjonalnych do pierwszej
potegi parametru A otrzymujemy, podstawiajac znane energie i wektory wlasne
niezaburzone,

€k<k|¢7(11)> + an = 5n<k|w1(11)> (14.12)
To pozwala wyliczy¢
1) Vien
(k)= —— da  k#n (14.13)
€n —Ek

Ten wzoér traci sens, jesli e = €, wiec zalozenie o braku degeneracji jest tu
naprawde potrzebne. Pelny wektor |1/;,(L1)> mozemy teraz znalezé ze wzoru:

D) = 3 [y —2

kn
En — €k
ktn n k

Podstawiajac pierwsza poprawke dla funkcji falowej do wzoru na druga poprawke
dla energii, otrzymujemy

(14.14)

2) [Vin|*
EP =Y Skl (14.15)
fgn 7 T Ek

Dla stanu podstawowego, powiedzmy n = 0, energia niezaburzona ¢ jest nizsza
od wszystkich innych energii niezaburzonych. Wynika z tego, ze wszystkie mia-
nowniki w sumie po prawej stronie poprzedniego wzoru sa ujemne i, poniewaz
zaden z licznikéw nie jest ujemny, otrzymujemy ogoélny wynik

E® <o. (14.16)

Na przykladzie stanu podstawowego atomu wodoru zaburzonego jednorod-
nym polem elektrycznym latwo jest zrozumieé powyzsze wyniki. W przyblize-
niu, w ktéorym rozktad elektronu elektronu wokol jadra opisujemy sferycznie
symetryczna funkcja falowa stanu podstawowego, energia oddziatywania z jed-
norodnym polem elektrycznym jest rowna zero. To jest pierwsza poprawka per-
turbacyjna do energii. Pierwsza poprawka perturbacyjna do funkcji falowej czy
wektora stanu polega na przesunieciu chmury elektronowej wzgledem pola tak,
ze powstaje dipol elektryczny z momentem réwnolegtym do pola elektrycznego.
Ten moment dipolowy jest rzedu A, czyli w tym konkretnym przypadku pro-
porcjonalny do €. Jego oddzialywania z polem elektrycznym, ktore tez jest
rzedu A, powoduje obnizenie energii rzedu A?. Dla maltych wartoéci \ jest to
bardzo mate przesuniecie. Na przyklad, dla stanu podstawowego atomu wodoru
zaburzonego polem elektrycznym o natezeniu 10* V/cm, energia obniza si¢ o
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okoto 1078 elektronowolta. Zobaczymy w nastepnym rozdziale, jak dla stanéw
zdegenerowanych powstaje znacznie wigkszy, liniowy efekt Starka.

Rachunki wygodnie jest prowadzi¢ przy normalizacji (14.6), ale majac juz
wynik, mozna wréci¢ do zwyktej normalizacji do jednosci. Taka zmiana normal-
izacji jest nazywana renormalizacja. W tym przypadku jest to renormalizacja
funkcji falowej. W kwantowej teorii pola renormalizuje sie rézne wielkosci, wiec
to dookreslenie jest uzyteczne. Zapisujemy wektor stanu w postaci

‘wn> = Z‘wn>pe7‘t7 (14.17)

gdzie wektor |...)pert jest obliczony w normalizacji (14.6), a stala rzeczywista
Z ma by¢ tak dobrana, zeby wektor po prawej stronie byl znormalizowany do
jednosci. Mamy

Vk:n
[hn) = Z(In) + X ) _ |k) ) (14.18)
}{;l €n — Ek
Vo
(¥nl = Z((n] + X ) _ (k| —2"—). (14.19)
’;l €n — Ek

Mnozac przez siebie te wektory, otrzymujemy po lewej stronie (¢,|1,) =1, a
po lewej, uwzgledniajac ortogonalnosé wektoréw wlasnych problemu niezabur-
zonego i pomijajac cztony rzedu w A wyzszego niz pierwszy, Z2. W tym przy-
blizeniu Z = 1, to znaczy, ze otrzymane wektory wtasne juz sa znormalizowane
do jednosdci. Latwo sprawdzi¢, ze w drugim przyblizeniu metody zaburzen stata
Z jest juz rozna od jednosci.
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Rozdzial 15

Metoda zaburzen dla stanéow
zdegenerowanch

W tym rozdziale zastosujemy metode zaburzenn do zdegenerowanych pozioméw
energii. Zaktadamy, ze dla badanego ukladu N stanéw niezaburzonych ma
doktadnie t¢ sama energie:

1 =Eg=+++=€EN. (15.1)

Poza tym zwykle uktad ma jeszcze wiele standéw z innymi energiami. Jak
zwracaliSmy uwage w poprzednich dwu rozdziatach, do zdegenerowanego poziomu
energii nie mozna stosowaé¢ metody Rayleigha-Schrédingera i trzeba najpierw, z
posrod nieskoriczenie wielu wektoréw stanu, stanowiacych przestrzen wektorowa
odpowiadajaca tej energii, wybra¢ odpowiednia baze — baze dostosowana do
zaburzenia. Przypu$émy, ze znamy jakas baz¢ w tej przestrzeni wektorowej:

[1),...,|N). Dalej bedziemy nazywali te¢ baze pierwotng. Nie zakladamy, ze
baza pierwotna jest dostosowana do zaburzenia. Wektory z bazy dostosowanej
do zaburzenia, ktore bedziemy oznaczali |x1), ..., |Xn~), s z definicji bazy kom-

binacjami liniowymi wektorow bazowych |j) z bazy pierwotnej:

N
k) =D crili)- (15.2)
j=1
Roéwnanie Schrodingera

(Ho + AV)|¢0n) = Eplthn) (15.3)

daje jak w poprzednim rozdziale

ek {Xk|¥n) + )‘<Xk“7‘¢n> = En(xk|tn)- (15.4)

Zaktadajac, ze po wybraniu bazy |xx) mozna stosowa¢ metode zaburzeri, pod-
stawiajac rozwiniecia perturbacyjne dla energii F,, oraz dla wektora stanu |¢,,),
i przyrownujac do zera wspolczynniki przy kolejnych potegach parametru A,
otrzymujemy, jak w poprzednim rozdziale, relacje dla wspotczynnikow rozwinieé
perturbacyjnych. Dla czlonéw niezaleznych od A otrzymujemy eg{xx|xn) =
en(Xk|Xn), co jest prawda podobnie jak w metodzie Rayleigha-Schrodingera,
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bo baza |xi) jest ortonormalna. W pierwszym rzedzie po A\ otrzymujemy dla
ElL = En:

XelVixa) = 0, dla k#n, (15.5)
<Xn‘V‘Xn> E7(L1)- (15.6)

Drugie z tych réwnan jest jak w metodzie Rayleigha-Schrédingera, ale pierwsze
jest nowe i jak zaraz zobaczymy czesto pozwala znalezé stany dopasowane do
zaburzenia |xx).

Zachowujemy dla elementéw macierzowych operatora V, W reprezentacji sta-
néw z pierwotnej bazy, oznaczenie z poprzedniego rozdziatu Vi, = <k|V|n>
Macierz V' w tej reprezentacji naogét nie jest diagonalna. Ze wzoréow (15.5)
wynika natomiast, ze ta sama macierz jest diagonalna w reprezentacji stanow
|xk). Problem: jak majac dang macierz znalezé reprezentacje, w ktorej ta
macierz jest diagonalna i jak znalezé¢ elementy diagonalne w tej reprezentacji,
jest dobrze znany z algebry. Wspoélczynniki pierwszej poprawki do energii
gy sa wartosciami wlasnymi macierzy V, a wektory bazowe dopasowane do
zaburzenia |xx) sa jej wektorami wlasnymi. Jezeli wszystkie wartosci wlasne sa
rozne, to wektory wlasne sg jednoznacznie okreslone (jak zwykle z doktadnoscia
do statego czynnika, ktérego modul mozna wyznaczy¢ z warunku normalizacji).
W problemie fizycznym méwimy wtedy, ze zaburzenie catkowicie usuwa czy zdej-
muje degeneracje — w pierwszym przyblizeniu rachunku zaburzen poziomy sa juz
niezdegenerowane. Poziom energetyczny, ktory byl N-krotnie zdegenerowany
w problemie niezaburzonym, rozszczepia sie pod wplywem zaburzenia, w tym
przypadku, na N pozioméw o réznych energiach. Jezeli wszystkie wartosci
wlasne sa réwne, to daja pierwsza poprawke perturbacyjna do energii — wszys-
tkie N pozioméw przesuwa si¢ jednakowo o iloczyn parametru A i otrzymanej
wartosci wlasnej — ale nie daja zadnej informacji o stanach niezaburzonych dopa-
sowanych do zaburzenia. W takim wypadku, jesli chcemy sie czegos dowiedzieé¢
o tych stanach, musimy badaé¢ wyzsze przyblizenia metody zaburzeni, co zreszta
tez nie zawsze jest skuteczne. Moéwimy wtenczas, ze zaburzenie w pierwszym
przyblizeniu metody zaburzen nie zdejmuje degeneracji. Moze sie¢ wreszcie
zdarzy¢, ze zaburzenie w pierwszym przyblizeniu metody zaburzen zdejmuje
degeneracje czeSciowo. Niektore wartosci wlasne sa réwne, inne sa rézne, i
otrzymujemy czesciowa informacje o stanach dopasowanych do zaburzenia.

Jako przyktad przedyskutujemy w pierwszym przyblizeniu rachunku zaburzen
rozszczepienie pierwszego poziomu wzbudzonego atomu wodoru przez pole elek-
tryczne (efekt Starka). Wybieramy o$ z uktadu wspolrzednych rownolegta do
kierunku pola. Operator zaburzenia dla tego problemu zostal wprowadzony w
rozdziale trzynastym

AV (E) = e&z. (15.7)

Mozemy przyjac, ze A = e£. Pierwszy poziom wzbudzony atomu wodoru jest
czterokrotnie zdegenerowany. Jako wektory bazowe pierwotne mozemy wybraé
wektory stanu |n,l,m) =12,0,0),2,1,1),|2,1,0),|2,1, —1) (rozdzial dziesiaty).
Macierz V, ktorej wartosci wlasne i wektory wlasne beda nam potrzebne, jest
wiec macierza o czterech wierszach i czterech kolumnach. Taka macierz ma 16 el-
ementow, ale ze wzgledu na relacje V) = Vi; wystarczy obliczy¢ dziesig¢ z nich.
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Rysunek 15.1: Rozszczepienie czterokrotnie zdegenerowanego pierwszego stanu
wzbudzonego atomu wodoru (n=2) pod wplywem pola elektrycznego (linowy
efekt Starka). Na osi pionowej (nie narysowanej) odkladana jest energia stanu.
Liczby w nawiasach podaja degeneracje poziomoéw energetycznych. Definicja
parametru a podana jest w tekscie.

Okazuje sie, ze dziewieé z tych dziesieciu elementow jest rownych zero, co mozna
prosto pokazaé¢ wykorzystujac symetrie tak, jak w dyskusji pierwszej poprawki
perturbacyjnej do energii stanu podstawowego atomu wodoru w poprzednim
rozdziale, albo wypisujac elementy macierzowe za pomoca funkcji falowych
podanych dalej w tym rozdziale, przechodzac do wspoélrzednych sferycznych
i wykonujac catkowania po katach. Jedyny niezerowy element oznaczymy a.
Mamy

a=(2,0,0/V]2,1,0). (15.8)

Pierwsze poprawki do energii wyliczamy jako pierwiastki "roéwnania seku-
larnego"

- a 0 0
a* —T 0 0 2/, 92 2
= bl == . 1 .
0 0 -z 0 x“(z® —|al*) =0 (15.9)
0 0 0 -z
To rownanie ma pierwiastek pojedynczy x; = —la|, pierwiastek podwojny
x9 = x3 = 0 1 jeszcze jeden pierwiastek pojedynczy x4 = |a|. To znaczy, ze

czterokrotnie zdegenerowany poziom e rozszczepi sie na trzy poziomy, prze-
sunigte w stosunku do energii niezaburzonej €2 odpowiednio o: /\Eéll) = —|Aal,
)‘E£12) = )\Eél?z = 0 (podwojnie zdegenerowany) i )\Eél) = +|Aa| (rysunek 15.1).
Degeneracja nie zostala catkowicie zdjeta, wiec stany niezaburzone dopasowane
do zaburzenia nie zostang jednoznacznie okreslone.

Latwe calkowanie z wykorzystaniem funkcji falowych atomu wodoru po-
danych ponizej daje |\a| = 3|e€|ag, gdzie "promieri Bohra" ag ~ 0.53 x 1078
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cm. Podstawiajac natezenie pola 10* woltéw/cm otrzymujemy przesuniecia
pozioméw o okoto 1.5 x 10~% elektronowolta, a zatem malte w poréwnaniu z en-
ergiami wzbudzen atomu wodoru, ale duze w poréwnaniu z kwadratowym efek-
tem Starka omawianym w poprzednim rozdziale. Ciekawszy od tego niewielkiego
przesuniecia jest fakt rozszczepienia poziomu. Z tego powodu linie odpowiadajace
przejéciom z tego poziomu i na ten poziom tez moga si¢ rozszczepié, chociaz nie
musza, bo czasem niektore przejécia moga byé zakazane. Moga sie tez zdarzaé
przejscia miedzy rozszczepionymi poziomami tego samego multipletu.

Zeby znalezé wektory stanu dopasowane do zaburzenia musimy znalezé nieze-
rowe rozwigzania réwnan

—Ip a 0 0 Cik 0

a* —xp O 0 e | | O |, _

0 0 . 0 can =l o |: k=1,2,3,4, (15.10)
0 0 0 —Tf Cak 0

albo tych samych rownan w krétszej notacji macierzowej

V&, = x,Ch; k=1,2,3,4. (15.11)

Czasem wygodnie jest zapisywa¢ wektory ¢ w postaci transponowanej, bo wte-
dy mieszcza sie¢ w jednej linijce tekstu. Ogolnie E‘,{ = (c1k, C2k, C3k, Cak ). Wek-
torowi ¢, odpowiada wektor stanu

‘Xk> = 01k|200> + C2}g‘2, 1,0> + 03k|2, 1, 1> + C4;€‘2, 1, —1>. (15.12)

Mnozac te rownosé lewostronnie przez wektor dualny (x|, otrzymujemy rozwinigcie
niezaburzonej funkcji falowej dopasowanej do zaburzenia xi(z) na niezabu-
rzone funkcje pierwotne s ., (x). Mozemy wigc te same rozwiazania przed-
stawiaé za pomoca wektora cj, wektora transponowanego wzgledem niego EZ ,
niezaburzonego wektora stanu dopasowanego do zaburzenia |yy), lub niezabur-
zonej funkcji falowej dopasowanej do zaburzenia xx(x). Ponizej uzywany funkcji
falowych.

Dla k = 1 otrzymujemy
1
T)=—
Xl( ) \/i
Znak miedzy dwoma sktadnikami w nawiasie zalezy od znaku parametru a, ktory

przyjeliSmy ujemny. Par rozwiazan odpowiadajacych wartosci wlasnej zero, dla
k =21k = 3, jest nieskoriczenie wiele, ale mozna je wszystkie zapisa¢ w postaci

(¥2,00(2) + ¥2,1,0(x)) - (15.13)

X2(x) = cos 0o 1 1(x) —sinbha 1 _1(x), (15.14)
X3(z) =sin Oy 1 1(x) + cosOpa 1,1 (), (15.15)
gdzie kat 6 jest dowolny. Widaé¢, ze tych funkcji falowych dopasowanych do
zaburzenia nie da sie jednoznacznie okresli¢. To jest zreszta jeden z tych przy-

padkéw, kiedy przechodzenie do wyzszych rzedéw rachunku zaburzen tez nie
pozwala jednoznacznie okresli¢ tych funkcji. Dla k = 4 otrzymujemy
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1
xa(z) = ﬁ

Zmnajac funkcje falowe dla pierwszego poziomu wzbudzonego atomu wodoru:

(¥2,0,0(7) — P2,1,0(2)) (15.16)

1 r r
7|2,0,0) = e o (1— ), 15.17
(Z| ) Joral ( an) (15.17)
1 R
(72,1,0) = ———re 2% cosb, (15.18)
/32mal
1 __r_ .
(@2,1,£1) = =F re” 2o sin fet¥, (15.19)

8v/mag

tatwo jest znalezé interpretacje fizyczna funkcji niezaburzonych dopasowanych
do zaburzenia. Dla stanu |x1), rozktad skladowej z wektora polozenia elek-
tronu jest pokazany na rysunku 2. Widaé, ze tadunek ujemny zostal prze-
suniety w kierunku przeciwnym do kierunku pola. Wskutek tego powstatl mo-
ment dipolowy réwnolegly do pola i energia obnizylta sie. Wazne jest, ze to
przesunigcie tadunku, a zatem i wytworzony moment dipolowy, nie zalezy od
natezenia pola. Stworzenie superpozycji dwu stanéw o tej samej energii nie
wymaga dodatkowej energii. Energia sprzezenia niezaleznego od pola momentu
dipolowego z polem jest proporcjonalna do pierwszej potegi natezenia pola i dla
tego mamy tu do czynienia z liniowym efektem Starka, a nie z kwadratowym,
jak w przypadku niezdegenerowanego stanu podstawowego atomu wodoru, ktory
dyskutowalismy w poprzednim rozdziale. Dla stanu |x4) przesuniecie elektronu
jest w przeciwnym kierunku. Wobec tego powstaje dipol, taki sam, ale zorien-
towany antyréwnolegle do pola i mamy wzrost energii, a nie spadek. W stanach
[x2) 1|x3) nie ma przesunigcia tadunku i w zwigzku z tym nie ma zmiany energii.

Mozliwosé tworzenia ze zdegenerowanych, lub nieznacznie rézniacych sie en-
ergia, stanéw jednoczastkowych, stané6w o nie zwigkszonej energii, gdzie chmura
elektronowa jest wysunigta w jakims kierunku daleko do jadra, utatwia tworze-
nie wigzan chemicznych. To zjawisko jest znane w chemii jako hybrydyzacja. Na
przyktad w atomie wegla ze stanu 2.5 i jednego stanu 2P mozna utworzy¢ stany
takie jak stany |x1) i |x4) dla pierwszego stanu wzbudzonego atomu wodoru.
Moze to prowadzi¢ do powstania czasteczki, w ktorej atom wegla jest zwiazany
z dwoma innymi atomami tak, ze wszystkie trzy atomy leza na jednej prostej.
Tak jest zbudowana czasteczka acetylenu CoHs. Ze stanu 2S5 i dwu standéw
2P mozna zbudowaé trzy kombinacje liniowe, w ktorych elektrony sa wysuniete
w trzech kierunkach lezacych w jednej plaszczyznie i tworzacych ze soba katy
120° (znak Mercedesa). Tak sa zhybrydyzowane atomy wegla na przyktad w
czasteczce benzenu CgHg i w graficie. Wreszcie ze stanu 25 i trzech stanow 2P
mozna zbudowaé cztery kombinacje liniowe, w ktérych elektrony sa wysuniete
ku wierzchotkom czworoscianu regularnego, w ktorego srodku masy znajduje
si¢ atom wegla. Tak jest zbudowana na przyklad czasteczka metanu C'Hy i
diament.

Jako kolejny przyklad rozpatrzymy rozszczepienie poziomu podstawowego
pary atomoéw wodoru znajdujacych sie w odleglosci R od siebie. Jako zaburze-
nie wydzielamy wzajemne oddziatywanie tych dwu atoméw. W stanie niezabu-
rzonym mamy wiec dwa atomy wodoru, kazdy w swoim stanie podstawowym.
Uwzgledniamy spiny, wiec stan podstawowy kazdego z atoméw jest dwukrotnie

87



zwyrodnialy a stan podstawowy calego uktadu czterokrotnie. Jezeli odleglosé
miedzy atomami jest bardzo duza, to ich wzajemne oddzialywanie jest zanied-
bywalne. Kiedy atomy zblizaja sie do siebie, poziom niezaburzony rozszczepia
sie na poziom niezdegenerowany (singlet) i poziom trzykrotnie zdegenerowany
(triplet) rysunek 3. Pokazemy w rozdziale dziewigtnastym, jak ten fakt mozna
zrozumieé¢ bez zadnych rachunkéw. W stanach tripletowych energia jest wigksza
niz suma energii dwu izolowanych atoméw i nic szczegdlnie ciekawego sie nie
dzieje. W stanie singletowym natomiast, energia jest nizsza niz energia dwu
izolowanych atomo6w, co stanowi warunek konieczny, chociaz w mechanice kwan-
towej nie dostateczny, powstania trwaltej czasteczki. Przy bardzo matych odleglos-
ciach R, dominuje odpychanie elektrostatyczne miedzy protonami i energia szy-
bko ro$nie. Po drodze wystepuje wiec gdzie§ minimum energii. Klasycznie,
odlegtos¢ miedzy protonami dajaca minimum energii jest wielko$cia czasteczki
H; liczona od protonu do protonu i warto$é energii w tym punkcie daje minus
energie dysocjacji czasteczki wodoru. Kwantowo, sytuacja jest nieco bardziej
skomplikowana. Ze wzgledu na zasade nieokreslonosci protony nie moga utrzymy-
waé stalej odleglosci R, ale wykonuja drgania, co z kolei zmniejsza energie
potrzebna do rozerwania czasteczki. Poza tym, przesuniecie energii wyliczone
w pierwszym przyblizeniu metody zaburzen nie jest doktadne. Mimo to, wyniki
uzyskane w pierwszym przyblizeniu metody zaburzen dla stanéw zdegenerowanych
sa na tyle rozsadne, ze wladnie taki rachunek zostal kiedy$ opublikowany jako
pierwszy dowdd, ze mechanika kwantowa dobrze tlumaczy budowe czasteczki
wodoru.

Rozwazmy teraz krysztal sodu zawierajacy jeden mol, czyli okoto 6 x 10%
atomow. Kazdy taki atom na zewnatrz zamknietej powtoki elektronowej ma
jeden elektron. Jezeli zaniedbamy oddziatywanie migdzy atomami, to energie
wszystkich tych elektronéw zewnetrznych sa rowne, ale rozumujac jak dla dwu
atoméw wodoru widzimy, ze degeneracja tego poziomu jest olbrzymia. Kiedy
wlaczymy oddziatywanie, poziom si¢ rozszczepi, ale na takie mnostwo poziomow,
ze z jednego poziomu powstanie pasmo wypelniajace praktycznie w sposob
ciagly pewien przedzial energii. Takie pasma sa jednym z podstawowych pojeé¢
w fizyce ciala statego.
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Rysunek 15.2: Rozklad gestosci prawdopodobienistwa znalezienia elek-
tronu (wycatkowany po z i y) w stanie odpowiadajacym funkcji falowej
% ((Z)2,0,0) + (Z|2,1,0)). Analogiczny rozklad dla stanu odpowiadajacego
funkcji falowej %((f|2,0,0>7<£’|2,1,0>) mozna otrzymaé przez odbicie

rozkladu na rysunku wzgledem osi z = 0.

Rysunek 15.3: Jakosciowe przedstawienie zaleznosci rozszczepienia, w pier-
wszym przyblizeniu rachunku zaburzen, czterokrotnie zdegenerowanego stanu
podstawowego pary atomoéw wodoru (uwzgledniamy spiny), od odlegtosci R
miedzy atomami. Liczby w nawiasach oznaczaja degeneracje standéw po
rozszczepieniu
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Rozdzial 16

Kret czastki o spinie zero

Przez czastke bedziemy tu rozumieli odpowiednik czastki punktowej z klasycznej
mechaniki. Stan klasycznej czastki punktowej jest jednoznacznie okreslony przez
podanie jej pedu i polozenia. W najprostszym uogélnieniu kwantowym, stan
czastki jest okreslony przez podanie pedu albo potozenia. Takie czastki omaw-
iamy w biezacym rozdziale. Okazuje si¢ jednak, ze chcac opisa¢ dane doswiad-
czalne trzeba wprowadzi¢ ogblniejsze czastki, tez punktowe, ktére oprocz pedu
czy polozenia maja jeszcze spin. Teoria czastek ze spinem jest omawiana w
nastepnych czterech rozdziatach. Czastki punktowe nie wystepuja w przyrodzie,
ale sa wygodna idealizacja. W nierelatywistycznej mechanice kwantowe] elek-
trony, nukleony i zwykle jadra atomowe mozna traktowaé jako czastki punk-
towe. Atomu wodoru zwykle nie mozemy traktowaé¢ jako czastki punktowe;j.
Nie chodzi tu o to, ze wiemy, ze atom sktada sie z protonu i elektronu i ze ma
skoriczony promien. Nukleon tez sktada si¢ z kwarkow i gluonéw i ma skoric-
zony promieni. Atom wodoru jednak, nawet przy okreslonym pedzie i spinie,
ma wiele stanéw o roznych energiach. Ma wiec dodatkowe, "wewnetrzne" stop-
nie swobody. Jadro atomowe jest traktowane jako czastka punktowa tylko w
sytuacjach, kiedy prawdopodobieristwo wzbudzenia go jest do zaniedbania.

W klasycznej mechanice duza role odgrywa kret, zdefiniowany dla czastki
punktowej wzorem L=7x p lub, rozpisujac na wspolrzedne,

Lz = YP> — ZPy,
Ly = 2Pz — XDz,
L, = xpy—yps. (16.1)

Poniewaz w tych wzorach nie wystepuja iloczyny wielkosci, ktorym odpowiadaja
niekomutujace ze sobg operatory, kwantowanie mozna przeprowadzi¢ przez zwykle
podstawienie p'= —ihy/:

L,=—in (:1:— - y%) . (16.2)



Znajdziemy teraz wartosci wlasne i funkcje wlasne operatora L,. Réwnanie
wlasne ma postaé

Loy (%) = himty, ((2)). (16.3)
Zgodnie ze zwyczajem oznaczyliSmy tu warto$¢ wtasna przez Am. Rachunki
wygodniej jest prowadzi¢ we wspodlrzednych cylindrycznych, w ktorych
T = TCOS ; y = rsin . (16.4)
Zgodnie z regula rozniczkowania funkcji ztozonych

0 _owo  oy0

— = - 16.5
dp Opdx  Opdy’ (16.5)
ale na mocy poprzednich wzoréw
a—x = —rsinp=—
a(p - SD - y)
S—Z = rcosyp =um. (16.6)
Wobec tego!
. 0
L, =—ih— (16.7)
dp
i rownanie wlasne dla L, przyjmuje prostsza forme
"'—awmg;@—’ N ) (16.8)
Ogolne rozwigzanie tego rownania ma postaé
Um (1,0, 2) = Ce™?, (16.9)

gdzie C jest dowolna funkcja zmiennych r, z. Réwnie dobrze mozna byto prowadzié
rozumowanie uzywajac wspotrzednych sferycznych i wtedy C bytoby dowolna
funkcja zmiennych r, 8. Pozostaje nalozy¢ warunki, ktére musi spelniaé¢ rozwiazanie,
zeby bylo fizycznie do przyjecia. Kiedy kat ¢ wzrasta o 27 przy ustalonych
wartosciach pozostalych zmiennych, kazdy punkt w plaszczyznie (x, z) zatacza
koto wokol osi z i wraca tam skad wyszedl. Zeby funkcja falowa nie miata
niecigglosci, musi zachodzié

e2mim — 1, (16.10)
a to znaczy, ze m musi by¢ liczba catkowita. Udowodniliémy wiec dwa wazne
twierdzenia:

e Wynik doktadnego pomiaru z-owej sktadowej kretu L, moze daé tylko
wynik Am, gdzie m jest liczba calkowita.

ITen wzér mozna otrzymaé prosciej zauwazajac, ze L. jest pedem kanonicznie sprzezonym
do wspoélrzednej ¢ i stosujac uogodlniona regute kwantowania z rozdziatu si6dmego.
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e Funkcja falowa ,,(%) jest proporcjonalna do funkcji e!™%, przy czym
wspoélczynnik proporcjonalnoéci nie zalezy od zmiennej ¢.

Analogiczne rozumowanie mozna oczywiscie przeprowadzi¢ dla kazdej ze sktad-
owych wektora L.

Wyliczymy teraz komutatory operatoréw odpowiadajacych sktadowym kretu,
zeby sprawdzié, czy da sie jednoczes$nie ustali¢ warto$é wiecej niz jednej sktad-
owej. Poniewaz rachunki dla wszystkich trzech par sktadowych sa takie same,
wystarczy wyliczyé jeden komutator, na przyktad

P 0 0 0 0 0 0 0 0
Ly, Ly| = -0 (y=— — 2— — —x— |+R* (2= — = — —z=— .
{ ’ y} (yﬁz Z(?y) (Zax x82>+ (zax x82> (yaz Zay)
(16.11)
Dziatajac obu stronami tej réownosci na dowolng funkcje f, otrzymujemy po

redukcjach wyrazenia po prawej stronie

{ﬁx, Ly} f=ihL.f. (16.12)

Poniewaz funkcja f jest dowolna, z tej rownosci wynika tez réwno$¢ miedzy
operatorami: [IA,I, ﬁy] = ihL,. Analogicznie oblicza sie pozostate dwa komuta-
tory i w koiicu otrzymujemy trzy reguly komutacji przechodzace w siebie przez
cykliczne przestawienia wskaznikow:

(Lo, L) = ihL., (16.13)
Ly, L.) = ihL,, (16.14)
[L.,L.) =ihL,. (16.15)

Mozna tez zapisaé te trzy rownosci jako jedng rownosé wektorowa

L x L =ihL. (16.16)

7 tego, ze komutatory nie sa réwne zero, wyciggamy wniosek, ze zadne dwie
z trzech skladowych kretu nie sa jednoczesnie mierzalne?. Sytuacja jest tu inna
niz dla sktadowych wektora pedu czy wektora polozenia.

Kwadratowi dlugosci wektora kretu odpowiada operator

[2=12+L%+12 (16.17)

Za pomoca regul komutacji (16.13) tatwo jest sprawdzi¢, ze:

(L2, L,) = [L?,L,) = [L2,L.] = 0. (16.18)
Mozna wiec jednoczesnie okreslié kwadrat kretu i jedna ze wspotrzednych wek-
tora kretu. W dalszym ciggu bedziemy najczesciej uzywaé wspolnych funkeji
22

wtlasnych operatorow L ilL,.
Problem wtlasny dla operatora kwadratu kretu zapiszemy w postaci:

2Mozna jednoczesnie zmierzy¢ Ly i Ly w stanach, w ktérych L. = 0, ale takie stany nie
stanowia uktadu zupelnego.
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L ¢l m( ) hz (l + 1)wl,m(f)~ (1619)

Operator L2 mozna przedstawi¢ jako operator zbudowany ze zmiennych sfer-
yeznych 6 1 ¢, ale wzor jest dos¢ skomplikowany, wigc nie bedziemy go tu po-
dawaé. Rozwiazania problemu wtasnego istnieja dla ! catkowitych, nieujemnych.
Dla kazdej wartosci I mozliwe sa wartosci m catkowite, nie wigksze co do wartosci
bezwzglednej od . Funkcje wlasne majq postaé

Y (L) = f(r)Y™(0, ), (16.20)
gdzie f(r) jest dowolng funkcja odleglosci r punktu od poczatku uktadu wspotrzednych
(wzgledem ktorego jest mierzony kret), a funkcje Y, sa znane jako "funkcje
kuliste" i znajduje sie je w odpowiednich tablicach lub za pomoca programéow
komputerowych. Normalizacja funkcji kulistych wybrana jest tak, ze kwadrat
modultu takiej funkcji, zcatkowany po pelnym kacie brytowym (dQ = dpd cos ),
daje jedynke. Z faktu, ze sa to zarazem funkcje wlasne z-owej sktadowej kretu,
wynika ze muszg by¢ postaci: funkcja od 0 razy e?™? Ponizej podajemy dla
przykltadu funkcje kuliste dla [ < 2:

1
Y00(97 ) = E;
0 3
¥0.) = | cost,
+1 3 +i
VE00) = o sinbete,
5,3 1
Yy = 1/—(5cos?0— 2); 16.21
2(974,0) 47_[_(2(30b ¢ 2)7 ( 6 )
+1 15 +i
Y55 (0,0) = F 87T51n9cosﬂe s
1 _
Y;2(0,0) = H%Sln fet2ie.

(16.22)

Jak widaé¢, czynniki zalezne od kata 6 sa niezbyt skomplikowanymi wyrazeniami
zbudowanymi z sinuséw i kosinuséw tego kata.

Niektore z podanych tu faktoéw prosto ilustruje klasyczny "model wektorowy"
przedstawiony na rysunku 1. Wektor kretu precesuje wokoél osi z tworzac z nia
staly kat. W ten sposéb dtugosé wektora kretu i jego rzut na o$ z sa jednoz-
nacznie okre$lone, natomiast rzuty na osie x i y nie maja statych wartosci. W
rozdziale dwudziestym podamy dalsze zastosowania tego modelu.

Wazny praktycznie jest przypadek, kiedy hamiltonian uktadu — dla prostoty
przyjmujemy, ze ukladem jest jedna czastka — komutuje ze wszystkimi sktad-
owymi operatora kretu i co za tym idzie, takze z operatorem kwadratu kretu.

Zalozmy, ze hamiltonian komutuje z operatorem L.. To znaczy, ze dla dowolnej
funkcji f(2):

Aaf( ) 0Uf@) L 0H

—inH L 3 iy (@) = i =5

01(@)
5 (16.23)
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Rysunek 16.1: Model wektorowy: Wektor kretu L procesuje wokot osi z.
Dtugosé wektora i jego rzut na o$ z sa okreslone, a rzuty na osie z i y zmieniaja

sie

gdzie druga rownos$¢ wynika z zastosowania wzoru (Leibnitza) na pochodnag
iloczynu. Poréwnujac pierwsze wyrazenie z ostatnim widzimy, ze zalozenie o
komutacji hamiltonianu z operatorem z-owej sktadowej kretu jest réwnowazne z
zalozeniem, ze hamiltonian nie zalezy od kata ¢, lub réwnowaznie: nie zmienia
si¢ przy obrotach wokol osi z. Zalozenie, ze hamiltonian komutuje z opera-
torami odpowiadajacymi wszystkim trzem sktadowym operatora kretu oznacza,
ze hamiltonian nie zmienia si¢ przy obrotach wokoét zadnej z osi x,y, z; ale
z takich obrotéw mozna ztozyé dowolny obrét, wiec otrzymujemy nastepujace
twierdzenie: stwierdzenie, ze hamiltonian komutuje z operatorami odpowiadaja-
cymi wszystkim trzem sktadowym operatora kretu jest rownowazne ze stwierdze-
niem, ze hamiltonian jest sferycznie symetryczny.

Dla hamiltonianéw sferycznie symetrycznych mozna znalezé uktad zupelny
22

wspoélnych funkcji wlasnych operatoréow H , L ,f/z. Takie funkcje wlasne musza
mie¢ postac

wn,l,m(f) = fui (T)Yim(e’ <)0)' (1624)

Na przyktad, funkcje falowe dla pierwszego poziomu wzbudzonego atomu wodoru,
ktore byly podane w poprzednim rozdziale, sa tego ksztattu. Podstawiajac taka
funkcje do réwnania Schrodingera, ktoére jest w tym przypadku czastkowym
réwnaniem rézniczkowym trzech zmiennych, otrzymujemy zwyczajne réwnanie
rozniczkowe na funkcje jednej zmiennej fy,;(r), co jest znacznym uproszczeniem
zadania. Okazuje sie, ze jeszcze wygodniej jest wprowadzi¢ funkcje

Xt (1) = 7 i (7). (16.25)

Dla takich funkcji, z réwnania Schrédingera otrzymujemy po przeksztalceniach
(trzeba zna¢ wzor na laplasjan we wspohrzednych sferycznych) rownanie:
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12 dxu(r)

B R+ 1)
2m  dr?

2mr?

V(r)+ Xni (1) = Expu(r). (16.26)
Oprocz zwyklych warunkow dla funkeji falowych funkcja x,;(r) musi spelniaé
warunek

Xt (0) =0, (16.27)

bo inaczej funkcja f,;(r), a zatem i funkcja ¥y, (Z), miataby niedopuszczalng
osobliwo$¢ w poczatku uktadu wspoédlrzednych. Zauwazmy, ze réwnanie na
funkcje x, a zatem i ta funkcja, nie zalezy od liczby kwantowej m. Ten fakt
ma prosta interpretacje fizyczna. Rzut m zalezy od wyboru kierunku osi z
w przestrzeni, ale dla sferycznie symetrycznego hamiltonianu wszystkie takie
wybory sa réwnowazne. Roéwnanie zalezy natomiast od liczby kwantowej [.
Dodatkowy, zalezny od [ czton, ktory dodaje sie¢ do potencjatu, mozna interpre-
towaé jako odpowiednik klasycznego potencjatu sit odsrodkowych. Na rysunku
2 poroéwnane sa efektywne potencjalty

R4 1)

Verp =V +— 3

(16.28)

dla stanéw [ = 0 il = 1 atomu wodoru. Rysunek ulatwia zrozumienie, dla
czego dla stanéw z | = 0 w punkcie r = 0 jest maksimum gestosci elektronéow,
a dla I > 0 gestos¢ elektronow w tym punkcie jest réwna zero. Skala trud-
nosci rozwiazywania réwnania Schrodingera dla czastki poruszajacej sie w trzech
wymiarach w polu sit o potencjale sferycznie symetrycznym jest podobna jak
dla czastki poruszajacej sie¢ w przestrzeni jednowymiarowej. Za pomoca kom-
putera problem jest zwykle tatwy, ale znalez¢ rozwiazanie analityczne udaje sie
tylko wyjatkowo.

Podajemy tu dla przyktadu rozwiazanie analityczne dla elektronu w polu
kulombowskim pochodzgcym od tadunku Z|e|, punktowego jadra znajdujacego
sie¢ w poczatku uktadu wspélrzednych. Rozwazamy tylko stany zwiazane, to
znaczy stany odpowiadajace ujemnym warto$ciom wlasnym energii. f.adunek
elektronu i mase zredukowana uktadu elektron-jadro oznaczamy odpowiednio:
e i . Czesci radialne funkcji falowych falowe maja postaé :

3
fualr) = \/ (Z2) Lol tiiiion o

Stata ag = 2~ 0.53 x 10~8em jest bardzo bliska promieniowi Bohra, p =

pe?
ZZS, a Lh (r) sa stowarzyszonymi wielomianami Laguerre’a, ktore podobnie jak
wielomiany Hermite’a z problemu oscylatora harmonicznego, znajduje sie w
tablicach lub za pomoca komputera. Liczba kwantowa n moze przyjmowaé
dowolne wartosci calkowite dodatnie, a liczba kwantowa [ dowolne wartosci
calkowite nieujemne i mniejsze od n. Wartosci wlasne energii dane sa wzorem

réznigcym si¢ od cytowanego juz w rozdziale 10 tylko podstawieniem p za m :

pet 72
2h°n?’
Niezalezno$é wartosci wlasnej energii od rzutu kretu, czyli od liczby kwantowe;j
m, wynika z podanej w tym rozdziale teorii. Niezalezno$é¢é od kwadratu kretu,

Epim = (16.30)
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Rysunek 16.2: Efektywna energia potencjalna dla stanéw z 1=0 (dolna krzywa)
i dla stanow z [ = 1 (gorna krzywa) dla elektronu w polu kulombowskim.
Jednostka odleglosci jest promienn Bohra, a jednostka energii jeden Rydberg
(1Ry = £ 13, 6 elektronowolta).

2(10

czyli od liczby kwantowej [, jest zjawiskiem wyjatkowym, zachodzacym akurat
dla potencjalu kulombowskiego.
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Rozdzial 17

Przestrzenie niezmiennicze i
nieredukowalne wzgledem
grupy obrotéow

Wedtug teorii rozwinigtej w poprzednim rozdziale, jezeli ped czastki jest rowny
zero, to rowny zero jest takze jej kret. Ten fakt jest oczywisty w fizyce klasy-
cznej, gdzie jezeli p = 0, to tez L=rx P = 0; ale wedtug wzoréw podanych w
poprzednim rozdziale, zachodzi i w fizyce kwantowej: z podanych tam wzorow
na sktadowe wektora kretu widaé, ze jesli dla kazdej ze sktadowych operatora
pedu zachodzi p;1(Z) = 0, to takze dla kazdej skladowej kretu L;o(Z) = 0.
Mozna ten wynik sformutowaé inaczej: Jezeli wszystkie trzy operatory sktad-
owych pedu —iha%k dzialajac na funkcje falowa daja zero, to znaczy, ze ta
funkcja nie zalezy ani od z, ani od y, ani od z, a wiec ze jest stala. Funkcja
(skalarna, patrz dalej) majaca te samg warto$¢ w kazdym punkcie przestrzeni
nie zmienia sie przy obrotach, wiec dzialajac na nia operatorem —ih% otrzy-
mujemy zero. To jednak znaczy, ze skltadowa z-owa kretu w stanie opisywanym
przez te funkcje falowa jest rowna zero. To samo dotyczy obrotéw wokot osi
y iz, a zatem i skladowych kretu L, i L,. Trudno$¢ z tym wynikiem polega
na tym, ze jak wiadomo z doswiadczenia, elektron z pedem zero ma rézny od
zera kret. Podobnie jest dla wielu innych czastek. Wprowadzamy wiec nowa
wielkosé: kret czastki w jej ukladzie spoczynkowym, ktéry nazywamy spinem
i oznaczamy S. Jezeli czastka ma spin réwny zero, to mozna ja opisywaé za
pomoca teorii z poprzedniego rozdzialu. Jezeli czastka ma spin rézny od zera,
potrzebne jest uogolnienie teorii. Pelny kret czastki, ktory bedziemy oznaczali
f, powinno sie oblicza¢ jako sume kretu orbitalnego Li spinu S Wiemy juz, ze
dla czastki o spinie zero J =L ize w ukladzie spoczynkowym czastki J=25.
Zwracamy uwage, ze czastka o masie zero nie ma uktadu spoczynkowego, wiec
nasza dyskusja dotyczy tylko czastek o masie réznej od zera.

Teoria z poprzedniego rozdziatu zostalta uzyskana przez kwantowanie klasy-
cznego wzoru na kret. Teraz potrzeba czego$ ogélniejszego. Zauwazmy naj-
pierw, ze stwierdzenie: jesli funkcja jest stata, to nie zmienia sie przy obro-
tach, nie jest ogélnie prawdziwe. Wezmy jako przyklad jednorodne pole sit,
na przyktad pole grawitacyjne Ziemi w niewielkim obszarze. Na dany punkt
materialny w kazdym punkcie dziala taka sama sita. Sita jako funkcja poloze-
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nia jest wiec stala. Ta stala sila jest jednak skierowana w dot, nie jest wiec
prawda, ze jej sktadowe nie zmienityby sie, gdyby obroécié¢ uktad. Zaktadajac,
ze funkcja falowa jest wektorem J(f% mozna opisa¢ czastke ze spinem, ale ten
opis nie pasuje do elektronu. Byltby to opis czastki, dla ktorej w jej uktadzie
spoczynkowym rzut kretu (spinu) na o§ z moze przyjmowaé wartosci ki, 0, —h,
podczas gdy dla elektronu obserwuje sie tylko rzuty spinu % i f%. W nastepnym
rozdziale podamy ogblne rozwigzanie problemu: jaki spin moze mieé¢ czastka i
jakie funkcje falowe odpowiadaja jakim spinom. Funkcje takie jak dla czastek
ze spinem zero nazywamy skalarnymi. WspominaliSmy juz mozliwo$é uzycia
wektorowych funkcji falowych. Okaze sie, ze jest nieskonczenie wiele mozliwych
spinéw i kazdemu z nich odpowiada inny typ funkcji falowe;.

W dalszym ciagu tego rozdzialu podanych bedzie szereg zatozen, twierdzen i
definicji. Zeby ulatwié orientacje, twierdzenia i pojecia definiowane zaznaczone
sa tlustym drukiem. Poza tym, odnoszace si¢ do nich teksty zaczynaja sie:
znakiem # dla zalozen, znakiem Q dla twierdzen i znakiem <> dla definicji.

# Nie mozemy zachowaé odpowiednika klasycznego wzoru na sktadowe kretu,
ktory dyskutowaliSmy w poprzednim rozdziale, bo to daje teori¢ za mato ogdlna.
Potrzebujemy uogoélnienia. Zauwazmy, ze dla czastki o spinie zero operatory
odpowiadajace sktadowym kretu sa blisko zwiazane z operatorami bardzo matych
obrotéw. Rozwazmy najpierw obroty wokol osi z. 7 definicji, dzialanie na
funkcje skalarng operatora obrotu o bardzo maly kat dy dane jest wzorem

R.(d¢) f(¢) = f(p + dp) (17.1)

W tym wzorze f oznacza dowolna funkcje, ktora oprocz ¢ moze mieé jeszcze
inne argumenty nie zmieniajace si¢ przy obrotach wokol osi z. Przyktadami
takich dodatkowych zmiennych sg zmienne (r,8) we wspoitrzednych sferycznych
czy zmienne (r, z) we wspolrzednych cylindrycznych. Z drugiej strony, z definicji
pochodnej:

flo+dp) = flp) +d<pwa(;)~ (17.2)

Tu i w dalszym ciaggu ograniczamy sie do przyblizenia liniowego w bardzo malym
parametrze dy. Poréwnujac te dwa wzory otrzymujemy

R.(do) f(g) = (1 + d@%)f(w) (17.3)

i stad, wykorzystujac wzor na sktadowa kretu L,z poprzedniego rozdziatu,

R.(dp) =1+ ih~YdeoL.. (17.4)

Poniewaz czastka opisywana przez skalarna funkcje falowga ma spin zero, dla niej
J; = L; i powyzszy wzOr mozna zapisaé w postaci

R.(do) =1+ ih ‘delJ.. (17.5)

Zakladamy, ze ten wzor i analogiczne wzory dla operatoréw odpowiadajacych
skladowym J, i J:

Ri(dp) =1+ ih tdpJy, k=uwx,y,z (17.6)
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sa ogllnie prawdziwe dla wszystkich rodzajow funkcji falowych, czyli
dla czastek z dowolnymi spinami.

O Twierdzenie (bez dowodu): z przyjetego zalozenia o sktadowych wektora
kretu wynika, ze reguly komutacyjne dla skladowych J; sa takie jak
znalezione w poprzednim rozdziale dla skladowych L;. Te reguly sa
wiec uniwersalne i stosuja sie dla czastek z dowolnym spinem. Wynika z nich,
jak w poprzednim rozdziale, ze kwadrat wektora kretu

A_z " RN N
2 2 2
J =J;+J, +J] (17.7)
komutuje ze wszystkimi operatorami sktadowych J;.
P
¢ Wartosci wlasne operatorow J, i J oznacza sie podobnie jak w poprzed-
nim rozdziale, z tym ze w wartosci wtasnej kwadratu kretu zamiast [ pisze si¢
7. W dalszym ciagu wazna role, podobnie jak dla czastek o spinie zero, beda
odgrywa¢ wspoOlne wektory wlasne

J.lj,m) = hml|j,m), (17.8)
A_)Q
J jym) = R +1)im)y;  j=>0. (17.9)

W szczegolnoscei z takich wektoréw utworzymy baze w przestrzeni stanéw czastki
o danej energii i pedzie zero, ale na razie nie wiemy ile ré6znych stanéw o danych
(j,m) trzeba uwzglednié¢ — moze si¢ okazaé potrzebny dodatkowy wskaznik, zeby
takie stany rozroznia¢. Nie wiemy tez ilu i jakich wartosci wskaznikow (j,m)

~2
trzeba bedzie uzyé¢. Wybrany sposob zapisania wartosci wlasnych operatora J
nie stanowi zadnego ograniczenia, bo ta warto$¢ wlasna musi by¢ nieujemna, a
dla kazdej liczby nieujemnej g2 mozna znalezé takie j > 0, ze g2 = h%j(j + 1).
Zakladamy dodatkowo, ze j > 0. W ten sposéb j jest okreslone jednoznacznie
przez warto$é wlasna.

& Rozwazmy teraz w szczegdlnosci stany danej czastki, o danej energii i z
pedem rownym zero. Dla czastki o spinie zero byt tylko jeden taki stan. Naogot
jest ich wiecej. Na mocy zasady superpozycji te stany stanowia przestrzen
wektorowa. Zakladamy, ze ta przestrzen jest niezmiennicza wzgledem
grupy obrotow. Grupa obrotéw, to jest zbior wszystkich mozliwych obrotow.
Niezmienniczo$é przestrzeni wzgledem grupy obrotéw oznacza, ze dokonujac
dowolnego obrotu dowolnego wektora nalezacego do tej przestrzeni otrzymamy
wektor, ten sam lub inny, tez nalezacy do tej przestrzeni. Przyktadem przestrzeni
niezmienniczej wzgledem obrotéw jest przestrzen zwyktych wektorow w przestrzeni
trojwymiarowej (zaczepionych w poczgtku uktadu). Jakkolwiek obrocimy taki
wektor otrzymamy znéw wektor z tej samej przestrzeni trojwymiarowej. Przykta-
dem przestrzeni, ktora nie jest niezmiennicza wzgledem grupy obrotow trojwymi-
arowych, jest przestrzen wektorow lezacych w plaszczyznie (z,y) (tez zaczepi-
onych w poczatku uktadu). Obrot takiego wektora wokol osi lezgcej w plaszcezyznie
(z,y) przeksztalca go naogol w wektor, ktory juz nie lezy w plaszczyznie (z,y).
Nasuwaja sie pytania: czy to zalozenie nie jest oczywiste, a jesli nie jest oczy-
wiste, to czy jest prawdziwe. Na nieoczywistosé tego zalozenia wskazuje fakt,
ze bardzo podobne twierdzenie jest falszywe. Jezeli stan neutrina poddamy
odbiciu lustrzanemu w plaszczyznie réwnolegtej do pedu czastki, to otrzymamy
stan, ktory nie wystepuje w przyrodzie, a wiec jest niemozliwy. Obecnie nie
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sa znane zadne fakty $§wiadczace o tym, ze przez obrét stanu mozliwego mozna
otrzymaé¢ stan niemozliwy, wiec zalozenie, ktore tu omawiamy jest rozsadne.
Jest tez powszechnie przyjmowane.

¢ Kazda przestrzen niezmiennicza wzgledem grupy obrotéw ma dwie "try-
wialne" podprzestrzenie niezmiennicze: cala te przestrzen i podprzestrzen ztozona
z samego tylko wektora zerowego. Jezeli przestrzen niezmiennicza nie ma
"nietrywialnych" podprzestrzeni niezmienniczych, to méwimy ze jest niere-
dukowalna.

& Przyjmujemy zalozZenie, Zze przestrzen stanow czastki o danej
energii i pedzie ro6wnym zero jest nie tylko niezmiennicza, ale i niere-
dukowalna. Zobaczymy w dalszym ciagu, jak duzo daje to zalozenie. Jego
interpretacje fizyczna dyskutujemy w nastepnym rozdziale.

{ Czesto stosowany jest jeszcze inny zapis zalozenia (17.5). W teorii grup
wprowadza sie generatory Gi, zwigzane z transformacjami bardzo bliskimi
jednosci wzorami, ktére w naszym przypadku przyjmuja postaé

Ri(dp) = 1+ ideGy; k=uwxzy,z. (17.10)

Operatory sktadowych wektora kretu wiaza sie wiec z generatorami grupy obrotéw
prostym wzorem

Jy, = WGy, k=x9,z2. (17.11)

7 tego wzoru wynika, ze generatory G, sa operatorami hermitowskiemi.

& Operator

§2 C2 462 L2 2 F

=G, +G,+G;=h""J (17.12)
bywa czesto nazywany operatorem Casimira. Zauwazmy, ze baza |j, m) moze
by¢ réwnie dobrze uwazana za zbiér wspolnych wektoréw wlasnych operatora
Casimira i operatora G, jak i za zbiér wspolnych wektorow wlasnych operatoréw
kwadratu kretu i J.

QO Twierdzenie: oznaczmy przez H dowolna przestrzen wektorowa
niezmiennicza i nieredukowalna wzgledem grupy obrotéw. Wszystkie
wektory w tej przestrzeni sa wektorami wlasnymi operatora Casimira
do tej samej wartosci j. Jako baze przestrzeni H mozna przyja¢ wek-
tory |j,7), gdzie 7 oznacza wszystkie wskazniki potrzebne oprocz j do jed-
noznacznego okre$lenia wektora bazowego. Wybieramy j = j; odpowiadajace
jednemu z tych wektoréow bazowych. Wektory wlasne operatora Casimira z
j = j1 stanowia przestrzen wektorowa (Rozdzial 10). Z faktu, ze operator
Casimira komutuje ze wszystkimi trzema generatorami wynika, ze komutuje
takze z bardzo malymi obrotami wokot kazdej z osi kartezjanskiego uktadu
wspolrzednych (z,y, z). Ale z takich obrotow mozna zlozyé kazdy obrot, wiec
dla dowolnego obrotu R mamy

22 . .52 .
G Rl|j1,7) = RG |j1,7) = 511 + DR|j1, 7). (17.13)

To znaczy, ze wektor obrécony ]A%| J1,7) odpowiada tej samej wartosci wlasnej
operatora Casimira, co wektor |j1,7). Udowodniliémy wiec, ze przestrzen wek-
toréw wilasnych operatora Casimira do wartosci j; jest niezmiennicza. Ale ta
przestrzen jest podprzestrzenia niezmienniczej i nieredukowalnej przestrzeni H.
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Poniewaz nie sprowadza sie do wektora zerowego, musi wiec by¢ identyczna z
cala ta przestrzenia. A zatem wszystkie wektory z przestrzeni H sa wektorami
wlasnymi operatora Casimira do tej samej wartosci j = j;, co bylo do udowod-
nienia.

Pozostaje nam juz tylko sprawdzi¢, jakie wartosci j sa dozwolone, jakie
wartosci m sa dopuszczalne przy danej wartosci j i czy sa potrzebne dalsze
wskazniki. Jak pokazemy w nastepnym rozdziale, odpowiedzi te pytania wynikaja
z regut komutacji i z zalozenia o nieredukowalnosci.
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Rozdzial 18
Spin

Podsumujmy uzyskane dotad informacje na temat spinu. Przez spin czastki
rozumiemy tu kret tej czastki w jej ukladzie spoczynkowym. Dlatego reguly
komutacji dla sktadowych spinu sg takie same jak dla sktadowych catkowitego
kretu. Powyzsza definicja spinu ma sens tylko dla czastek o masie roznej od
zera. Dla czastki o masie zero, na przyktad dla fotonu, nie da sie przejsé
do ukladu spoczynkowego i spin trzeba definiowa¢ inaczej. Stany czastki w
jej uktadzie spoczynkowym stanowia przestrzen wektorowa. Zakladamy, ze ta
przestrzeni jest niezmiennicza wzgledem grupy obrotéow i nieredukowalna. Za-
tozenie niezmienniczosci omawialiSmy juz w poprzednim rozdziale. Sens zaltoze-
nia o nieredukowalnosci wyjasnia nastepujacy przyktad.

Przypusémy, ze kto§ chcialby uznaé za czastke atom wodoru na pierwszym
poziomie wzbudzonym (n = 2). Jezeli rozmiar atomu jest duzo mniejszy od
wszystkich innych wielkosci o wymiarze dtugosci wystepujacych w problemie i
jesli z jakich§ przyczyn energia atomu nie ulega zmianie, to taka propozycje
mozna rozwazaé. Pierwszy poziom wzbudzony atomu wodoru jest czterokrotnie
zwyrodnialy, wigc przestrzen stanéw (w ukladzie spoczynkowym atomu) jest
czterowymiarowa. Ta przestrzen jest niezmiennicza wzgledem grupy obrotéw,
ale okazuje sie, ze zawiera dwie nietrywialne podprzestrzenie niezmiennicze
wzgledem grupy obrotow: jednowymiarowa i trojwymiarowa (rozdziaty 15 i
16). W mysl przyjetego zalozenia trzeba wigc uznaé, ze mamy tu dwie rozne
czastki o tej samej energii w ukladzie spoczynkowym atomu. Jedna z nich
jest opisywana wektorem z przestrzeni jednowymiarowej, druga wektorami z
przestrzeni trojwymiarowej. Okaze sie, ze pierwsza z ma spin zero, a druga spin
jeden. Te dwie czastki moga ze soba interferowaé. Zaltozenie o nieredukowalnosci
przestrzeni stanéw w uktadzie spoczynkowym jest wiec elementem przyjetej tu
definicji czastki. Wiele czastek, jak na przyktad elektrony czy nukleony, spelnia
to zalozenie. W przypadkach bardziej skomplikowanych obiektéw, jak oméwiony
tu atom wodoru, trzeba wprowadzi¢ dwie lub wiecej czastek mogacych ze soba
interferowac.

W rozwazanej przestrzeni wprowadzamy baze ztozona z wspoélnych wektorow
wtlasnych kwadratu kretu i rzutu kretu na o§ z. Bedziemy oznaczali te wektory
|7,m), choé¢ na razie nie wykluczyliSmy jeszcze, ze jakies dodatkowe liczby kwan-
towe oprocz j i m beda potrzebne do jednoznacznego okreslenia takiego wektora
bazowego. Liczbe wektoréw bazowych, czyli wymiar przestrzeni, bedziemy oz-
naczali d. Zakladamy, ze d jest liczba skoriczona. Reprezentantem wektora stanu
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jest wiec uporzadkowany zbioér d liczb, czyli wektor d-wymiarowy, a reprezen-
tantem operatora, macierz hermitowska o d kolumnach i d wierszach.

Wiemy juz, ze w danej przestrzeni niezmienniczej i nieredukowalnej wszys-
tkie wektory bazowe maja te samg warto$é liczby kwantowej j. Pozostaje
do zbadania: jakie wartosci moze przyjmowaé j, czy j jednoznacznie okresla
przestrzen nieredukowalna, jakie wartosci moze przyjmowac liczba m dla danej
wartosci j i czy sa potrzebne jakie§ dalsze liczby kwantowe?

Elementami macierzy reprezentujacej dowolny operator Ow przestrzeni niezmi-
enniczej i nieredukowalnej wzgledem grupy obrotow sa liczby (j,m’|O|j, m).
Takie reprezentacje sa znane jako reprezentacje macierzowe. Reprezentacje
macierzowe dzialajace w przestrzeniach nieredukowalnych sa okreslane jako reprezen-
tacje nieredukowalne. Przykladem reprezentacji nie macierzowej jest reprezen-
tacja J, = —ih% wprowadzona w rozdziale 16. Znajdziemy wszystkie macier-

A2

zowe, skoniczenie wymiarowe, nieredukowalne reprezentacje dla operatorow JAl., jy, jz, J .
Wiemy juz, ze kazdy wektor z przestrzeni odpowiadajacej danemu j jest wek-
torem wlasnym operatora kwadratu kretu do wartosci wlasnej h?j (j+1). To
znaczy, ze dzialanie operatorem kwadratu kretu na stan jest rownowazne z pom-
nozeniem wektora stanu przez liczbe 12 Jj(G +1). Wobec tego

J?=n%(j + 1)1, (18.1)
gdzie 1 oznacza d-wymiarowg macierz jednostkowa. Poza tym wiemy, ze op-
erator J, jest diagonalny i ze na diagonali ma wszystkie liczby hAm. Pozostale
informacje musimy uzyska¢ z regut komutacji.

Wzory robig si¢ bardziej przejrzyste, jezeli zamiast sktadowych kretu uzywac
proporcjonalnych do nich generatoréw G i jesli zamiast generatorow G i Gy
stosowaé ich kombinacje liniowe

G =G, +iG,, (18.2)
gdzie ¢ jest jednostka urojona. Zauwazmy, ze operatory G4+ nie sa hermitowskie,
spelniaja natomiast relacje

Gl =a_. (18.3)

Za pomoca regul komutacji dla generatoréw G’m éy, G. otrzymuje sie latwo
reguly komutacji

G.,G+] = +Gs, (18.4)
G4, G] = 2G.. (18.5)

Operator Casimira moze by¢ zapisany w postaci

2,2

G =G.G,+G*+G.. (18.6)

7 pierwszej pary regul komutacji wynika, ze

G.Gy =GiG.+ G =Gi(G. +1). (18.7)

Drziatajac obu stronami tej rownosci na wektor |j, m) otrzymujemy
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To znaczy, ze kazdy z wektorow G+ |7,m) jest: albo wektorem wlasnym oper-
atora G, do wartosci wlasnej odpowiednio m + 1 lub m — 1, albo wektorem
zerowym. Oba te przypadki mozna zapisa¢ tacznie wzorami

Giljym) = aPljm+1), (18.9)
G_lj,m+1) |, m). (18.10)

Relacja miedzy wspotczynnikami liczbowymi po prawej stronie wynika, jak zaraz
zobaczymy, z relacji (18.3). Mnozgc powyzsze wzory stronami przez wektory du-
alne (j,n| i korzystajac z ortogonalnosci wektorow |j,m) dla roznych wartosci
wskaznika m, stwierdzamy, ze jedynymi réznymi od zera elementami macier-
zowymi operatoréw Gi Sa

G,m+1Gylj,m) = a™, (18.11)
G,m|G_|jm+1) = a7 (18.12)

Kazdy element (m, m’) pierwszej macierzy moze by¢ otrzymany przez sprzezenie
zespolone z elementu (m’, m) drugiej. Spelniona jest wiec relacja (18.3). Zbior
dopuszczalnych wartosci liczby kwantowej m musi mie¢ warto$é maksymalna,
oznaczymy ja mazx, bo gdyby do kazdego dopuszczalnego m mozna byto znalezé
wigksze od niego m tez dopuszczalne, to wymiar przestrzeni bytby nieskonczony
wbrew zalozeniu. Z tej samej przyczyny zbior wartosci m musi mieé¢ wartosé
najmniejsza min. Wiemy juz jednak, ze dopuszczalne warto$ci m zmieniaja sie¢
krokami Am = 1. Wynika z tego, ze liczba réznych dopuszczalnych wartosci
m jest max — min + 1, ktére wobec tego musi by¢ liczba catkowita. Z tej
dyskusji wida¢ tez, ze dla zapewnienia niezmienniczosci przestrzeni wzgledem
grupy obrotéw nie potrzeba wprowadzaé wiecej niz jednego wektora dla danych
(j,m). W taki razie, z zalozenia nieredukowalnosci wynika, ze nie wolno tego
robié.

Korzystajac ze wzoru na operator Casimira (18.6) i wiedzgc jak dzialaja na
stany |7, m) operatory G+, G, otrzymujemy na diagonalne elementy operatora
Casimira, o ktorych wiemy, ze sg réwne j(j + 1), wzor

|27 +m® +m =3+ 1) (18.13)

Okreslony jest tu tylko modul wspolczynnika x7". Tak musi tak by¢, bo faza
tego wspoltczynnika zalezy od rozmicy faz miedzy stanami |j,m) i [j,m + 1),
ktorej nie okreslilismy. Zwykle przyjmuje si¢ konwencje Condona i Shortley’a,
ze liczby x7" sg rzeczywiste i nieujemne. Wtedy otrzymujemy

af =i +1) —m2—m=/(j —m)(j+m+1). (18.14)

7 ostatniego wyrazenia wida¢, ze max = j, min = —j, a zatem, ze 2j jest liczba
catkowitq.

Podsumujmy uzyskane wyniki. Sformutujemy je dla spinu, chociaz jak wynika
z dyskusji na poczatku rozdziatu, mozna je stosowacé i do catkowitego kretu, jesli
zalozenie o nieredukowalnosci przestrzeni stanéw jest spelnione.

107



e Baze w przestrzeni niezmienniczej i nieredukowalnej stanéw czastki o pedzie
zero stanowia wektory |s,m). Liczby s i m sg czesto nazywane spinem
czastki i rzutem spinu na o$ z, choé mozliwe wyniki pomiaru sa odpowied-

nio fin/s(s + 1) i him.

e Liczba kwantowa s jest jednoznacznie okreslona dla danej przestrzeni i
moze mie¢ dowolnag warto$é ze zbioru s = 0, %,1, Syene To jest wazne
przewidywanie fizyczne. Nie istnieja czastki o spinach %, 3 1 tak dalej.
Wynik dotyczy czastek w przestrzeni trojwymiarowej. W dwu wymiarach
mozliwe sa dowolne spiny. Wprowadzono nawet dla takich czastek nazwe

anyony od angielskiego any — jakikolwiek.

e Dla danej wartosci liczby s liczba m moze przyjmowaé wartosci od +s do
—s krokami co jeden. Wynika z tego, ze przestrzenn ma wymiar d=2s+1.
Ten wynik nie przenosi si¢ na czgstki o masie zero. Na przyklad foton ma
spin jeden, a mozliwe rzuty spinu na kierunek pedu sa tylko m = +£1.

e Macierz reprezentujaca kwadrat spinu jest iloczynem liczby h?s(s + 1) i
macierzy jednostkowej o 2s + 1 wierszach i 2s + 1 kolumnach.

e Macierz reprezentujaca z-owa skladowa spinu jest diagonalna i ma na
diagonali liczby Aim zmieniajace sie krokami AAm = h od hs do —hs.

° Jedynyml roznyml od zera elementami macierzy odpowiadajacej opera-
torowi S (G++G ) sa (s,m + 1S.]s,m) = (s,m|S,|s,m + 1) =
B/ (s=m)(s+m+1).

° Jedynyrpi roznymi od zera elementami macierzy odpowiadajacej opera-
torowi S, = L (G4 — G_) sa (s,m +1|S,[s,m) = —(s,m[Sy|s,m + 1) =
; (s—=m)(s+m+1).

Najprostszym przyktadem jest czastka o spinie zero, dla ktorej s = 0.
Wynika stad, ze m = 0, d = 1; macierze 51,59,52,52 sa macierzami o jed-
nym wierszu, jednej kolumnie i o jedynym elemencie réwnym zero. Wektory
stanu sa jednokomponentowe i nie zmieniaja sie przy obrotach. Takie funkcje
nazywamy skalarnymi (wzgledem obrotow). Reguly komutacji sg oczywiscie
spelnione, ale przypadek jest niezbyt ciekawy. Potwierdza sie, ze spin czastki
opisywanej przez skalarng funkcje falowa jest rowny zero. Ciekawszy przypadek
czastki o spinie s = % om6éwimy w nastepnym rozdziale. Przestrzen statych
funkcji wektorowych jest tréjwymiarowa, niezmiennicza wzgledem obrotéow i,
jak tatwo sprawdzi¢, nieredukowalna, wigc 2s4+1 = 31 s = 1. Czastki opisywane
przez wektorowe funkcje falowe, mowi sie czasem krotko czastki wektorowe, to
sa czastki o spinie jeden.
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Rozdzial 19
-1
Spin ;5

Czastki ze spinem % sa interesujace miedzy innymi z dwu przyczyn. Prawie

cala materia w naszym otoczeniu sklada sie¢ z nukleonéw i elektronéow, czyli z
czastek o spinie % Funkcje falowe czastek o spinie % nie sa ani skalarami, ani

wektorami, wigc stanowia dobry przyktad mniej znanych wlasnosci transforma-
cyjnych funkcji falowych czastek z réznym od zera spinem.
Jezeli j = %, to d = 2 i mozliwe sa wartosci m = :l:%. Jedynym réznym

od zera wspotczynnikiem jest x;/lz/ > = 1. Ze wzoréw podanych w poprzednim
rozdziale otrzymujemy
h h h
Sy = —0g; Sy = —0y; S, = —o0,. (19.1)

2 2
Macierze reprezentujace operatory piszemy bez daszkow. Wystepujace w tych
wzorach macierze Pauli’ego o; sa zdefiniowane wzorami

az:((l) 01); ay:<? ai); o—Z:<(1) _01). (19.2)

1

Wektory bazowe odpowiadajace m = 5 i m = —5 zapisujemy w postaci

1
2

(1) =), 109

Dualne do nich sa wektory

al =(1,0); BT =(0,1). (19.4)

Latwo sprawdzi¢ (¢wiczenie), ze wektory « i § stanowig uktad ortonormalny
i ze sa wektorami wtasnymi macierzy S, odpowiednio do wartosci wlasnych
j:%. Na podstawie wynikéw z poprzedniego rozdzialu macierz S2 jest iloczynem
liczby %EQ i dwuwymiarowej macierzy jednostkowej. Ten sam wynik mozna
otrzymaé¢ podnoszac do kwadratu i dodajac do siebie macierze reprezentujace
operatory sktadowych kretu. To, ze wektory a i B sa wektorami wlasnymi
macierzy 52, jest wiec oczywiste, bo kazdy niezerowy wektor jest wektorem
wlasnym macierzy jednostkowej. Dalej mozna sprawdzié (éwiczenie), ze otrzy-
mane macierze spelniaja wszystkie reguty komutacji otrzymane dla operatorow
sktadowych kretu.
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Czesto mozna w dobrym przyblizeniu zalozy¢, ze hamiltonian nie zalezy od
spinow czastek. Wtedy dla jednej czastki, jesli funkcja falowa ¥ (&) jest funkcja
wlasna tego hamiltonianu, to sa niemi takze funkcje

i (Z) = 9(@)a, Y (T) = (D)5, (19.5)

bo z punktu widzenia rozwiazywania niezaleznego od spinu réwnania Schrédingera,
wektory « i (3 sa stalymi wspotczynnikami, ktore mozna zawsze wprowadzi¢. Z
punktu widzenia przewidywanych wynikéw pomiaru, czynnik « lub 8 uzupelnia
informacje zawarta w skalarnej funkcji falowej informacja o rzucie kretu na o$
z w uktadzie spoczynkowym czastki. Jezeli hamiltonian wieloczastkowy, pelny
lub efektywny, nie zawiera oddzialtywan miedzy czastkami, to rozwiazaniami sa
odpowiednio zsymetryzowane iloczyny jednoczastkowych funkcji falowych. Tego
przyblizenia uzywalismy dla elektronéw w atomie, omawiajac uklad okresowy
pierwiastkéw w rozdziale dwunastym. Dla fermionéw wieloczastkowa funkcja
falowa musi by¢ antysymetryczna wzgledem wymian czastek. Wynika z tego
zakaz Pauli’ego, ale w rozdziale dwunastym podaliSmy, ze poniewaz elektrony
maja spin %, to w kazdym stanie teorii bez spinu mozna umiesci¢ dwa elek-
trony. Mozemy teraz pokazaé jak sie to dzieje. Jednoczastkowej funkcji falowe;j
dla czgstki bezspinowej 1 (&) przypisujemy stan dwuczgstkowy

Ol152 - 510l2

Czynnik spinowy nie wplywa na to, ze ta funkcja falowa jest funkcja wlasna
hamiltonianu, ale zapewnia antysymetrie wymagana przez statystyke Fermiego-
Diraca. Zauwazmy, ze gdyby nie spin, taki stan dwuczastkowy bylby niemozliwy,
bo czes¢ niezalezna od spinu (przestrzenna) jest symetryczna, a nie antysymetryczna.
Powyzsze rozumowanie mozemy uogolnié¢ na przypadek dowolnego hamiltonianu
niezaleznego od spinu, zastepujac zsymetryzowany iloczyn jednoczastkowych
przestrzennych funkcji falowych dowolna, symetryczna wzgledem wymiany czastek,
funkcja zmiennych przestrzennych (¥, 7). Tak jest zbudowany, w bardzo do-
brym przyblizeniu, stan podstawowy atomu helu. Dla stanéw wzbudzonych
atomu helu sytuacja jest bardziej skomplikowana. Przypusémy, ze dwa elek-
trony zajmuja dwa rézne stany przestrzenne opisywane przez funkcje falowe
P1(Z) 1 Y2(Z). Wtedy przy uwzglednieniu spinu mozna zbudowaé cztery stany
dwuczastkowe

Vs (T1, T2) = o (21)1o(22) (19.6)

Va1, 72) = 3 (1)) + alE) (7)) (1 — fraz),  (19.7)
Var (71,82) = — (1)) — ha(F)a (@) ez, (198)
Yao(T1, T2) = % (V1 (Z1)2(Z2) — o (1)1 (Z2)) (1 B2 + Braz), (19.9)

Lo 1 S S S S
Ya—(T1,72) = 7 (V1(T1)2(T2) — Y2 (T1)Y1(T2)) P12 (19.10)
Poniewaz z punktu widzenia niezaleznego od spinéw réwnania Schrodingera,
i to nawet zawierajacego oddzialywania miedzy elektronami, czynniki spinowe
w tych funkcjach sa tylko stalymi wspoétczynnikami, wartosci $rednie energii w
trzech stanach zapisanych ze wskaznikiem a musza by¢ identyczne. Warto$é
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energii odpowiadajaca stanowi ze wskaznikiem s moze byé natomiast inna,
bo inna jest przestrzenna cze$é¢ funkcji falowej. Tu tez mozna uogo6lni¢ rozu-
mowanie wprowadzajac ogblne funkcje polozen symetryczne i antysymetryczne
wzgledem wymiany czastek zamiast zsymetryzowanych i zantysymetryzowanych
iloczynow funkcji jednoczastkowych. Dla atomu helu wynika stad, ze powinny
wystepowaé¢ dwa rodzaje poziomdw energetycznych: singlety, do ktérych nalezy
stan podstawowy i triplety. Ten fakt byl odkryty doswiadczalnie zanim powstala
mechanika kwantowa i nie dawal si¢ zrozumieé¢ na gruncie starej teorii kwan-
tow. Wyjasnienie go bylo jednym z wczesnych efektownych sukces6w mechaniki
kwantowej. Analogiczne rozumowanie wyjasnia fakt przedstawiony w rozdziale
pietnastym, ze stan podstawowy dwu atoméw wodoru po uwzglednieniu odd-
zialywania miedzy tymi atomami rozszczepia sie na singlet i triplet. Mozna
nawet zrozumieé, dla czego stan zwiazany odpowiada singletowi. Po to, zeby
dwa atomy wodoru zwiazaly sie w czasteczke, elektrony musza z duzym praw-
dopodobienstwem znalez¢ sie w niewielkim obszarze miedzy dwoma protonami,
zeby je przyciaga¢ i tym samym ekranowaé ich kulombowskie odpychanie. W
stanach a przestrzenna cze$é funkcji falowej jest antysymetryczna wzgledem
przestawienia elektronow. W zwiazku z tym jest rowna zero dla &3 = Ts i z
cigglosci nieduza dla ;1 ~ Ts. To zmniejsza prawdopodobienistwo znalezienia
si¢ obu elektronéw naraz w niewielkim obszarze. Cze$¢ przestrzenna funkcji
s jest symetryczna wzgledem przestawienia elektronéw i ta trudnosé tam nie
wystepuje. Wobec tego ekranowanie jest skuteczniejsze i energia nizsza. Podob-
nie nalezy rozumie¢ uzywany niekiedy przez chemikéw zwrot, ze po to zeby pow-
stalo wigzanie chemiczne potrzebne sa dwa elektrony o przeciwnych spinach.
Nie chodzi tu o jakies$ sity zalezne od spinu, tylko o to, zeby czesé przestrzenna
funkcji falowej byta symetryczna wzgledem przestawienia elektrondéw. Zauwazmy
jeszcze, ze przeciwne spiny oznaczaja w tym stwierdzeniu tylko funkcje spinowa
wystepujaca w funkcji ¢. To, ze w funkcji 1,9 rzuty spinu elektronu na o$ z
tez sa przeciwne, nie liczy sie.

Zbadamy na koniec wlasnosci transformacyjne wektoréw « i 3 przy obrotach.
W rozdziale siedemnastym pokazaliémy, ze dla obrotu o bardzo maly kat dy
wokot osi k= x,y, 2

Ri(p) = 14 idpGy,. (19.11)

Obrét o skonczony kat ¢ mozemy interpretowaé jako N kolejnych obrotéw o
katy %. Jezeli N jest bardzo duze i co za tym idzie kat % jest bardzo maly,
mozemy napisac

. N
R (dy) = (1 + %Gk) = ¥k (19.12)

gdzie réwnodci staja sie doktadne przy N — oo. Przechodzac od ogoélnych
operatorow do macierzy reprezentujacych je, dla czastek o spinie % otrzymujemy

Ri(p) = e2 %%, (19.13)

Ten wzo6r mozna przepisa¢ w innej postaci uzywajac znanego twierdzenia Eulera
Ri(p) = cos (gak) +isin (gak) (19.14)
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Rozwinigcie funkcji cos(x) w szereg potegowy zawiera wylacznie parzyste potegi
argumentu. Poniewaz, jak tatwo sprawdzié O']% = 1, czynnik o, w argumencie
kosinusa mozna zastapi¢ macierza jednostkowa przed kosinusem. Rozwiniecie
funkcji sin(z) w szereg potegowy zawiera tylko nieparzyste potegi argumentu,
ale kazda nieparzysta potega oy jest réwna oy, wiec czynnik o} w argumencie
sinusa mozna zastapi¢ czynnikiem o mnozacym caly sinus. W koricu dostajemy
dogodniejsze wyrazenie na macierz Ry (¢):

Rui(y) = 1cos (%) + oy sin (g) : (19.15)

gdzie jedynka ttustym drukiem oznacza dwuwymiarowa macierz jednostkowa.
W szczegolnosci dla obrotéow wokét osi z, podstawiajac macierz o, i korzystajac
jeszcze raz z wzoru Eulera, otrzymujemy

R.(p) = < ez;a - ) (19.16)

Z tego wzoru widaé, ze mnozac wektory « i 8 lewostronnie przez macierz R, ()
otrzymujemy

R.(p)a= €%y R.(p)B =¢34, (19.17)

Szczegolnie ciekawy jest wynik obrotu o kat 27. Dla skalarow, wektoréw czy
tensorow taki obrét nic nie zmienia, co intuicyjnie jest do$é¢ oczywiste. Tu
jednak zaré6wno wektor «, jak i wektor 8 zmienia znak. Poniewaz kazdy wektor
w przestrzeni stanéw nieruchomej czastki o spinie % da si¢ przedstawi¢ jako
kombinacja liniowa wektorow « i 3, kazdy wektor z tej przestrzeni zmienia znak
pod wplywem obrotu wokol osi z o kat 2.

Kazdy obrét w przestrzeni tréjwymiarowej mozna przedstawié¢ jako ciag
nastepujacych trzech obrotéw o "katy Eulera": obrotu o kat v wokot osi z,
obrotu o kat 8 wokot osi ¢ i obrotu o kat o wokoét osi z. Dziatanie operatoréow
obrotu wokot osi z juz znamy. Zeby moc przeprowadzié¢ dowolny obrot wystar-
czy jeszcze wiedzieé, jak dzialaja obroty wokot osi y. Podstawiajac we wzorze

(19.15) dla i = y macierz o, otrzymujemy

cos (%) sin (%)

Ry(p) = 7sm(¢> cos(2) | (19.18)

2

Znoéw dla kata obrotu 27 jest to minus macierz jednostkowa, wiec kazdy wektor
pomnozony przez nia zmienia znak. tatwo sprawdzié, ze taka zmiana znaku
nastepuje przy obrocie o kat 2w wokoél dowolnej osi, nie tylko wokot osi x,y, z.
Wielkosci, ktore przy obrotach transformuja si¢ tak jak tu opisaliémy, sa nazy-
wane spinorami. Zauwazmy, ze iloczyn n spinoréw obrécony o kat 27 zyskuje
czynnik fazowy (—1)", a zatem znak zmienia si¢ wtedy i tylko wtedy, kiedy n
jest nieparzyste.

Pozostaja do przedyskutowania konsekwencje fizyczne zmiany znaku spinora
przy obrocie o kat 27. Taki obrét nie powinien zmienia¢ stanu uktadu. To, ze
zmienia znak funkcji falowej, nie jest szkodliwe, bo staly czynnik fazowy w
funkcji falowej jest nieobserwowalny. Problem mogltby powstaé tylko wtedy,
gdybys$my rozwazali sume wektorow stanu, z ktorych jeden, powiedzmy |¢),
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zmienia znak przy obrocie o kat 27, a drugi, powiedzmy [}, nie zmienia znaku.
Mieliby$smy wtenczas

R27)([¢) + 1©)) = 1) — ). (19.19)

To juz nie jest zmiana fazy, tylko mierzalna zmiana stanu. Wyjsciem z tej
trudnosci jest przyjecie postulatu, ze nie wolno tworzyé kombinacji liniowych
z wektoréw stanu zmieniajacych znak przy obrocie o 27 i wektoréw stanu nie
zmieniajacych znaku przy takim obrocie. Ze wzgledu na zasade superpozycji
oznacza to w szczegdlnosci, ze jeden uklad nie moze mie¢ standéw tych dwu
rodzajow. Nie moze tez by¢ przejs¢ miedzy takimi stanami. Wynika stad dalej,
ze w uktadzie zawierajacym tylko czastki o spinie %, takie czastki moga pojaw-
ia¢ sie czy znika¢ tylko parami tak, zeby parzysto$é ich liczby nie ulegla zmi-
anie. Podali$émy juz te regule w rozdziale dwunastym, jako jeden ze sposobéw
stwierdzania, ze czastki sa fermionami. Rzeczywiscie, mozna udowodni¢, ze zmi-
ana znaku przy obrocie o kat 27 wystepuje dla wszystkich spinéw potéwkowych,
czyli dla wszystkich fermionéw, a nie wystepuje nigdy dla spinéw catkowitych,
czyli dla bozonoéw. Ogodlna reguta jest wiec, ze dany uklad nie moze mieé¢ standow
z rézng parzystoscia liczby fermionéw i, co za tym idzie, ze parzystosé¢ liczby
fermionéw w ukladzie nie moze sie zmienia¢. Jezeli sie przestrzega tej reguly, to
zmiana znaku niektorych funkeji falowych przy obrocie o kat 27 nie prowadzi
do zadnych sprzecznosci.
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Rozdziat 20

Ro6ownanie Schrodingera dla
czastki ze spinem 1/2

Funkcje falowa czastki o spinie s = % mozna ogolnie zapisaé w postaci
R . . z
U(F,5.) = oy (D) + b (£)5 = < ff((f)) ) , (20.1)

gdzie s, oznacza rzut spinu na o$ z. W niezaleznym od czasu rownaniu Schrédingera,

H(Z,5.)0(Z,s,) = EV(T, s.), (20.2)
operator H (Z, s,) musi wigc by¢ macierzg o dwu wierszach i dwu kolumnach.
Najprostszy jest przypadek, kiedy hamiltonian nie zalezy od spinu, to znaczy
kiedy jest proporcjonalny do macierzy jednostkowej

H(Z,s.) = < ﬁ(()f) ﬁ(of) ) (20.3)

Wtedy réwnanie Schrodingera rozpada sie¢ na dwa identyczne réwnanie bezspinowe

H(@p(7) = By (i), (20.4)
H@)p_ (1) = Ep_(2). (20.5)

Jako rozwigzania mozna przyjaé spinory

\I/—ﬁ-(fa sz) - w(f)@, \P—(fa Sz) = 7/’(5)57 (206)

lub jakiekolwiek ich dwie, wzajemnie ortogonalne kombinacje liniowe. Pominglismy
wskaznik przy funkcji ¥ (&), bo w obu rozwigzaniach moze to byé¢ ta sama
funkcja. Musi tak nawet by¢, jesli wartos¢ wlasna E, rozumiana jako wartosé
wlasna rownania H (%) (Z) = E¢(F), jest niezdegenerowna. Dla hamiltonianu
niezaleznego od spinu wylicza sie wiec funkcje wlasne tak, jakby czastka miala
spin zero, a nastepnie mnozy sie otrzymana funkcje przez spinor « lub 5. W ten
sposéb kazdemu rozwiagzaniu bez spinu odpowiadaja dwa rozwigzania spinowe

o tej samej energii.
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Rysunek 20.1: Model wektorowy: kret j precesuje wokot osi z tak, ze jego
dlugosé i rzut na os z (m) sa stale. Wektory kretu j; i jo precesuja wokot
wektora j tak, ze ich dtugosci pozostaja state i ze ich suma wektorowa jest stale
rowna j. Rzuty wektorow ji,jo na o$ z (mq,ms) nie sa ustalone, ale ich suma
zZawsze wWynosi m.

Funkcje U4 (7, s,) zdefiniowane powyzej nie sg naogol funkcjami wlasnymi
catkowitego kretu uktadu. Przyczyne ilustruje model wektorowy przedstawiony
na rysunku 1. Prostsza wersje tego modelu rozpatrywaliSmy w rozdziale szes-
nastym. Tu rozpatrujemy przypadek, kiedy catkowity kret j jest suma dwoch
kretéw 77 i jo. Na przykiad kret elektronu w atomie wodoru jest suma jego
kretu orbitalnego i jego spinu:

j=1+5% (20.7)

Nie bedziemy omawiali teorii sktadanie kretéw w mechanice kwantowej, ogranicza-
jac sie do zwrocenia uwagi na fakty widoczne z modelu wektorowego (co oczy-
widcie nie jest zadnym dowodem!). W modelu, wektor wypadkowy 5 precesuje
wokot osi z tak, ze jego rzut m na te o$ pozostaje staly. Mamy wiec, jak to byto
omoéwione w rozdziale szesnastym, dobrze okreslone: dhugosé wektora 5 ijego
rzut na o§ z. Rzuty wektora ; na osie x i y sa natomiast nieokreslone. Wek-
tor ; jest suma wektorowa wektorow fl i 5'2. Wymaga to, wedtug elementarnej
geometrii, zeby byty spelnione tak zwane nieréwnosci trojkata

lj1 = Jol < J < j1+Jo (20.8)

Symbole j, j1, j2 oznaczaja tu liczby kwantowe wystepujace na przyktad w definicji
wektoréw bazowych, a nie pierwiastki z wartosci wlasnych operatoréw kwadratow
kretow (podzielone przez ). Na przyktad elektron P w atomie wodoru (I = 1)
moze mieé¢ tylko j = % lub j = % Wektory j1, jo precesuja wokoél wektora j.
Jak widaé z rysunku, nie tylko rzuty tych wektoréw na osie z i y, ale takze i ich
rzuty na o$ z s nieokreslone. Zachodzi natomiast réwnosé
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m=my + ms. (20.9)

Zeby uzyskaé stan o danym krecie réownym j i jego rzucie na o$ z rownym m, czyli
|4, m), nalezy zbudowa¢ kombinacje liniowa stanéw iloczynowych |1, m1)|ja, ma),
zawierajaca naogot wszystkie sktadniki, dla ktérych mq+mso = m. Nie bedziemy
dalej omawia¢ tego problemu, choé¢ jest to problem wazny. Dla sferycznie
symetrycznego hamiltonianu mozna jednoczesnie z energia okreslié wartosci
wlasne operatoréw kwadratu catkowitego kretu i jego rzutu na o$ z, podczas
gdy analogiczne operatory zbudowane z kretu orbitalnego, lub spinu, naogét nie
komutuja z hamiltonianem.

Ciekawe sa przypadki, kiedy hamiltonian zalezy od spinu. Na przyktad dla
atomu wodoru uzywa sie¢ czesto hamiltonianu

h ey N1V p (20.10)

H@se) =L@ = 5, B 0% qorar o
= e

Pierwszy wyraz po prawej stronie jest zwyklym bezspinowym hamiltonianem za-
wierajacym energie kinetyczna elektronu, energie oddziatywania kulombowskiego
elektronu z protonem i energie¢ oddzialywania poruszajacego si¢ elektronu z
zewnetrznym polem magnetycznym. W szczegdlnosci, jezeli elektron ma kret
orbitalny E, to energia oddzialywania jego ruchu orbitalnego z polem magnety-
cznym, dla nie za silnych pol, dana jest znanym z klasycznej fizyki wzorem

e - =
Elmagn - —%L . B (2011)

W tym wzorze e i m oznaczaja odpowiednio tadunek elektronu (e < 0) i
mase elektronu. Mozna tez powiedzieé, ze krazacy elektron, jak kazdy krazacy
tadunek elektryczny, wytwarza magnetyczny moment dipolowy

e -
oy = —— L 20.12
Horb ome ( )

ktorego energia oddzialywania z polem magnetycznym dana jest zwyklym wyraze-
niem —/i - B.

Drugi czton — znany jako czlon Pauli’ego — daje dodatkowe oddzialywanie
elektronu z zewnetrznym polem magnetycznym. Skladowymi wektora & sa
macierze Pauli’ego, wigc z definicji iloczynu skalarnego

_— B.  B,—iB,
B-U_<BI+iBy " B ) (20.13)

Szczegdlnie prosty jest przypadek, kiedy trzeci czton mozna zaniedbaé, na przyktad
dla tego, ze pole magnetyczne jest bardzo silne. Wybierajac o$ z wzdluz pola
magnetycznego mamy' B, = B, = 0 i wobec tego niezalezne od czasu réwnanie
Schrédingera przybiera postaé

(Ho(@) + nB) v (7) = By (), (20.14)
(F10(@) — nB) - (2) = B (). (20.15)
1Poniewaz pole magnetyczne musi spetnia¢ réwnanie Maxwella Bfi“” al,iy + at,iz =0,

zalozenie B; = By = 0 oznacza, ze B, = Const, czyli Ze pole magnetyczne jest jednorodne.
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Wprowadziliémy tu warto$¢ liczbowa momentu magnetycznego elektronu

le[h
T 2mec’

(20.16)

Ta liczba jest znana jako magneton Bohra. Zastepujac mase elektronu przez
mase nukleonu, otrzymaliby$Smy inna, blisko dwa tysiace razy mniejsza, jed-
nostke nazywana magnetonem jadrowym. Widaé, ze poprawka do energii od
czlonu Pauli’ego rozszczepia poziom energetyczny na dwa, przesuniete odpowied-
nio o +|uB|. Efekt jest taki, jakby elektron posiadal oprécz momentu magne-
tycznego zwigzanego z ruchem orbitalnym ji,., jeszcze zwigzany ze spinem mo-
ment magnetyczny wielkosci p, ktory sie ustawia rownolegle lub antyréwnolegle
do pola magnetycznego. Formalnie mozna napisaé

= 2mc = mcS7 (20.17)
gdzie S oznacza spin elektronu. Zauwazmy, ze wspotczynnik przy wektorze spinu
w tym wzorze jest dwa razy wiekszy niz wspolczynnik przy krecie orbitalnym
we wzorze (20.12). Nie da si¢ wiec przedstawic¢ energii oddzialywania z polem
magnetycznym Jako iloczynu jakiegos wspotczynnika liczbowego i catkowitego
kretu J=L+5. Dla danego J energie stanéw o roznych L i S sa roznie
przesuwane pod wplywem pola magnetycznego. Prowadzi to do rozszczepien
linii widm atomowych znanych jako efekt Zeemana. Scislej mowiac, jest to
normalny efekt Zeemana. Zwykle w praktyce obserwuje sie anomalny efekt Zee-
mana, gdzie przyczynki do przesunieé¢ pozioméw od drugiego i trzeciego cztonu
w hamiltonianie (20.10) sa porownywalne. Komplikuje to oczywiscie teorig.

Jezeli pole magnetyczne nie jest jednorodne, to interesujace jest oblicze-
nie sily, zaleznej od tego pola, dzialajacej na elektron. Roézniczkujac czton
Pauli’ego po z, zmieniajac znak i $redniujac po stanie spinowym otrzymujemy
z-owa skladowa sity

0B,
F, = ﬂ¥<02>7 (20.18)
gdzie zalozyliSmy, ze (0,) = (o,) = 0. Ten wzér stanowi podstawe analizy

do$wiadczenia Sterna - Gerlacha.

Trzeci czlon ma takg postaé tylko jesli potencjal V' (Z) jest sferycznie symetryczny,
co zaznaczyliSmy piszac V(r). Jest to tak zwane sprzezenie spin-orbita, ktore
moze byé zinterpretowane nastepujaco. Elektron w swoim ruchu orbitalnym
wytwarza pole magnetyczne. To pole oddziatuje ze spinowym momentem mag-
netycznym elektronu. Powodowane przez ten czlon rozszczepienia linii wid-
mowych atomu wodoru sa nazywane struktura subtelng linii. Rzeczywiscie, te
rozszczepienia sa znacznie mniejsze niz roéznice miedzy warto$ciami wtasnymi
bezspinowego hamiltonianu. Analogiczne rozszczepienia sa natomiast duze i
wazne w fizyce jadrowe;j.

Jest jeszcze wiele innych efektéw spinowych, ktorych nie uwzglednilismy w
hamiltonianie (20.10). Wspomnimy jeszcze jeden. Energia oddzialywania mo-
mentu magnetycznego elektronu z momentem magnetycznym jadra daje tak
zwang strukture nadsubtelng linii. Na przyktad stan podstawowy atomu wodoru
rozszczepia sie na dwa stany o energiach tak bliskich, ze przej$ciom miedzy
niemi odpowiada promieniowanie o dlugosci fali okolo 2lcm, co odpowiada
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czestosci okolo 1420 megahercéow. To promieniowanie jest wykorzystywane
przez astronomoéw do oceny ilosci wodoru w roznych obszarach kosmosu. Ob-
serwujac modyfikacje czestosci tej fali, mozna nawet ocenia¢ pola magnetyczne
w obszarach, z ktorych to promieniowanie pochodzi. Badania nadsubtelnych
rozszczepien linii widmowych atomoéow daja tez wazne informacje o strukturze
jader.
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Rozdzial 21

Ro6wnania ruchu — obrazy
mechaniki kwantowe]j —
rownanie Schrodingera
zalezne od czasu.

W mechanice klasycznej, znajac stan uktadu w jakiej$ chwili t = tp, mozna za
pomoca roéwnan ruchu przewidzie¢ stan tego uktadu w jakiejkolwiek pozniejszej
chwili ¢ > to. W mechanice kwantowej sprawa jest bardziej skomplikowana, bo
wektor stanu, okreslajacy stan ukltadu, nie jest wielkoScia mierzalna. Mierzalne
sa tylko wartosci Srednie, czyli elementy macierzowe (¢|O\1/)>, gdzie operator O
odpowiada wielkosci mierzalnej O, a |¢)) jest wektorem stanu uktadu. Mozna
wiec zrobié prawie dowolne zalozenie o zaleznosci wektora stanu |¢) od czasu,
a nastepnie otrzymaé¢ poprawna zalezno$é¢ elementu macierzowego od czasu
przez zalozenie odpowiedniej zaleznosci operatora od czasu. Mozna tez wybraé
prawie dowolnie zaleznos$é operatora od czasu i uzyskaé¢ poprawna zaleznosé ele-
mentu macierzowego od czasu przez dopasowanie zaleznosci wektoréw stanu od
czasu. Z powodu tej dowolnosci istnieje wiele "obrazow" mechaniki kwantowej,
ktore wszystkie daja te same przewidywania dla zaleznosci od czasu wielkosci
mierzalnych, ale proponuja bardzo rézne réwnania ruchu dla wektoréw stanu
i operatoréw. Roéznica miedzy mechanika kwantowa Schrodingera i mechanika
kwantowa Heisenberga polegata gléwnie na tym, ze uzywali réznych obrazow
mechaniki kwantowe;j.
Zalozmy na przyklad, ze wektor stanu uktadu spelnia réwnanie

o d i
i 10) = Ap), (21.1)

gdzie operator A jest dowolnym operatorem hermitowskim tak, ze r6wnanie dla
dualnego wektora stanu ma postaé

L d A
~in (] = (4|4 (21.2)

Zaktadamy teraz, ze réwnanie ruchu dla operatoréw ma postaé
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dO i, a1, 00
——:—H—AO}-—. 21.3
i~ o (21.3)
Rozniczkujac element macierzowy (1|O]h) po czasie zgodnie ze zwykla regula
rozniczkowania iloczynu i podstawiajac za pochodne wektoréow i operatoréw
podane wyzej wzory otrzymujemy

d

& 101) =+ (01 [£,0] 199 + (91 5 1) (21.4)

Ten wynik w ogodle nie zalezy od wyboru operatora A. Powyzsze rownanie
okazuje sie¢ poprawne, jezeli operator H interpretowaé jako hamiltonian uktadu,
i stanowi jedna z podstawowych zasad mechaniki kwantowej. Pokazemy dalej w
tym rozdziale, jak ten fakt mozna probowaé zrozumie¢. Wynika z niego jednak,
ze podane na poczatku tego rozdzialu réwnanie ruchu dla wektoréw stanu i op-
eratoréw sg poprawne przy kazdym wyborze hermitowskiego operatora A. Jezeli
potrafimy uzasadnié ktoérekolwiek z nich, to tym samym uzasadniliSmy postulat
(21.4). Chociaz formalnie kazdy wybor A jest rownie dobry, powstaje pytanie,
czy w praktyce jaki§ wybor nie jest dogodniejszy od innych. Wedtug powszech-
nego przekonania nie ma jakiego$ najlepszego wyboru. W réznych sytuacjach
rozne wybory okazuja si¢ dogodne. Roéznych obrazéw mechaniki kwantowej
opisano w literaturze wiele, ale szczeg6lnie czesto uzywane sa nastepujace trzy.

e Obraz Heisenberga. W tym obrazie A =0, a zatem wektory stanu nie
zaleza od czasu. Zaleznosé od czasu operatoréw jest natomiast dana dosé
skomplikowanym réwnaniem Heisenberga:

dO i, A1 90
—:—Lﬁ+—. (21.5)
dt h ot

Zastosowania obrazu Heisenberga zostana omoéwione w rozdziale dwudzi-

estym piatym.

e Obraz Schrédingera. W tym obrazie A=H. To znaczy, ze tylko

jawna zaleznos¢ operatoréw od czasu jest uwzgledniona. % = %. Oper-
atory bedace funkcjami tylko wspotrzednych, sktadowych wektoréw pedu,
spinéw itd, w ogole od czasu nie zaleza. Wektor stanu natomiast, spelnia

do$¢ skomplikowane rownanie Schrédingera zalezne od czasu

L d 5
i 1) = H[y). (21.6)

Obraz Schrodingera zostanie uzyty w tym rozdziale do uzasadnienia pos-
tulatu (21.4). Rozne jego zastosowania oméwimy w rozdziatach dwudzi-
estym drugim, dwudziestym trzecim i dwudziestym czwartym. Z tego, ze
wiecej miejsca poswiecamy obrazowi Schrodingera niz obrazowi Heisen-
berga, nie nalezy wyciaga¢ wniosku, ze obraz Heisenberga jest mniej wazny.
Rzeczywiscie, proste nierelatywistyczne problemy zwykle tatwiej jest roz-
wiazywaé i dyskutowaé¢ w obrazie Schrodingera, ale w bardziej skomp-
likowanych problemach, zwtaszcza relatywistycznych, czesto obraz Heisen-
berga okazuje si¢ dogodniejszy.
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e Obraz oddzialywania, nazywany tez obrazem Diraca lub obrazem Tomon-
agi. Ten obraz stosuje sie tylko w sytuacji, kiedy hamiltonian uktadu H
jest suma dwu operatoré6w hermitowskich Hy i fl 1. Zwykle operator H,
jest hamiltonianem niezaburzonym, a operator H, zaburzeniem. W obra-
zie oddzialywania A = H, i réwnania ruchu przybieraja postaé

) = Hly), (21.7)
do i, 20
=3 [HO,O} + 5 (21.8)

Ewolucja operatorow jest wiec taka, jaka bylaby w obrazie Heisenberga,
gdyby operator H, byt zaniedbywalny, a ewolucja funkcji falowej jest taka,
jaka bylaby w obrazie Schréodingera, gdyby hamiltonianem byl opera-
tor H;. W sytuacji, kiedy stosuje si¢ rachunek zaburzen, operator H,
jest "maly" i wektor stanu powoli zmienia sie z czasem. Ten obraz jest
szczegbdlnie wygodny przy wyprowadzaniu wzoréw metody zaburzen dla
procesow zaleznych od czasu.

Poniewaz wektory stanu i operatory zmieniaja sie z uptywem czasu inaczej
w kazdym z obrazéw, powstaje pytanie, jak poréwnywaé stany i operatory w
réznych obrazach. Zwykle przyjmuje sie konwencje, ze w chwili ¢ = 0 wek-
tory stanu i operatory maja jakie§ dane wartosci, a nastepnie z uptywem czasu
zmieniaja sig¢, w kazdym obrazie inaczej.

Pokazemy teraz uzasadnienie postulatu (21.4). Nie jest to zaden dowod —
postulatow si¢ nie dowodzi — ale rozumowanie pomagajace zrozumie¢, skad si¢
taki postulat wzigl. Jak juz wspominali$my, zalozenie (21.4) jest rownowazne
z rownaniami ruchu w ktérymkolwiek obrazie. Wybieramy obraz Schrodingera
i zaktadamy, ze hamiltonian jest operatorem lokalnym (rozdzial siodmy). Wte-
dy zalezne od czasu roéwnanie Schrédingera w reprezentacji potozen przybiera
postaé!

W)
o = H@u(@). (21.9)

To réwnanie jest podobne do réwnan dla operatoréw sktadowych pedu. Na
przyktad

ih

WD _ po@. (21.10)

Niema w tym podobienstwie nic dziwnego, bo jak wiadomo z teorii wzglednosci
energia i wektor pedu, podobnie jak czas i wektor polozenia, tworza razem je-
den czterowektor. Pozostaje tylko do wyjasnienia roznica w znaku. Oto6z, zeby
takimi czterowektorami wolno byto operowaé jak zwyktymi wektorami euklides-
owymi, trzeba przyjac¢, ze czwarta sktadowa jest urojona. Mamy wiec czterowek-
tory (7, it) oraz (p,iE). Powyzszemu wzorowi dla skladowych (tl"Q])deu odpowiada
wice wzor dla czwartych sktadowych iE = —ih-2 91 czyli E = +ih 2 5> ¢o byto do
wykazania.

—ih

IPetna pochodna po czasie zamienia si¢ na czastkowa, bo (f\%h{)) = %(i“w) —
rézniczkowanie po czasie ma by¢ prowadzone przy stalym Z.
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Mozna sie przekonaé¢ o tej roznicy znakow jeszcze prosciej, jezeli przyjac,
ze klasyczny wzor na pole fali ptaskiej e~ *!+*T jest tez wzorem na funkcje
falowa czastki swobodnej. Zeby uzyskaé¢ czynnik réowny sktadowej pedu, trzeba
te funkcje zrozniczkowaé po odpowiedniej wspoltrzednej, pomnozy¢ przez —ih i
skorzystac ze wzoru de Broglie’a. Zeby uzyskaé¢ czynnik rowny energii, trzeba te
funkcje zrozniczkowaé po czasie, pomnozy¢ przez +ih i skorzystaé ze wzoru Ein-
steina. Wida¢ stad, ze rownanie Schrodingera zalezne od czasu jest naturalnym
odpowiednikiem wzoru na operatory sktadowych pedu, co oczywiscie nie jest
dowodem jego poprawnosci. Dowodem takim jest ogromna liczba przewidywan
zgodnych z do$wiadczeniem, ktére za pomoca tego réwnania uzyskano.
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Rozdziat 22

Stany stacjonarne 1 pakiety
falowe

Roéwnanie Schrédingera zalezne od czasu mozna latwo rozwigzaé analitycznie,
jesli spelnione sa nastepujace dwa warunki.

e Hamiltonian nie zalezy explicite od czasu, to znaczy

OH (%)
=0. 22.1
ot ( )
e Rozwigzania niezaleznego od czasu rownania Schrodingera z tym hamil-
tonianem
H(2)y (%) = Enthn(F) (22.2)
sa znane.

W takim przypadku, wprowadzajac oznaczenie

7%(957 t) = wn(f)eiiwnt, (223)

gdzie jak zwykle w, = %, tatwo sprawdzi¢ przez podstawienie, ze

ih% = H(Z) (T,1). (22.4)

Otrzymujemy wiec obszerna klase rozwiazan zaleznego od czasu rownania Schrodingera.

Stany uktadu odpowiadajace tym rozwiazaniom sa znane jako stany stacjonarne
imaja szereg ciekawych wtasnosci. Poniewaz dla kazdej warto$ci t funkcja falowa
¥, (Z,t) jest funkcja wlasng hamiltonianu odpowiadajaca wartosci wlasnej E,,,
uktad w stanie stacjonarnym ma energie réwna FE,, SciSle okreslona i nieza-
lezna od czasu. Prawdziwe jest tez twierdzenie odwrotne: jezeli uklad ma $cidle
okreslong energie E, stala w czasie, co znaczy, ze dla kazdej chwili ¢ funkcja
falowa jest wektorem wlasnym hamiltonianu do wartosci wlasnej E,,, to stan
uktadu jest stanem stacjonarnym.

Dla chwili ¢ = 0 czynnik wykladniczy w funkcji falowej jest rowny jeden i
otrzymujemy
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Rozwiazanie niezaleznego od czasu réwnania Schrédingera jest tu wiec warun-
kiem poczatkowym dla réownania Schrodingera zaleznego od czasu. Dla row-
nania rézniczkowego pierwszego rzedu wzgledem czasu, jak zalezne od czasu
rownanie Schrédingera, warunek poczatkowy jednoznacznie okresla rozwigzanie.
Poniewaz, oczywiscie, takze rozwiazanie okresla jednoznacznie warunek poczatkowy
— znalez¢ wszystkie mozliwe rozwigzania rownania znaczy to samo co znalezé
rozwiazania odpowiadajace wszystkim mozliwym warunkom poczatkowym. Stany
stacjonarne sg rozwigzaniami dla szczegolnych warunkow poczatkowych (22.5).
Sa to jedyne rozwiazania przy takich warunkach poczatkowych. Stany o ustalonej
energii, jak stan podstawowy atomu wodoru czy piaty stan wzbudzony oscyla-
tora harmonicznego, sa stanami stacjonarnymi. W stanie stacjonarnym

[Wn(Z,8)[* = [¥n (). (22.6)
Gestosé prawdopodobienistwa znalezienia czastki w przestrzeni jest wiec nieza-
lezna od czasu i taka, jak wynika z rozwiazania niezaleznego od czasu réwnania
Schrodingera.
W ogolnym przypadku funkcja wyrazajaca warunek poczatkowy: ¢ (&, 0), nie
jest funkcja wtasna hamiltonianu, ale poniewaz wektory wtasne hamiltonianu
stanowia uktad zupelny, zawsze mozemy napisaé

Jak zwykle piszemy sume, ale pamietamy, ze jej czesé lub catosé moze zostaé
zastapiona catka. Rozwigzaniem réwnania Schrédingera zaleznego od czasu jest
w tym wypadku funkcja falowa

Y(T,t) = Z Cn@[}n(f)eiwnta (22.8)
n

co latwo sprawdzi¢ przez podstawienie. Poniewaz takie rozwiazanie potrafimy
zbudowaé dla kazdego warunku poczatkowego, jest to ogdlne rozwiazanie za-
leznego od czasu réwnania Schrédingera w przypadku, kiedy hamiltonian nie
zalezy explicite od czasu. Jest oczywiscie problem praktyczny — zeby korzystaé
7z tego rozwigzania trzeba zna¢ funkcje wlasne hamiltonianu: 4, (Z). Waznym
zastosowaniem tych rozwiazan jest badanie ewolucji w czasie pakietow falowych:
w chwili ¢ = 0 budujemy pakiet falowy, ktory ma takie wlasnosci jak chcemy,
a nastepnie budujemy odpowiadajace mu rozwiazanie rownania Schréodingera
zaleznego od czasu i patrzymy, co sie z pakietem dzieje w miare uptywu czasu.
Oczywiscie, zeby taka analize przeprowadzié¢, trzeba mie¢ dany hamiltonian
H(Z).

Przyktady pakietow falowych oméwimy w nastepnym rozdziale. Tu chcemy
zwrdci¢ uwage na pewng og6lng ich wlasnosé. Przypusémy, ze wybraliSmy
warunek poczatkowy dla czastki w jednym wymiarze

1 _ w2
e 4R?2
V2 R? 7
gdzie R? jest liczba dodatnig. Znajac gestosé prawdopodobieristwa |1)(z, 0)
tatwo znalezé (poréwnaj nastepny rozdzial) srednie: (z) = 01 (z%) = R%. Jezeli

b(w,0) = (22.9)

i
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wiec parametr R? jest maly, ten pakiet opisuje czastke dobrze zlokalizowana w
otoczeniu punktu x = 0. Na pytanie, jak ten pakiet bedzie ewoluowal w miare
uplywu czasu, nie da si¢ bez dalszych zalozen odpowiedzieé. Jezeli hamiltonian
jest hamiltonianem oscylatora harmonicznego ze stala sitowg dobrang tak, ze
Yo(x) = (x,0), to odpowiadajace temu warunkowi poczatkowemu rozwigzanie
zaleznego od czasu réwnania Schrodingera jest stanem stacjonarnym i rozktad
prawdopodobienistwa znalezienia czastki w przestrzeni nie bedzie sie¢ w ogdle
zmienial. Jeéli hamiltonian jest hamiltonianem czastki swobodnej, to pakiet
jest skomplikowana superpozycja fal plaskich o réznych czestosciach. Kazda
taka fala z osobna dalaby jednakowa gestos¢ prawdopodobienistwa znalezienia
czagstki w kazdym punkcie przestrzeni (—oo < z < 0); ale przy t = 0, w su-
perpozycji, dla x ~ 0 interferencja jest konstruktywna i prawdopodobieristwo
znalezienia czastki jest znaczne, wszedzie gdzie indziej interferencja jest destruk-
tywna i prawdopodobieristwo znalezienia czastki jest bliskie zera. Wybierzmy z
tej superpozycji dwie fale o czestosciach w; > wo. W chwili £ = 0 te dwie fale in-
terferuja konstruktywnie, czyli maja w przyblizeniu takie same fazy. Po uptywie
czasu t powstanie miedzy nimi roznica faz (w1 —we)t = AEAt/h, gdzie rdznice
energii F1— Fs oznaczylismy AFE i czas t od powstania pakietu oznaczyliSmy /At.
Poki ta réznica jest mala, interferencja jest dalej konstruktywna. Interferencja
destruktywna moze sie pojawi¢ dopiero kiedy

AENAt > h. (22.10)

Ten wynik mozna stosowaé¢ do calego pakietu, jesli AFE jest odpowiednio usred-
nione po parach fal ptaskich sktadajacych sie na pakiet.

Zauwazmy, ze to rozumowanie, ktére przeprowadziliSmy na przyktadzie swo-
bodnego pakietu falowego, mozna zastosowaé przy dowolnym hamiltonianie,
jesli tylko na poczatku, w chwili ¢ = 0, mamy pakiet dobrze zlokalizowany
w przestrzeni, powstaly dzieki interferencji skladnikéw o roznych energiach.
To jest stynna zasada nieokreslono$ci Heisenberga dla energii i czasu: czas
potrzebny na to, zeby pakiet sie rozplynal (zniknal), moze byé¢ dowolnie duzy
czy nawet nieskonczony, ale nie moze byé¢ duzo mniejszy niz stosunek parametru
h do typowej roznicy energii dla fal stanowiacych pakiet. Parametr AE nazywa
sie czesto szeroko$cia pakietu w energii. Zasada nieokreslonosci dla czasu i
energii jest wciaz jeszcze przedmiotem dyskusji i badan. Wzor jest zawsze
taki jak podaliémy powyzej, ale rézne jego interpretacje prowadza do réznych
nieréwnowaznych, choé¢ prawdziwych, twierdzen.
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Rozdzial 23

Swobodne pakiety falowe

W tym rozdziale najpierw przedyskutujemy zachowanie pakietow falowych stano-
wiacych odpowiednik, w mechanice kwantowej, klasycznej czastki swobodnej o
masie m, spoczywajacej w punkcie x = 0. Hamiltonian takiej czastki jest hamil-
tonianem bez oddzialywan

P

= o (23.1)
Pedu czastki i jej potozenia nie da sie w mechanice kwantowej jednoczesnie $cisle
okredli¢, ale bedziemy budowali pakiety, gdzie te wielkosci sa w dobrym przy-
blizeniu okreslone. Ograniczymy sie do przypadku jednowymiarowego, bo wtedy
wzory sa najprostsze, a uogdlnienie na wiecej wymiardéw jest tatwe i nic istotnie
nowego nie wnosi. W poprzednim rozdziale wprowadziliémy jednowymiarowy
pakiet gaussowski, ktéremu dla chwili ¢ = 0 odpowiada funkcja falowa

1 _a?
ﬁe 4RZ | (232)

Rozktad prawdopodobienstwa dla polozenia czastki jest dany przez kwadrat
modutu funkcji falowej. Mamy wiec

1/}(37,0> =

1 _ a2
We 2RZ (23.3)

Ten rozktad jest pokazany na rysunku 1 (krzywa dla ¢t = 0). Im mniejsze jest R?,
tym bardziej rozktad jest skupiony w otoczeniu punktu z = 0. Z symetrii widagé,
ze warto$¢ srednia (z) = 0. Dobra miarg szerokosci rozkladu jest wariancja,
ktora przy zerowej $redniej dana jest wzorem

p(z,0) =

+oo
(z?) = / dap(zr,0)z?. (23.4)

Podstawiajac gestosé ze wzoru (23.3) otrzymujemy
(x%)(t = 0) = R?. (23.5)

Waski rozktad mozliwych potozen tatwo jest otrzymaé dobierajac odpowiednio
male R, ale chcieliby$my jeszcze, zeby i rozktad pedu byl waski. Funkcje falowa
w reprezentacji pedéw dla chwili ¢ = 0 otrzymujemy wstawiajac do wzoru na
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Rysunek 23.1: Rozklad prawdopodobienistwa znalezienia czastki opisywanej
przez pakiet gaussowski omoéwiony w tekscie. Kolejne, coraz szersze krzywe
odpowiadaja wartosciom iloczynu AFE ¢ = 0, %h, h, %h

funkcje falowa w reprezentacji pedéw jedynke ztozona z wektorow wlasnych
operatora polozenia

“+o0
v0) = [ datpla) (o 0). (23
—o00

Pierwszy czynnik pod caltka jest sprzezeniem zespolonym funkcji falowej w
reprezentacji polozen czastki o ustalonym pedzie p (rozdziat dziewiaty). Drugi
czynnik jest funkcja falowa (23.2). Argument funkcji ¥(0) oznacza, ze wektor
stanu jest liczony dla chwili t = 0. Mamy wiec

400 d pe 22 2 R  Rr2p?
(p) _ o er e (1/7 - F 23.7
Y (p) v e 7 (23.7)

Latwo sprawdzi¢, ze kwadrat modutu tej funkcji jest znormalizowany do jed-
nosci, ze warto$¢ srednia pedu (p) = 0 i otrzymaé¢ wariancje

52

2
Warunkiem na mala wariancje pedu jest wiec duze R?, w sprzecznoéci z warunk-
iem na mala wariancje polozenia x. Nie ma w tym nic zaskakujacego. Na mocy
zasady nieokreslonosci Heisenberga (rozdzial 6smy) iloczyn wariancji polozenia
i pedu nie moze by¢ mniejszy niz ihQ. Wymuszanie bardzo matej wariancji
polozenia, musi wiec prowadzi¢ do bardzo duzej wariancji pedu. W przypad-
kach makroskopowych, dzieki matemu wspotczynnikowi h% we wzorze na wari-
ancje pedu, mozna uzyskaé¢ jednocze$nie male wariancje i potozenia, i pedu. Do
takich przypadkéw odnosi sie¢ dyskusja w tym rozdziale. Jezeli jednak potrze-
bujemy na przyktad lokalizacji elektronu w objetosci rzedu objetosci atomu, czy

(23.8)
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nukleonu w objetosci rzedu objetosci jadra, to wariancja pedu robi sie duza i
czastka z okreslonymi jednocze$nie pedem i potozeniem jest bardzo kiepskim
obrazem rzeczywistosci. W rozwazanym tu przykladzie najprawdopodobniejsza
jest wartosé pedu zero, ktorej odpowiada zerowa energia. Jako tgfpowz;x wartosé
r°)

energii, ktorg oznaczymy AE, przyjmiemy jej warto$¢ rednig +—+. Mamy wigc

hz

Poniewaz (z) = 0i (p) = 0, rozwazany pakiet jest odpowiednikiem klasy-
cznej czastki spoczywajacej w punkcie x = 0. Klasycznie taki stan jest trwaly.
Zobaczymy teraz, co si¢ z nim dzieje wedlug mechaniki kwantowej. Funkcjami
wtasnymi hamiltonianu i jednocze$nie rozwiazaniami zaleznego od czasu row-
nania Schrédingera sa funkcje

Pp(z,t) = L it (23.10)
27h
gdzie
2
p
wp =5 (23.11)

Funkcje falowa opisujaca stan poczatkowy pakietu mozemy zapisa¢ w postaci

+o00
(@lo©) = [ dolelp)ivi0)) (23.12)

— 00
Pierwszy czynnik pod calka jest funkcja falowa w reprezentacji potozen, czastki
ktora ma ped p (rozdzial dziewigty), drugi jest funkcja falowa w reprezentacji
pedow, stanu poczgtkowego pakietu (23.7). Podstawiajac otrzymujemy

m[\/ie Sl (23.13)

Zgodnie z dyskusja z poprzednlego rozdziatlu, za pomoca wzoru (23.10) otrzy-
mujemy funkcje falong pakietu wazna dla dowolnego czasu, zastepujac czynnik
¢"'" czynnikiem e!'" ~iwrt

“+o0
i h2 z——nupt
Pz, t) = dp\/ﬁ\/»\/»e e (23.14)

To jest znowu catka Gaussa, ktora tatwo jest wykonaé i otrzymuje sig

+oo
Y(x,0) = dp

At) A0

Y(x,t) = VonR2 ) (23.15)
gdzie
1
ANt)= ——— (23.16)

1416 (tAE)Q

Dla t = 0 wspolczynnik A(t) = 1 i otrzymujemy pakiet poczatkowy. W miare
uplywu czasu wspoélezynnik A(¢) maleje i pakiet si¢ rozmywa (rysunek 1). Za-
uwazmy, ze zgodnie z zasadg nieokreslonosci dla czasu i energii rozmycie jest
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zaniedbywalne, jesli illoczyn tAF jest znacznie mniejszy od h. Rozmycie dotyczy
tylko polozenia czastki. Rozklad pedu zachowuje si¢ w czasie. Iloczyn wariancji

wspolrzednej x i wariancji pedu rosnie nieograniczenie, ale od poczatku jest
niemniejszy od granicznej wartosci %2 wynikajacej z zasady nieokreslonosci dla
pedu i wspotrzedne;j.

W ogo6lnym przypadku jednowymiarowy, swobodny pakiet falowy mozna za-

pisa¢ w postaci

+o0 ’
vlat) = [ dpplp)et et (23.17)
— 00

Zakladamy, ze funkcja ¢(p) jest dobrana tak, ze w chwili ¢ = 0, w dobrym
przyblizeniu x ~ xg i p & pg. Szczegdlny przypadek, jedna z wielu mozliwych
takich funkcji dla xg = 0, pg = 0, rozwazaliSmy powyzej. Rozklad pedu dany
jest przez kwadrat modutu funkcji ¢(p) i nie zmienia sie¢ z uplywem czasu.
Zbadamy natomiast ewolucje rozktadu przestrzennego |(x,t)|2.

Funkcja w, & wp,, bo p & pg. Dokladniej, z tozsamosci p? = (po + (p — po))2 =
Pp + 2po(p — po) + (p — po)? otrzymujemy
Yo
h
W tym wzorze pomineliémy maly wyraz proporcjonalny do (p—pg)? i wprowadzi-
lismy predkos¢ pakietu vg = 22. Podstawiajac do wzoru (23.17) i biorac wartosé
bezwzgledna otrzymujemy

(p = po)- (23.18)

Wp R Wp, -+

j P(z—vot)
€ 2 .

“+oo
el =| [ o) (2319
— 00
Ta caltka rézni sie od calki dajacej funkcje |¢(z, 0)] tylko podstawieniem x — vyt
w miejsce z. O calce |¢(z, 0)] zalozylismy, ze ma wartosci istotnie rézne od zera
tylko, jesli x ~ xo. Wynika stad, ze calka |¢(z,t)| ma wartosci istotnie rozne
od zera tylko jesli x — vot &~ xg. Cazyli, jesli

T & 1 + vot. (23.20)

To znaczy, ze w rozpatrywanym tu przyblizeniu pakiet ¢ (z,t) przesuwa sie bez
zmiany ksztaltu, ruchem jednostajnym z predkoscia vy wzdluz osi z-6w. Jest
to spodziewany wynik dla klasycznej czastki, na ktora nie dziala zadna sita.
Nalezy jednak pamietaé, ze przedstawiony tu wynik jest tylko przyblizeniem.
Pela analiza, uwzgledniajaca zaniedbany tu wyraz rzedu (p — po)? wskazuje,
ze w miare ruchu pakiet powoli sie rozplywa.
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Rozdzial 24

Rozpraszanie

Badajac procesy rozpraszania, mozna uzyska¢ wiele cennych informacji o uktadach
fizycznych. Ta metoda jest stosowana w roznych dziedzinach fizyki, od fizyki
czastek, przez fizyke jadrowa, atomowa i molekularna do fizyki fazy skonden-
sowanej. Od strony do§wiadczenia podstawowym pojeciem jest przekrdj czynny.
Rozwazamy czastki padajace na jakas tarcze. Zakladamy, ze kazda z tych
czastek ma taki sam ped skierowany wzdtuz osi z. Czastki sa niezalezne i, pomi-
jajac oddzialywania z tarcza, kazda z nich z jednakowym prawdopodobienist-
wem moze trafi¢c w kazdy punkt plaszczyzny (z,y) prostopadlej do kierunku
wiazki, czyli do pedu poczatkowego p; padajacych czastek. W tych warunkach
dobrze okreslona jest wielko$¢ n; — $rednia liczba czastek padajacych na jed-
nostke powierzchni plaszczyzny prostopadtej do wiazki. Ta wielko$¢ ma wymiar
cm~2. Na skutek oddzialywania z tarcza padajace czastki ulegaja rozproszeniu.
Procesy rozpraszania moga by¢ bardzo rozne. Czastka padajaca moze zmienié
swoOj ped, moze zniknaé, moga zostaé¢ wytworzone inne czastki, moze staé sie¢
co$ z tarczg itd. Przypusémy, ze mamy detektor rejestrujacy interesujacy nas
rodzaj rozproszen — na przyktad rozproszenia elastyczne, w ktorych koricowy
ped czastki py tworzy z pedem czastki padajacej p; kat miedzy 01 6+ df iz
polplaszezyzng (x > 0, 2) kat miedzy ¢ i ¢ + dp. Taki uktad jest naszkicowany
na rysunku 1. Oznaczmy Np liczbe czastek zarejestrowanych przez detektor.
Oczywiscie ta liczba jest bezwymiarowa. Wtedy przekréj czynny o zdefiniowany
jest wzorem

Np = on;. (24.1)

Zeby wymiary sie zgadzaly, przekroj czynny musi mie¢ wymiar powierzchni.
Na przyktad mozna go liczyé w cm?. W fizyce jadrowej i fizyce czastek znacznie
popularniejsza jest jednostka "barn"; 1 barn = 10~?*cm?. Zauwazmy, Ze przekroj
czynny jest zawsze przekrojem czynnym na jaki§ proces, zdefiniowanym przez
detektor. Ten proces moze byé¢ bardzo ogdlny. Na przyktad rozpatruje sie
catkowity przekrdj czynny, to znaczy przekrdj czynny na jakiekolwiek oddzi-
alanie czastki padajacej z tarcza.

Sens geometryczny przekroju czynnego wyjasnia nastepujacy przyktad (ry-
sunek 2). Na duzg powierzchnig o polu A, prostopadta do pedu wigzki, pada n; A
czastek. Na powierzchni A znajduje sie male kotko o powierzchni s. Obliczymy
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Rysunek 24.1: Czgstka nadlatuje z pedem p; rownoleglym do osi z. Pod wpty-
wem oddzialywania z tarcza, ped czastki ulega zmianie. Warunkiem trafienia do
narysowanego detektora jest, zeby kierunek pedu koricowego byt bliski kierunku
p¢. Kat rozpraszania jest 6.

Rysunek 24.2: Prawdopodobienistwo, ze czastka padajaca prostopadle na
powierzchnie A trafi w czarny krazek o powierzchni s wynosi przy zalozeni-
ach podanych w tekscie 5. Stad przekrdj czynny na trafienie w krazek wymnosi

S.
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przekréj czynny na trafienie w to kotko. Liczba czastek padajacych na cen-
tymetr kwadratowy powierzchni A wynosi n;. Poniewaz kazda z czastek moze z
jednakowym prawdopodobieristwem trafi¢ w kazdy punkt powierzchni A, praw-
dopodobieristwo, ze okreslona czastka trafi w kotko wynosi 4. Na mocy prawa
wielkich liczb, dla bardzo duzej powierzchni A, i co za tym idzie dla bardzo
duzej liczby padajacych czastek, liczba czastek, ktore trafia w kotko, jest rowna
iloczynowi liczby czastek padajacych n;A i prawdopodobienstwa trafienia dla
jednej czastki &. To daje Np = n;s. Stad przekroj czynny wynosi s czyli jest
rowny polu kotka. Istotne sa tu zalozenia zrobione przy definiowaniu przekroju
czynnego. Dobry strzelec mogltby za kazdy strzalem trafia¢ w kotko, co nie
datoby zadnych informacji o powierzchni kotka, ale wtedy zatozenie, ze kazda
para wspoélrzednych (x,y) jest rownie prawdopodobna, nie byloby spelnione.
Inne bylyby tez wyniki, gdyby trafienie w jakis punkt (z, y) utatwiato, lub utrud-
nialo, nastepne trafienia w tej okolicy, czyli gdyby nie bylo spelnione zalozenie
o niezaleznosci padajacych czastek.

Zadaniem dla teorii jest obliczenie przekroju czynnego na badany proces w
oparciu o jakies zalozenia fizyczne. Jesli wyniki sa zgodne z do§wiadczeniem, za-
lozenia sa potwierdzone, jesli nie, nalezy je odrzucié, lub zmodyfikowaé. Czesto
zalozenia zawieraja parametry, ktéorych wartosci nie znamy. Wtedy poréw-
nanie z doswiadczeniem daje odpowiedZ na dwa pytania: czy wyliczony przekrdj
czynny jest poprawny przy jakichkolwiek rozsadnych wartosciach parametrow i,
jezeli tak, to jakie sa, najlepiej pasujace do danych, wartosci parametrow. Klasy-
cznym przyktadem takiej analizy bylo oszacowanie przez Rutherforda promienia
jadra atomu azotu, na podstawie danych o przekroju czynnym na elastyczne
rozpraszanie czastek alfa na azocie. Podstawowymi pojeciami teoretycznymi w
takiej analizie sa macierz S i amplituda rozpraszania, ktore teraz oméwimy.

Przyjmujemy nastepujacy model procesu rozpraszania. Czastka padajaca
przylatuje z daleka i poki jest daleko od tarczy, moze byé w dobrym przyblize-
niu opisywana jako czagstka swobodna z jakim$ pedem py,, lub (Scislej!) jako
swobodny pakiet falowy v, (Z,t). W jakims skoniczonym przedziale czasu woko?
chwili ¢ = 0 czastka padajaca oddzialuje z tarcza i wtedy jej funkcja falowa
Y(Z,t) moze by¢ bardzo rozna od funkeji falowej czastki swobodnej. Potem
czastka oddala sie od tarczy i w koncu znéw moze byé opisywana jako czastka
swobodna z jaka$ funkcja falowg 1, (Z,t). Zauwazmy, ze to jest tylko pewien
model procesu rozpraszania, ktéory nie zawsze si¢ stosuje. Na przyktad, kiedy
meteor trafia w Ziemie, jest to niewatpliwie proces rozpraszania, ale nie ma
stanow |tou:). Kometa przelatujaca obok Stonica moze mieé tor paraboliczny.
Parabola nie ma asymptot, wigc ruch nie zdaza do ruchu prostoliniowego swo-
bodnej czastki, jakkolwiek duza jest odlegtosé miedzy kometa i Storicem. Mimo
istnienia takich kontrprzyktadoéw, zakres stosowalnosci opisanego tu modelu jest
tak duzy, ze ograniczymy si¢ do niego.

Przez stany poczatkowe rozumiemy stany czastek swobodnych, w ktére prze-
chodza prawdziwe stany czastek padajacych, kiedy czas t — —oo. Stany poczat-
kowe |1;,,) stanowig uktad zupelny. Jako baze w przestrzeni stanéw poczatkowych
wybiera sie pakiety falowe z niezle okreslonym pedem p'= p;. W doswiadczeniu
zwykle Sredni ped czastki padajacej jest znany, ale nie znamy funkcji falowej
pakietu. Na szczescie okazuje sig, ze przy rozsadnych zatozeniach wyniki nie
zaleza od takich szczegétow. Zrobimy wigc (niesciste!) zalozenie, ze stanami
poczatkowymi sg stany o okreslonym pedzie |p;). Podobnie definiujemy stany
koricowe, jako stany w ktore przechodza stany czastek rozproszonych na tar-
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czy, kiedy czas t — +o00. Z zalozenia sa to stany czastek swobodnych, ktore
stanowia ukltad zupelny. Jako baze w przestrzeni tych stanéw wybieramy znéw
(niescistos¢!) stany czastki swobodnej o dokladnie okreslonym pedzie |py).
Zwykle wiemy, jaki byl ped poczatkowy czastki rozpraszanej, czyli stan |p;), i
wiemy ktore ze standéw koricowych nas interesuja, czyli ktore zapewniaja trafie-
nie czgstki do detektora. Czastka w stanie |p;), na skutek oddzialywania z
tarcza, przechodzi w superpozycje stanéw koncowych z réznymi pedami py.
Opiszemy ten efekt jako dzialanie operatora S na stan |p;):

|5:) — S|p7)- (24.2)

Stan po prawej stronie jest stanem koncowym stanowiacym superpozycje stanéw
|Df). Zgodnie z ogélnymi zasadami, amplituda prawdopodobienstwa na przejs-
cie ze stanu poczatkowego |p;) do danego stanu koncowego |p) jest iloczynem
skalarnym wektora S |D;) 1 wektora |pt). Oba te wektory nalezg do tej samej
przestrzeni stanoéw koncowych, wiec iloczyn jest dobrze zdefiniowany. Operator
S jest podstawowym pojeciem w teorii rozpraszania. Ze wzgleddéw historycznych
czesciej niz o operatorze mowi si¢ o macierzy S, ktorej elementami sg liczby

Spi = (y|S|pi)- (24.3)

Zauwazmy, ze wektor |p;) jest z przestrzeni stanow poczatkowych, a stan |py) z
przestrzeni stanéw koricowych.

Szczegoblnie prosty jest przypadek, kiedy rozpraszania w ogole nie ma, na
przyktad z braku tarczy, wtedy wektor |p;) nie zmienia si¢ w procesie rozprasza-
nia i macierz S jest macierza jednostkowa. Scislej mowiac, jest macierza jednos-
tkowg, jesli uzywamy wektorow stanu (znormalizowalnych pakietow falowych),
a delta Diraca, jesli uzywamy wektoréw uogoélnionych. Dalej, dla uproszczenia
wzorow, bedziemy zakltadali, ze w tym przypadku macierz S jest macierza jed-
nostkowa. Poniewaz w braku rozpraszania przekroj czynny na dowolny proces
powinien by¢ réwny zero, wprowadza si¢ oprocz operatora i macierzy S jeszcze
amplitude rozpraszania T zdefiniowang wzorem

S=1+4T. (24.4)

Widag¢, ze przy braku rozpraszania, kiedy macierz S jest macierza jednostkowa,
amplituda rozpraszania znika. Dzialajac operatorem 1" na stan poczatkowy
otrzymujemy "fale rozproszona", ktora stanowi roznice miedzy fala w stanie kori-
cowym i falag padajaca. W ogolnym przypadku przekroj czynny jest z definicji
proporcjonalny do kwadratu modutlu odpowiedniego elementu macierzowego
amplitudy rozpraszania. Wyprowadzenie wspoétczynnika proporcjonalnodci w
tym wzorze wymaga analizy kinematyki procesu, ktoérej tu nie bedziemy omaw-
ia¢. Zwrocimy natomiast uwage, na ciekawe zjawisko ogolne.

7 zachowania liczby czastek w rozpraszaniu elastycznym wynika, ze dziatanie
operatorem S nie moze zwiekszyé normy wektora. Moze natomiast zmienié jego
faze. Przypadek S = —1 jest mozliwy i odpowiada znanej z optyki zmianie fazy
fali o . W tym przypadku jednak

IT)> =S —1)* = 4. (24.5)

To znaczy, ze przekrdj czynny jest cztery razy wiekszy od przekroju geome-
trycznego, ktory odpowiada przypadkowi S = 0, kiedy fala rozproszona dokltad-
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nie znosi sie z fala padajaca i kiedy wszystkie czastki, ktore oddziataty, sa reje-
strowane przez detektor. Taki duzy przekrdj czynny nie prowadzi do sprzecznosci
z do$wiadczeniem, bo dla S = —1 mamy tylko, rozpraszanie "w przod", kiedy
czastki rozproszone sa dla detektoréw nieodroznialne od padajacych. Ampli-
tuda rozproszenia w przod, ktora zwykle mozna oszacowaé przez ekstrapolacje
z pomiaréw rozpraszania elastycznego pod bardzo malymi katami, daje ciekawe
informacje poprzez tak zwane twierdzenie optyczne. To twierdzenie pochodzi
z optyki, gdzie oznacza, ze oslabienie wigzki padajacej (cien) jest dane przez
ilos¢ $wiatta rozproszonego (nie w przod) i zaabsorbowanego. W normalizacji,
w ktorej funkcja falowa stanu koricowego przy odlegtosci od tarczy r dazacej do
nieskoniczonosci dana jest wzorem (rozdzial dziesiaty)

Y(z) — e'F + . el (24.6)
twierdzenie optyczne przybiera postac
oot = L 1mpo = 0). (24.7)

W tym wzorze ot oznacza calkowity przekrdj czynny, a Imf cze$é urojong am-

plitudy f. Argument § = 0 wskazuje, ze wystepuje tu amplituda rozproszenia
w przod. Doswiadczalnie do$é tatwo jest zmierzyé kwadrat modutu amplitudy
f, rowny rézniczkowemu przekrojowi czynnemu na rozpraszanie elastyczne, i
calkowity przekroj czynny o'°. Twierdzenie optyczne umozliwia uzyskanie in-
formacji o fazie amplitudy rozpraszania elastycznego f dla 8 = 0.
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Rozdzial 25

Obraz Heisenberga

W obrazie Heisenberga wektory stanu nie zaleza od czasu:

d
—|¥) =0 25.1
Sy =0, (25.1)
a operatory spetniaja réwnanie ruchu Heisenberga
d~ ify A1 00
20=2[,0]+ 5. 25.2
a® h[’0+at (25:2)

Do tego, ze wielko$ci mierzalne, jak ped czy poltozenie, zaleza od czasu, jesteSmy
przyzwyczajeni w mechanice klasycznej. Okazuje sig, ze w obrazie Heisenberga
mechaniki kwantowej uzyskuje sie szereg wynikéw wygladajacych bardzo podob-
nie do klasycznych, chociaz oczywiscie ich interpretacja jest inna. Zilustrujemy
to przykladami.

Prawo zachowania energii.

Kazdy operator komutuje sam ze soba. Stosujac réwnanie ruchu Heisenberga
do hamiltonianu otrzymujemy

dH  OH

dt ot
Jezeli hamiltonian nie zalezy explicite od czasu, to jest stata ruchu. Ten wynik
bardzo przypomina klasyczna zasade zachowania energii, ale nalezy pamietac, ze
w mechanice kwantowej operator Hamiltona nie jest wielkoscia mierzalna, wiec
fakt, ze w obrazie Heisenberga nie zalezy od czasu, nie jest przewidywaniem
nadajacym si¢ do bezposredniego poréwnania z doswiadczeniem. Zakladajac,
ze hamiltonian nie zalezy explicite od czasu, mozemy natomiast napisac¢

(25.3)

(1S 1) = & ) = 0. (25.4)

Pierwsza rownos¢ jest poprawna tylko w obrazie Heisenberga, gdzie wektory |¢)
i (1| nie zalezg od czasu, wiec mozna przesungé operator %. Druga réwnosé jest
poprawna niezaleznie od obrazu, bo wartosé srednia operatora odpowiadajacego
wielkosci mierzalnej jest mierzalna i nie zalezy od obrazu. Otrzymalismy wiec
twierdzenie nadajace sie do poréwnania z doswiadczeniem: jesli hamiltonian nie
zalezy explicite od czasu, to warto$é srednia energii uktadu jest zachowywana.

Jezeli energia uktadu jest okreslona dokladnie lub prawie, sytuacja jest bardzo
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podobna do tego, co znamy z fizyki klasycznej. Mierzac energie w réznych
chwilach czasu (wymaga to uzycia zespotu, a nie jednego uktadu, rozdzial drugi),
otrzymujemy zawsze wynik ten sam, lub prawie. Jezeli natomiast rozklad energii
uktadu ma duza wariancje, wyniki kolejnych pomiaréw moga by¢ bardzo rézne,
choé¢ mozna pokazaé!, ze ich rozktad jest staty w czasie.

Wzory Ehrenfesta.

Dla hamiltonianu jednoczastkowego w postaci

P
H=2—+V(7) (25.5)

obliczymy pochodne po czasie operatorow wspotrzednych i operatoréw sktad-
owych pedu. Te operatory nie zaleza explicite od czasu, wiec problem sprowadza
sie do obliczenia odpowiednich komutatoréw. Zaczynamy od sktadowej x-owej
wektora potozenia. Mamy

om | 922’

bo operator & komutuje z operatorami wspotrzednych, a wiec i z operatorem
energii potencjalnej, oraz z operatorami skladowych pedu py, i p., a operatorem
odpowiadajacym z-owej sktadowej pedu jest _iha%' Zeby znalezé¢ komutator,
dzialamy nim na dowolng funkcje f(z). Otrzymujemy

2] oy - et PI) g

[Hx} __2 [ o x} , (25.6)

=2— . 25.7
Ox? T o2 ox (z) (25.7)
Te rownosci zachodzg dla dowolnych funkcji f(z). Jezeli dwa operatory dzi-
atajac na kazdy wektor daja ten sam wynik, to muszg by¢ réowne (rozdzial
siodmy), wiec

92" B

0% . 0

Podstawiajac ten wynik do réwnania ruchu, i korzystajac raz jeszcze z definicji
operatora odpowiadajacego z-owej sktadowej pedu, otrzymujemy
dt Py
dt  m’
Wyglada to na elementarny wzér z mechaniki: pochodna wspélrzednej po czasie,
czyli sktadowa predkosci, jest rowna odpowiedniej sktadowej pedu podzielone;j
przez mase czastki. Ale znow stosuje sie dyskusja z poprzedniego przykltadu.
Zeby dosta¢ wynik nadajacy sie do poréwnania z doswiadczeniem, trzeba wziac

wartosci $rednie operatoréw wystepujacych po obu stronach réwnosci. Otrzy-
mujemy

(25.9)

PN (A 1)
Z(laly) = A (25.10)

I znéw, jesli mamy do czynienia ze stanem, w ktérym wspotrzedna i ped sa dosé
doktadnie okreslone, sytuacja jest bliska znanej z klasycznej fizyki. W ogdlnym
przypadku jednak, wyniki pomiaréw moga by¢ bardzo dalekie od przewidywan

1Dowo6d wynika z uwagi, ze zachowywana jest nie tylko warto$é srednia hamiltonianu, ale
i wartos¢ srednia kazdej potegi hamiltonianu.
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klasycznych. Analogiczne wyniki otrzymuje sie dla pochodnych czasowych po-
zostalych dwu wspoélrzednych.
Dla sktadowej z-owej wektora pedu mamy

dt h
Wykorzystalismy tu fakt, ze operator p,, komutuje z operatorami odpowiadajacymi
wszystkim sktadowym wektora pedu, a wiec i z operatorem energii kinetycznej.
Podstawiajac wyrazenie na operator p, i rozumujac jak w poprzednim przy-
padku otrzymujemy

e _ 1 [ﬁm,f/(f)] (25.11)

db. _ V&) _ 5 (25.12)

dt oz
gdzie sile F zdefiniowalismy, jak w klasycznej fizyce, jako minus gradient po-
tencjatu. Otrzymane réwnanie wyglada jak klasyczne rownanie Newtona, ale
znéw bezposredni sens fizyczny ma tylko rownosé dla wartosci srednich

d . R
7 \Vlbalth) = (IE]d). (25.13)

Roéwnania opisane w tym punkcie sa znane jako réwnania Ehrenfesta. Zapiszemy
je w postaci wektorowej

4 i) = A (25.14)
W) = (9IF). (25.15)

Symetrie i prawa zachowania.

W fizyce klasycznej istnieja wazne powiazania miedzy symetriami uktadu
i prawami zachowania. Na przyktad, zal6zmy, ze energia uktadu nie zmienia
sie¢ przy przesunieciach uktadu réwnolegtych do osi . To jest pewna symetria
uktadu. Fakt, ze energia kinetyczna nie zmienia sie przy przesunieciach, jest
oczywisty. Wazne jest natomiast, ze nie zmienia sie takze energia potencjalna.
To znaczy, ze energia potencjalna nie zalezy od wspolrzednej x. Wobec tego,
z-owa sktadowa sity, ktéra jest minus pochodna energii potencjalnej wzgledem
x, jest réwna zero, a w takich warunkach, jak wynika z réwnan Newtona, x-owa
sktadowa pedu jest zachowywana. Pokazemy teraz, jak sie otrzymuje analog-
iczne wyniki w mechanice kwantowej.

Wprowadzamy operator Tx(a) przesuniecia o wektor a, rownolegly do osi x.
Ten operator z definicji dziala na funkcje wedlug wzoru

To(a)f(z) = f(z + a). (25.16)
Dla bardzo matego przesunigcia da, pomijajac cztony rzedu (da)?, mamy
. ) ;
T.(da) f(x) = (1 +daz)f(x) = (1 + dap.) f(x). (25.17)

To, ze hamiltonian nie zmienia si¢ przy przesunieciach, oznacza ze dla dowolnej
funkeji 1(Z) dzialanie przesunigtym i nieprzesunietym hamiltonianem daje ten
sam wynik
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Ty (da) HT, (—da) (&) = Hip(T). (25.18)

Zauwazmy, ze W wyrazeniu po lewej stronie operator Tm(da) przesuwa zarOwno
hamiltonian, jak i funkcje ¢(Z), ale dla funkcji ¢ (F) to przesuniecie jest skom-
pensowane przeciwnym przesunieciem pochodzacym od operatora T}, (—da). Tak
wiec przesuniety jest tylko hamiltonian. Poniewaz powyzsza réwnos$é zachodzi
dla kazdej funkcji ¥ (Z), wynika z niej réwnosé operatorowa Ty (da) HT,(—da) =
Hi stad, mnozac stronami prawostronnie przez Tx (da), zerowanie sie komuta-
tora

[T,.(da), H] = 0 (25.19)

Na podstawie wzoru (25.17) ten wzor oznacza, ze operator p,, komutuje z hamil-
tonianem, a zatem, na mocy réwnania ruchu Heisenberga, ze z-owa sktadowa
pedu jest zachowywana — formalnie zupetnie jak w klasycznej fizyce. Jak juz
wiemy, w mechanice kwantowej otrzymujemy stad sprawdzalne do$wiadczalnie
przewidywanie dla wielkosci $rednich

d ~ —
5 \Ylpalv) =0. (25.20)

Podobnie jak w klasycznej mechanice ten wynik mozna znacznie uogélnié. Jezeli
hamiltonian nie zmienia si¢ przy zmianie ktorejkolwiek wspotrzednej, niekoniecznie
kartezjanskiej, to kanonicznie sprzezony z ta wspotrzedna ped jest zachowywany.
Na przyktad, jesli hamiltonian nie zmienia sie przy obrotach wokot osi z, czyli
przy zmianach kata ¢, to sktadowa z-owa kretu jest zachowywana. Jesli hamil-
tonian jest sferycznie symetryczny, to znaczy nie zmienia sie przy zadnych obro-
tach, wszystkie sktadowe kretu sa zachowywane, chociaz nie wigcej niz jedna na
raz jest okreslona.

Podobienistwo wzoréw klasycznych do wzoréw mechaniki kwantowej w obra-
zie Heisenberga odegrato zasadnicza role przy odkryciu mechaniki kwantowe;j.
Heisenberg postulowatl relacje znane mu z mechaniki klasycznej, a nastgpnie
interpretowat je kwantowo.
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Rozdzial 26

Metoda zaburzen zaleznych
od czasu

Metoda zaburzen zaleznych od czasu, to jest metoda zaburzen zastosowana do
zaleznego od czasu réwnania Schrodingera:

dly(t))

i
N

= H[y(1)). (26.1)

Jak zwykle w metodzie zaburzen zakladamy, ze pelny hamiltonian H da sie
zapisa¢ w postaci

H = Hy + H,, (26.2)
gdzie zaburzenie H, jest proporcjonalne do malego parametru A. Bedziemy
niekiedy pisaé

Hy = A\V(t). (26.3)

Parametr A\ powinien by¢ "maly"w sensie teorii zaburzen, to znaczy taki, ze
szereg

W) =D A ™ (1) (26.4)
k=0

jest szybko zbiezny. Szersza dyskusja tego zalozenia byla podana w rozdziale
13.

Zakladamy, ze hamiltonian niezaburzony Hy nie zalezy od czasu i ma znane,
niezalezne od czasu, wektory wtasne i warto$ci wtasne

Holn) = Euln). (26.5)

Zauwazmy zmiane oznaczeri w poréwnaniu do dyskusji metody zaburzen dla
rownania Schrodingera niezaleznego od czasu — teraz E,, oznacza warto$¢ wlasna
hamiltonianu niezaburzonego.

Bedziemy szukali perturbacyjnego przyblizenia do rozwiazania zaleznego od
czasu rownania Schrodingera (26.1) przy warunku poczatkowym
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1(0)) = [k), (26.6)

gdzie |k) jest jednym z wektoréw wlasnych hamiltonianu Hy. Przy tym wyborze
warunku poczatkowego wzory wychodza najprostsze, a ze wzgledu na liniowosé
réwnan rozszerzenie na bardziej ogdlne warunki poczatkowe nie przedstawia
trudnosci. Poniewaz rownanie Schrodingera jest pierwszego rzedu wzgledem
czasu, warunek poczatkowy jednoznacznie okresla poszukiwane rozwiazanie.

Podobnie jak w metodzie zaburzen niezaleznych od czasu, podstawiamy
rozwinigcie (26.4) do réwnania — w tym przypadku do zaleznego od czasu row-
nania Schrédingera — i przyréownujemy do zera wspolczynniki przy kolejnych
potegach parametru A\. W rzedzie A\° otrzymujemy

dlyp©O (¢

AP0 ()
dt

To réwnanie dyskutowaliSmy juz w rozdziale dwudziestym drugim. Jak tatwo

sprawdzi¢ przez podstawienie, rozwigzaniem speliajacym warunek poczatkowy

(26.6) jest stan stacjonarny

— Holp©(1)). (26.7)

Bt

k). (26.8)

W) = e

W tym przyblizeniu uktad nigdy nie opusci stanu |k), co zreszta w przyblize-
niu, w ktéorym zaburzenie jest catkowicie zaniedbane nie powinno dziwié¢. Dla
cztondéw rzedu A otrzymujemy réownanie

L dp (1))
zh—dt

Wektor |1(%)(t)) juz znamy. Wektora |V (t)) bedziemy szukaé w postaci

= Ho[p V() + V() [0 (£)). (26.9)

Ent

() =D ealt)e™

n), (26.10)

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich n, dla ktérych okreslone sa wartosci
wlasne i wektory wlasne hamiltonianu niezaburzonego. Podstawiajac do row-
nania (26.9) i mnozac powstate rownanie stronami przez wektor dualny (m)|
otrzymujemy po prostych przeksztatceniach

deq(t) 1

= —e™mkt(m|V(t)|k 26.11
gdzie wprowadziliSmy oznaczenie
E,—FE
Wy = — =k (26.12)
h
Warunek poczatkowy (26.6) daje
cn(0) = Opk- (26.13)
Calkujac stronami rownanie (26.11) otrzymujemy dla m # k
|
em(t) = %/ dt’ et (m|V(t)|k), (26.14)
tn Jo
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Dolna granica catkowania jest tu wybrana tak, zeby warunki poczatkowe byty
spetnione.

Na mocy tego wzoru, prawdopodobienistwo ze uktad, ktory w chwili ¢ = 0 byt
w stanie |k), znajdzie sie w chwili ¢ w stanie |m) réznym od stanu poczatkowego,
wynosi

2

t
P (t) = 72 / dt’ et (m) Hy (¢)|) (26.15)
0

Czynnik A, ktory zamienia operator V na operator H 1, wynika stad, ze znaleziony
przez nas wektor |¢(1)(t)) wystepuje w rozwinigciu (26.4) wektora [t(t)) pom-
nozony przez A. Zeby podkresli¢, ze te prawdopodobieristwa przej$é sa rzedu
A2, zapisuje si¢ niekiedy wzor (26.15) w postaci

A2 ?

Pem() = 35 (26.16)

t

/ dt’ it (| V() k)
0

Znajac prawdopodobienstwa przejsé do wszystkich stanéw réznych od stanu |k)

i wiedzac, ze suma prawdopodobienstw wszystkich mozliwych przej$é jest rowna

jeden, otrzymujemy

Pooi(t) =1=" Prm(t) (26.17)
m#k

Bezposrednie obliczenie tego prawdopodobieristwa metoda zaburzen bytoby trud-
niejsze. Dla wspotczynnikow c,, z m # k, pierwsze nie znikajace cztony rozwiniecia
perturbacyjnego sa rzedu ) i ich kwadraty daja petne wktady rzedu A? do praw-
dopodobietistw przejscia |c,,|?. Dla wspolczynnika ¢y, rozwinigeie perturbacyjne
zaczyna si¢ od jedynki i, zeby obliczy¢ pelny wktad rzedu A? do |cx|?, trzeba by
obliczyé ¢, tez z dokladnoscia do czlonow rzedu A\2.

W tym rozdziale wyprowadziliémy podstawowe wzory na prawdopodobieristwa
przejs¢é w pierwszym przyblizeniu rachunku zaburzen zaleznych od czasu. W
nastepnych rozdzialach oméwimy szczegodlne przypadki i zastosowania tych wzorow.
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Rozdziat 27

Zaburzenie stale w czasie

Rozpatrzymy teraz przypadek zaburzenie statego w czasie, miedzy chwila wlaczenia
t = 0 i chwilg wylaczenia ¢ = T (rysunek 1). Na przyktad, w chwili ¢ = 0
umieszczamy atomy wodoru w jednorodnym polu elektrycznym. Po czasie
T wylaczamy pole. Pytanie jest, ile atomoéw wodoru zostalo zjonizowanych?
Jak zawsze w metodzie zaburzeri, wynik jest tym bardziej wiarygodny, im
stabsze jest zaburzenie, ale w podanym tu przyktadzie wazny jest stosunek
pola zewnetrznego do typowego pola wewnatrz atomu. Jak dyskutowaliSmy
w rozdziale trzynastym, caltkiem silne pola, liczac w woltach na centymetr, sa

w tej skali stabe.

Zgodnie z wynikami z poprzedniego rozdziatu, prawdopodobieristwo przejs-
cia ze stanu poczatkowego |k) do jakiego§ wybranego stanu konicowego |n) dane
jest dla czaséw t > T wzorem

T
/ dtenrt
0

Wykorzystalismy tu zalozenie, ze element macierzowy Vi = (n|V|k) znika dla
t>T,adla0<t<T nie zalezy od czasu i wobec tego moze by¢ wyciagniety
przed caltke. Wykonujac catkowanie otrzymujemy

2
X V?

Pacnlt) = =15 (27.1)

T ] itk T (pitwnT _ —itwn T 2 1
/ dteiont] = €20 (e N 2 (L) (27.2)
0 Wnk Wnk 2
Vnk(t)
0 T

Rysunek 27.1: Element macierzowy zaburzenia stalego w czasie V.
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sin?
2

X

-10 -5 5 10

Rysunek 27.2: Po podstawieniu z = %w;mT jest to wykres czesci zaleznej od
czestoscl wpi, we wzorze na prawdopodobienistwo przejscia ze stanu |k) do stanu

Druga rownosé wynika z tego, ze dla kazdego rzeczywistego x: [e'®| = 1 i e'* —

e~ " = 2¢sinx. Podstawiajac do wzoru na prawdopodobienistwo otrzymujemy

A2|Vo)? 4sin® (3w T

Pr_n(t) = ‘hQ | wé:Tz )T2. (27.3)
Zauwazmy, ze prawdopodobienistwo przejscia nie zalezy od czasu t > T', ktory
mozna potozy¢ nieskonczonosé, natomiast zalezy od czasu dzialania zaburzenia
T. Zaleznos¢ prawdopodobieristwa przej$cia od roznicy energii miedzy stanami
poczatkowym i koncowym, proporcjonalnej do wyi, jest zawarta w drugim
utamku po prawej stronie. Wykres tej zaleznosci pokazany jest na rysunku
2.

Jak widaé¢ z rysunku, najprawdopodobniejsze sa przejscia zachowujace en-
ergie, to znaczy takie, dla ktérych w,; = 0. Dla ustalonej wartosci parametru

1
x = iwnkT’ (27.4)

prawdopodobieristwo przejscia zawsze zawiera czynnik T2, ale wspoélczynnik
proporcjonalnosci jest bardzo maly, jesli modut z jest duzy. Uznajmy za niepraw-
dopodobne te przejscia, dla ktorych modut x jest wigkszy od jakiegos zy. Odpowiada
to ograniczeniu na zmiane energii (z definicji dodatnig)

AE < 27’1?. (27.5)

A zatem dla dlugich czasow T energia jest prawie, ze zachowywana. Iloczyn
nieokreslonosci energii AF i czasu T jest rzedu h zgodnie z zasada nieokreslonosci
dla energii i czasu. Zauwazmy, ze nie ma tu zadnej korelacji miedzy rozmyciem
energii AFE i sila zaburzenia A. Jakkolwiek delikatnie uktad jest zaburzany, za-
wsze wywotluje to zmiany energii rzedu % Dla matego A prawdopodobienstwo
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oddziatania zaburzenia z ukladem moze byé znikome, ale jezeli juz to od-
dzialywanie zajdzie, to typowa zmiana energii nie zalezy od A. Jest to jeden z
powoddéw, dla ktorych wedtug mechaniki kwantowej nie mozna przeprowadzié
na uktadzie pomiaru nie zaburzajac go.

W dalszym ciagu tego rozdzialu bedziemy dyskutowali przypadek, kiedy
czas T jest bardzo dlugi. Podobnie jak przy dyskusji stabych pot (rozdziat
trzynasty) okazuje sie, ze czas bardzo dtugi w skali atomowej nie musi by¢ dlugi
liczac w sekundach. To jest wazne, bo gdyby ten czas byt za dtugi, to zaburzenie
byltoby duze i rachunek zaburzen by sie nie stosowal. Bedziemy wiec formalnie
rozpatrywali granice T — oo, pamiegtajac jednak, ze wyniki otrzymane w tej
granicy maja zakres stosowalnosci siggajacy tez do niezbyt dlugich czasow.

W procesie jonizacji atomu wodoru przez state pole elektryczne, i w wielu in-
nych waznych przyktadach, interesuje nas nie tyle prawdopodobienistwo przejscia
do jakiego$ jednego $cisle okreslonego stanu koricowego, co prawdopodobieristwo
przejscia do grupy stanéw o zblizonych energiach. Jak wynika z poprzedniej
dyskusji, jezeli prawdopodobienistwo przejscia nie ma by¢ znikomo male, to en-
ergie tych stanéw musza by¢ bliskie energii stanu poczatkowego, tym blizsze im
dtuzszy jest czas T. Chcemy wiec obliczy¢

A2 sin? z
> Pin(o0) = ﬁ/mk\? —dn T2 (27.6)

Sumowanie po n zastapiliSmy po prawej stronie calkowaniem. Zrobimy teraz
trzy zalozenia upraszczajace, ktore zwykle sa bardzo dobrze spetnione

e Stany n, dla ktérych prawdopodobienistwo przejscia nie jest zaniedby-
walne, réznig si¢ nieznacznie energia i zwykle sa do siebie dos¢ podobne.
Zaniedbamy wigc zaleznosé elementéw macierzowych od n.

e Rozklad stanéw konicowych jest ciagly, lub prawie ciagly, w energii. Przyjmiemy
wiec, ze

dn = p(Ef)dEf, (27.7)

gdzie gestosé stanow koricowych p(Ey) jest stala. W rzeczywistosci gestosé
standéw zalezy od ich energii, ale przejscia mozliwe przy duzych czasach
T nastepuja do tak waskiego przedziatu energii, ze te zalezno$é mozemy
zaniedbac.

e Caltkowanie po energii rozciagniemy od minus do plus nieskoriczonosci.
Poza waskim zakresem energii odpowiadajacym w,r ~ 0 przejsé¢ prakty-
cznie nie ma, wiec to zalozenie nie zmienia w istotny sposéb wynikow.

Przy tych zalozeniach, zmieniajac zmienne z n na Ey, a nastepnie z Ef na z,
otrzymujemy

A2 Vok)? 2h, o [T sin®x
Korzystajac ze wzoru
+0o (142
sin® z
/_OO = dx =, (27.9)



ktorego nie bedziemy tu wyprowadzaé, otrzymujemy

2
S Prcn(o0) = SV Po(E)T, (27.10)
lub réwnowaznie
d 21 . 9
S Pn(o0) = Tl E )P (B ). (27.11)

Ten ostatni wzoér jest znany jako ztota reguta Fermi’ego. Fermi go nie odkryl,
ale w swoich znakomitych wyktadach z mechaniki kwantowej tyle problemoéow za
jego pomocy rozwigzywal, ze nazywal go zlota regula (regola d’oro) i ta nazwa
przyjela sie.

Wedtug zlotej reguty Fermiego, prawdopodobienistwo przejécia na jednostke
czasu dzialania zaburzenia jest state. Na przyktad, w danym polu elektrycznym,
w ciagu dwu godzin ulegnie jonizacji dwa razy wiecej atoméw niz w ciagu jed-
nej godziny. Ten wynik jest zgodny z intuicja. Zauwazmy, ze otrzymaliSmy go
dzigki catkowaniu po stanach koncowych. Dla przejscia do jednego stanu n przy
|wnikT| < 1 prawdopodobienistwo przejscia jest proporcjonalne do T2, a nie do
T. Ten bardzo duzy dodatkowy czynnik jest kompensowany znikomo malym
wspolczynnikiem. Operowanie takimi wielkosciami typu zero razy nieskoric-
zonosé jest niewygodne i dla tego stosujac metode zaburzen zaleznych od czasu,
jezeli taki problem wystepuje, staramy sie go uniknaé przez przejscie do wielkosci
zcalkowanych. Inny przyktad tego podejécia spotkamy w rozdziale trzydziestym
trzecim.
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Rozdzial 28

Kinematyka rozpraszania
elastycznego

W nastepnym rozdziale pokazemy, jak metoda zaburzen z zaburzeniem stalym
w czasie mozna wyprowadzi¢ wzor na rozniczkowy przekroj czynny w rozprasza-
niu elastycznym. W tym rozdziale wprowadzimy potrzebne wiadomosci z kine-
matyki. Z kinematyki, to znaczy te, do ktérych nie sg potrzebne informacje o
tym, jakie oddzialywanie powoduje rozpraszanie.

Przez rozpraszanie elastyczne rozumiemy rozpraszanie, w ktorym ani pocisk,
ani tarcza nie ulegaja zmianie. W takich procesach energia kinetyczna jest za-
chowywana. W przypadku rozpraszania jednej czastki na nieruchomym potenc-
jale V(Z) znaczy to, ze modul pedu czgstki w stanie koricowym jest taki sam
jak w stanie poczatkowym. Zmieni¢ sie moze tylko kierunek pedu i ewentu-
alnie spin, ale efektéow spinowych nie bedziemy tu dyskutowaé¢. Przykladami
proceséw nieelastycznych sa wszystkie procesy z produkcja czastek i procesy, w
ktorych liczba czastek nie ulega zmianie, ale ktoras z czastek zostaje wzbudzona.
W przypadku dwu czastek rozpraszajacych sie elastycznie na sobie, analiza jest
bardzo podobna, jesli prowadzi¢ ja w uktadzie srodka masy pary. Modul pedu
kazdej z czastek jest zachowywany i jako masa wystepuje masa zredukowana
pary (rozdzial jedenasty). Bedziemy tu mowili o rozpraszaniu jednej czastki na
potencjale, ale nalezy pamietaé¢, ze przeniesienie tych wynikéw na rozpraszanie
dwuczastkowe jest bardzo proste.

Przy opisie rozpraszania elastycznego wygodnie jest wprowadzi¢ detektory
rejestrujace wszystkie czastki rozproszone elastycznie!, ktore trafiaja do el-
ementu kata brylowego d2. Mozna réwnowaznie mysle¢ o obszarze df) na
powierzchni odpowiedniej kuli jednostkowej w zwyklej przestrzeni lub w przestrzeni
pedow. Liczba zliczen Np jest w tych warunkach funkcja powierzchni df2, i to
zaréwno pola tej powierzchni, jak i jej potozenia na powierzchni kuli. Jezeli
jednak srednica powierzchni df2 jest dostatecznie mata, to zwykle liczba Np dla
danego polozenia na powierzchni jest proporcjonalna do pola powierzchni df i
nie zalezy od ksztattu df2. Gestosé padajacych czastek n; (rozdzial dwudziesty
czwarty) nie zalezy od wyboru detektora, wiec mozemy zapisaé przekroj czynny
na rozpraszanie elastyczne do kata brytowego df) w postaci

1Sprawdzenie tego moze wymagaé¢ pomiaru energii
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do
o(d) = —5d9. (28.1)
Wspolezynnik przy df) po prawej stronie, ktory zalezy od polozenia detektora,
ale nie zalezy juz ani od ksztaltu, ani od pola df2, jest znany jako rézniczkowy
przekréj czynny rozpraszania elastycznego.
Jezeli ped czastki padajacej oznaczymy pj; i ped czastki rozproszonej gy, to
réznica tych pedéw wynosi

hE =, — py. (28.2)

Te réznice nazywa sie pedem przekazanym, bo to jest ped, ktéry utracita czastka
padajaca i, jesli catkowity ped jest zachowywany, zyskala tarcza. Podnoszac
obie strony tego wzoru do kwadratu, pamietajac, ze p; - py = p?cosf, gdzie
0 jest katem miedzy wektorami p; i Py, czyli katem rozpraszania, i gdzie p?
oznacza kwadrat modutu pedu (wszystko jedno poczgtkowego, czy koricowego)
otrzymujemy

h2K? = 2p*(1 — cos 0) = 4p® sin? g (28.3)

Potrzebne nam beda funkcje ;,, (Z) opisujace czastke padajaca jako czastke
swobodng i funkcje 1,4 (%) opisujace czastke rozproszona jako czastke swobodna
(rozdzial dwudziesty czwarty). Przyjmiemy, ze sa to funkcje falowe czastek z
okreslonym pedem. Takie funkcje normalizowaliémy do delty Diraca (rozdzial
szosty), ale tu chcieliby$my pokazaé, jak przy liczeniu rozniczkowego przekroju
czynnego rézne czynniki, ktére moga dazyé do zera czy do nieskoniczonosci, up-
raszczaja sie. Tak powinno by¢ zawsze przy liczeniu wielkosci porownywalnych
z doswiadczeniem. Przyjmiemy wigc, ze te funkcje falowe znikaja poza jakims
pudlem o bardzo duzej objetosci V. Przy tym zalozeniu mozna stosowaé zwykla
normalizacje do jednosci i otrzymujemy

Py &

. (28.4)

= 1 jPiT ﬁ
¢zn(x) = We s wout(x) =
Powyzsza normalizacja, pray ktorej ©in(Z) 1 Yout(
bo

g

1
—e
VvV

Z) sa

zwyklymi wektorami,

/V (@) d’x =1, (28.5)

jest do$é czesto uzywana i nazywa sie normalizacja w pudle (rozdzial dziewigty).
Przy tej normalizacji musimy teraz obliczy¢ gesto$é czastek padajacych n;.
Rozwazmy prostopadloscian (rysunek 1), ktorego podstawa jest 1em? powierzchni
prostopadlej do wiazki i ktorego wysokosé jest réwna vty. Jezeli v jest predkoscia
padajacych czastek ( “f: il ), to wszystkie czastki, ktore znajduja sie w tym prostopad-
loscianie w chwili ¢ = 0 (i zadna inna!) przetng podstawe w czasie od t = 0
do t = ty3. Prawdopodobieristwo, ze padajaca czastka znajduje sie¢ w tym
prostopadlodcianie, jest rowne stosunkowi objetosci prostopadlo$cianu do objetosci
V', bo w objetosci V znajduje sie na pewno dokladnie jedna czastka i praw-
dopodobieristwo znalezienia tej czastki w jakiej$ objetosci V' wewnatrz V jest
rowne V' /V, jako ze kwadrat modutu funkcji falowej wynosi %, a wiec jest stala.
Otrzymalismy
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< Uto »

Rysunek 28.1: Prostopadloscian uzyty w tekscie przy obliczeniu gestosci czastek
n;. Podstawa oznaczona lcm? lezy w plaszczyznie prostopadlej do kierunku
wiazki. Objetosé prostopadloécianu jest lem?vty = vty.

Uto

n = (28.6)
Parametr ¢y oznacza czas, przez ktory wlaczony jest potencjal V (), i odpowiada
parametrowi T z poprzedniego rozdzialu. Oczywiscie czas ty musi by¢ taki,
zeby prostopadltoscian zmiescit sie¢ w objetosci V, ale poniewaz ta objetos¢ jest
dowolnie duza, nie jest to zadne ograniczenie. Scisle moéwiac, obliczone tu n; jest
prawdopodobienistwem — bardzo malg liczba — a nie liczba czastek uderzajacych
w wybrany lem? powierzchni, ktéra moze byé tylko zero, lub jeden. Na mocy
twierdzenia wielkich liczb jednak, przy wielokrotnym powtarzaniu do$wiad-
czenia, wartosé §rednia liczby czastek bedzie réwna prawdopodobienstwu, ktoresmy
tu wyliczyli.

Zeby zastosowaé zlota regute Fermi’ego, potrzebny jeszcze bedzie wzor na
gestosé standw konicowych. Zaczniemy od prostszego przyktadu, czastki swo-
bodnej w przestrzeni jednowymiarowej, w pudle o dtugosci L. Wartosci wlasne
energii i funkcje falowe, przy L = 1 i warunkach brzegowych, ze funkcja falowa
przyjmuje warto$¢ zero na koricach pudta (¢ (0) = ¢(L) = 0), znalezlismy juz w
rozdziale 10. Tu potrzeby nam bedzie wynik przy dowolnym L i wygodniej jest
przyja¢ warunek, ze funkcja falowa jest okresowa z okresem L, co oczywiscie nie
wyklucza innych, mniejszych czy wiekszych okresow. Wtedy rozumujac jak w
rozdziale 10. otrzymujemy

B 4m2h? 2.

" omr2’

Kazdej z tych wartosci energii, za wyjatkiem FEj, odpowiadaja dwa stany z

pedami odpowiednio £+v/2mF,,. Otrzymujemy wigc zbiér dozwolonych pedow,
okreslajacych jednoznacznie stany,

n=012,.... (28.7)

onh
P = %n; n=041,42,.... (28.8)

Te pedy sa roztozone roéwnomiernie na osi pedow —oo < p < oo tak, ze kazdemu
stanowi mozna przypisa¢ odcinek osi o dtugosci 27hi/L. Objeto$é w przestrzeni
fazowej przypadajaca na jeden stan jest iloczynem objetosci L w zwyklej przestrzeni
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Rysunek 28.2: Element objetosci w przestrzeni pedow. Warunek p < [p] <
p + dp wycina sfere o powierzchni 47p? i grubogci dp. Ograniczenie do pedéw,
ktére trafiaja w kat brytowy dS, redukuje powierzchnie 47p? do powierzchni
p?dfQ. Jezeli powierzchnia df) jest ograniczona tukami # = Const i ¢ = Const,
dozwolony obszar jest w granicy bardzo maltych rozmiaréw prostopadtoscianem
o objetosci p?dQdp = —p?d cos Odpdp.

i objetosci 2nh/L w przestrzeni pedow, a wiec wynosi 27fi. Mozna pokazaé
(twierdzenie Weyla), ze przy L — oo ten wynik nie zalezy od wyboru warunkow
brzegowych.

Dla czastki swobodnej w trzech wymiarach liczba stanéw kwantowych tez
jest proporcjonalna do objetosci przestrzeni fazowej, to znaczy szesciowymi-
arowej przestrzeni, ktorej kazdy punkt odpowiada okreslonym wartosciom trzech
sktadowych wektora potozenia w zwyklej przestrzeni i trzem sktadowym wek-
tora pedu czastki. Podobnie jak w przypadku jednowymiarowym dowodzi sig,
7e na kazda objetosé (27h)? przestrzeni fazowej przypada jeden stan kwantowy.
Dla czastki, ktéra moze sie znajdowaé gdziekolwiek w objetosci V', ma modut
pedu z przedzialu [ p,p + dp | i kierunek pedu odpowiadajacy elementowi kata
brytowego dQ) (rysunek 2) mamy wigec, korzystajac z definicji gestosci standw,
liczbe stanow

Vp?dpdS)

p(Ef)dEs = (27h)?

(28.9)

Poniewaz Ef = %, rozniczka dEy = £dp. Stad otrzymujemy ostateczny wzor

Vmp

p(Ey) = (nhy (28.10)

Zestawmy dane o niebezpiecznych czynnikach, ktore musza sie poupraszczac,
zeby powstal wzoér nadajacy sie do poréwnania z doswiadczeniem. Objetosé V,
ktora moze byé¢ dowolnie duza, wystepuje we wzorach na funkcje ¥, 1 Your,
we wzorze na gesto$é czastek n; i we wzorze na gestos¢ stanow p(Ey). Czas
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oddziatywania ty, za ktory nie bardzo wiadomo co podstawié¢, wystepuje we
wzorze na n;. Element kata brytowego dS2, ktéry powinien by¢ jak najmniejszy,
wystepuje we wzorze na gestosé stanow.
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Rozdzial 29

Pierwsze przyblizenie Borna

W tym rozdziale zastosujemy zlota regute Fermi’ego do obliczenia rézniczkowego
przekroju czynnego na rozpraszanie czastki bezspinowej o masie m na potencjale
V(Z). Wystarczy w tym celu dokona¢ odpowiednich podstawien w ogolnym
wzorze z rozdzialu dwudziestego si6dmego

ZPHf——\< [ p(E ). (20.1)

Wprowadziliémy tu troche zmian w oznaczeniach, zeby sie dostosowaé do zwycza-
jow panujacych w teorii rozpraszania. PomingliSmy czas oznaczany poprzednio
t, ktory mozna zastapi¢ nieskonczonoscia. Oznaczenie tg przyjeliSmy natomi-
ast dla czasu oddzialywania oznaczanego przedtem T. Stan poczatkowy oz-
naczyliémy |¢). Jest to stan czastki swobodnej o znanym pedzie p;. Grupa
stanéw konicowych |f) to sa stany czagstki swobodnej z okreslonymi pedami
Py takimi, ze gwarantuja trafienie do detektora obejmujacego kat brytowy d€Q.
Zaburzenie Hi (%) bedzie tez oznaczane V (), tym razem bez czynnika A\. Mamy
wiec

(1 HL i) / BV (F)in (@) (29.2)

Przy pomocy wzoréw z poprzedniego rozdzialu mozemy ten wynik przepisaé
jako

N 1 2
(Il = o / RV ()P (29.3)
Przekrdj czynny na rozproszenie elastyczne w kat brytowy df2

o (dQ) = Zf Z Py (29.4)

Podstawiajac sume prawdopodobienstw ze zlotej reguty Fermi’ego i wzor na
gestosé standw z poprzedniego rozdzialu, otrzymujemy:

2 Vmp
(27h)3

V 2r 1

/eiﬁ'”zV(f)de
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Zauwazmy, ze objeto$¢ V i czas tp upraszczaja sie. Podstawiajac za o(dQQ)
iloczyn %dQ widzimy, ze we wzorze na roézniczkowy przekrdj czynny upraszcza
sie takze element kata brylowego df2, i otrzymujemy po prostych redukcjach
wzér bez "niebezpiecznych" parametrow

2
do m?

E = W /eleV(.’f)dSJT
Ten wzor jest znany jako pierwsze przyblizenie Borna. Caly szereg perturba-
cyjny nazywa sie w teorii rozpraszania szeregiem Borna. Wyzsze przyblizenia
Borna mozna wyliczaé, liczac kolejne przyblizenia perturbacyjne. Jak widaé
wyliczenie rézniczkowego przekroju czynnego w przyblizeniu Borna jest zwykle
dosé tatwe — sprowadza sie do wykonania calki potréjnej. Naogét znacznie trud-
niej jest znalezé odpowiedZ na pytanie, jak wiarygodny jest ten wynik, czyli
jak dalece sie rézni od wyniku doktadnego? Istnieje jednak mnostwo wynikow
czastkowych i eksperci na ich podstawie zwykle potrafia powiedzieé¢, gdzie w
zakresie ich specjalnosci pierwsze przyblizenie Borna jest wiarygodne, a gdzie
nie.
Jako przyklad zastosowania wyliczymy, w pierwszym przyblizeniu Borna,
rézniczkowy przekrdj czynny dla rozpraszania na potencjale Youkawy

(29.6)

V() = ge;l“"' (29.7)

Catke

.= Lge M7
Vi = / R TIC 3y (29.8)
r
wyliczymy we wspoirzednych sferycznych wybierajac o$ z rownolegle do wektora
K. Przy tym wyborze funkcja podcatkowa nie zalezy od zmiennej ¢, wiec
calkowanie po ¢ daje czynnik 27. Calkowanie po cos jest catkowaniem funkcji
wyktadniczej i otrzymujemy

_ 2mg [
UK
Zauwazmy, ze gdyby$my zamiast potencjalu Youkawy wybrali jako przyktad
potencjatl kulombowski, identyczny z potencjatem Youkawy dla y = 0, to otrzy-
maliby$my catke rozbiezng. Wykonujac catkowania po r i porzadkujac wynik
mamy

efr(ufiK) _ e*"'(ll«JFiK)dT. (299)

dmg
Co po podstawieniu do wzoru Borna daje
d 4m2K?
2 m (29.11)

Q" e KO
Zauwazmy, ze ten wzoér, podobnie jak i wzoér na catke Vy;, ma dobrze zdefin-
iowang granice przy pu — 0:

o _ : (29.12)




Oznaczajac stala sprzezenia przez e? i korzystajac ze wzoru na (hK)? po-
danego w poprzednim rozdziale, dostajemy stad poprawnie wzor Rutherforda
na rozpraszanie kulombowskie:

do m2et

dQ  4ptsin® (1)
Ten wzér mozna wyprowadzi¢ na wiele sposobéw. Rutherford wyprowadzit
go klasycznie, co byto mozliwe, bo nie wystepuje tu stala Plancka. Podane
w tekscie wyprowadzenie mozna by uzasadnié¢ nastepujaco. Potencjal kulom-
bowski rozciagajacy sie na cala przestrzen jest nierealistycznym potencjatem
od tadunku punktowego. Predzej, czy po6zniej pojawi sie jakie§ ekranowanie.
Potencjal Youkawy z maltym wspotczynnikiem p moze by¢ interpretowany jako
ekranowany potencjatl kulombowski. Granica potencjatu Youkawy przy p —
0 moze wiec by¢ lepsza aproksymacja realistycznego potencjalu punktowego
tadunku, niz po prostu potencjal kulombowski. Na szczescie nie musimy sie
zastanawiaé, czy ten argument jest w pelni przekonywujacy, bo na innej drodze
niz tu podalidémy, mozna $cisle wyprowadzi¢ wzoér Rutherforda od razu dla po-
tencjalu kulombowskiego.

(29.13)
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Rozdziat 30

Rozpady rezonansow

W tym rozdziale bedziemy rozpatrywali przypadek zburzenia niezaleznego od
czasu, kiedy stan |k) jest rezonansem a przejicie ze stanu |k) do grupy stanow
|n) jest rozpadem tego rezonansu. Na mocy zlotej reguly Fermi’ego praw-
dopodobienstwo, ze rezonans nie rozpadl sie do chwili At, mozna zapisa¢ w
postaci,

A
Poon(At) =1 - 2L (30.1)
T
gdzie
1 2 N 2
~ = i) pky). (30.2)

Czas At nie moze by¢ za krotki, bo ztota reguta Fermi’ego zostala wyprowa-
dzona dla czaséow dhlugich, ale nie moze tez by¢ za dlugi, bo w koncu praw-
dopodobienistwo wyliczone z tego wzoru statoby sie ujemne. Zreszta, juz znacznie
wczesniej stracitoby wiarygodnos$é pierwsze przyblizenie metody zaburzen. Zaj-
miemy sie teraz wyprowadzeniem wzoru na prawdopodobienistwo dla czaséw
dhugich. Punkt wyjscia stanowi wzor

T

P (t+ dt) = Pe_i(t) <1 — ﬂ) (30.3)

Ten wzor wymaga dyskusji. W jezyku teorii prawdopodobienstwa zdarzenie, ze
rezonans nie rozpadt si¢ do chwili ¢t +dt jest iloczynem dwu zdarzen: tego, ze re-
zonans nie rozpadt sie do chwili ¢ i tego, ze rezonans nie rozpadt sie w przedziale
czasowym (t, t+dt). Prawdopodobienstwo rozpadu w danym odcinku czasu, jesli
wiadomo, ze na poczatku tego okresu rezonans jeszcze si¢ nie rozpadt, nie zalezy
od tego, jak dlugo przed tym zyl rezonans, wiec prawdopodobienstwo iloczynu
zdarzen jest iloczynem prawdopodobienistw czynnikéw. Prawdopodobieristwo
tego drugiego zdarzenia liczymy ze zlotej reguly Fermi’ego. Jest oczywiscie
jakie§ ograniczenie od dotu na czas dt, zeby ta reguta si¢ stosowala, ale za-
ktadamy, ze praktycznie jest ono bez znaczenia. Taka sytuacja wystepuje w
fizyce czesto. Na przyktad, gestosé materialu w danym punkcie przestrzeni
definiuje sie jako stosunek masy materiatu do jego objetosci, przy objetosci
(Scislej srednicy objetosci) dazacej do zera. Ta granica jest jednak rozumi-
ana jako "fizyczna", to znaczy taka, ze nawet w granicy objetosé¢ zawiera duzo
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atoméw. Podobnie jest i tu. Granica dt — 0 oznacza granice fizyczna, to
znaczy taka, ze nawet w granicy mozna stosowaé ztota regute Fermi’ego. Z
drugiej strony, poniewaz czas dt jest maly, zastosowanie metody zaburzen jest
wiarygodne. Przenoszac Py (t) na druga strone rownania, dzielac obie strony
rOwnania przez dt i zastepujac iloraz réznicowy przez pochodna, otrzymujemy
roéwnanie rézniczkowe

de%k(t) 1
— = = —— P, (1); t>0. 30.4
) _Lp (304

Zaktadajac, ze w chwili ¢ = 0, kiedy zaczynamy obserwacje, rezonans si¢ jeszcze
nie rozpadl, mamy warunek poczatkowy

Pe_r(0) = 1. (30.5)

Jedynym rozwigzaniem réwnania z tym warunkiem poczatkowym jest

Pep(t)=e"7;  t>0. (30.6)

To rozwiazanie jest wazne dla wszystkich czaséw nieujemnych, z wyltaczeniem
bardzo krétkich, ktére nas tu nie interesuja i, z przyczyn trudniejszych do
prostego wyjasnienia, bardzo dtugich, ktore zwykle tez sa praktycznie bez znaczenia.
Jest to powszechnie znane prawo wykladniczego rozpadu. Tak si¢ rozpadaja
jadra atomow promieniotworczych, czastki "elementarne", stany wzbudzone
atomow i czasteczek etc.

Powstaje pytanie, jakiej funkcji falowej, czy ogélniej amplitudzie, rezonansu
odpowiada to prawo rozpadu. Prawdopodobienistwo jest kwadratem modulu
amplitudy, a wiec

A, () =e";  t>0. (30.7)

O fazie wzér na prawdopodobienistwo nie daje zadnej informacji, ale przyjmiemy
zalozenie, naturalne przynajmniej dla rezonanséw, ktore zyja dostatecznie dtugo,
ze faza jest taka, jak dla swobodnej czastki o energii Ey = hw,. Wtedy

A(t) = e e ™t >0, (30.8)

Dla t < 0 musimy potozyé¢ Ag(t) = 0, zeby nam si¢ rezonans za wczesnie nie
rozpadl. Ze wzgledu na pierwszy czynnik i na skok w chwili ¢ = 0 nie jest to
amplituda stanu o okreslonej energii. Musi by¢ natomiast superpozycja standéw
o okreslonej energii i da¢ sie zapisa¢ w postaci

+o0
A(t) = / dwip(w)e™ ™t (30.9)

Rozktad prawdopodobienstwa dla energii p(E) i rozktad prawdopodobieristwa
dla czestosci p(w) sa zwigzane wzorem p(E)dE = p(w)dw. Na mocy poprzed-
niego wzoru p(w) = |¢p(w)|? i poniewaz dE = hdw,

p(E) = b~ o(w) . (30.10)

Zeby znalezé funkcje p(w) mozna albo pommnozyé réwnosé (30.9) obustron-
nie przez ¢t i wykonaé catkowanie po czasie po prawej stronie za pomoca
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wzoru (6.15) z rozdzialu szostego, albo rozpoznaé we wzorze (30.9) transfor-
macje Fouriera i skorzysta¢ ze znanego wzoru na transformacje odwrotnga. W
kazdym razie otrzymuje sie

1 > ; 1 1
= — Ap()etdt = — —— . 30.11
o) = g0 [ At = S (30.11)

Stad rozklad energii jest
1

—1 2

) = 0P ~ (o (30.12)
Jest to zarazem rozklad energii dla produktéw rozpadu, z ktérego w praktyce
wnioskujemy o energii uwolnionej w rozpadzie. Na przyktad, jesli wzbudzony
atom rozpada sie na atom w stanie podstawowym i kwant promieniowania elek-
tromagnetycznego, to suma energii kwantu i energii odrzutu atomu w stanie
podstawowym nie jest ustalona, ale ma rozklad (30.12). Mowi sie w takim
przypadku o profilu linii widmowej. W ostatnim wzorze pomineliémy malo in-

teresujacy staly czynnik. Wprowadzajac szerokosé rezonansu I'

F:— .].
= (30.13)

otrzymujemy, znéw pomijajac czynnik normalizacyjny, wzor

1
—
(Ex — E)? + 112

p(E) ~ (30.14)
Ten wzor jest tak wazny, ze byt wielokrotnie odkrywany i ma roézne nazwy. Na
przyktad w fizyce czastek i w fizyce jadrowej nazywa si¢ wzorem Breita-Wignera.
W optyce jest to wzor Lorentza, a w matematyce wzor Cauchy’ego. Wykres tej
funkcji jest pokazany na rysunku 1. Jak widaé¢ ze wzoru i z rysunku, kiedy
roznica energii |E — Ej| jest duza, gestosé jest mata. Gestosé jest maksymalna
dla E = Ey. W otoczeniu tego punktu rozciaga sie obszar o szerokosci rzedu T,
w ktorym gestosé ma wartosci poréwnywalne z gestoscia maksymalna. Bardziej
ilosciowo, gestosé spada do potowy gestosci maksymalnej przy F = Fi+ %I‘. Dla
tego parametr I' jest nazywany niekiedy szerokoscia potéwkowa. Zauwazmy, ze
wobec prostego zwigzku (30.13) miedzy parametrami I" i 7, jest wszystko jedno
czy podajemy szerokos$é rezonansu I, czy czas zycia rezonansu 7. Zwykle podaje
sie 7, jesli czas zycia jest dosyé dlugi, a I', jesli jest bardzo krotki, ale to jest
tylko zwyczaj. Zauwazmy na koniec, ze wariancja otrzymanego rozktadu jest
rozbiezna do nieskoriczonosci.
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Rozdzial 31

Oddzialywanie tadunku
elektrycznego z polem
elektromagnetycznym

Wedtug fizyki klasycznej, na punktowy tadunek elektryczny e dziala w polu
elektromagnetycznym sita Lorentza

. L1 .
F:e<E+—z7>< B). (31.1)
&

Ta sita, przy danym tadunku e, zalezy od natezenia pola elektrycznego E,
predkosci czastki ¥ i natezenia pola magnetycznego B. Pola moga by¢ wyrazone
przez potencjaly. Jezeli pole magnetyczne nie zalezy od czasu, to mozna wprowadzié

potencjal elektrostatyczny (Z) zwigzany ze sktadowymi wektora pola elek-
trycznego wzorami

dyp dyp
) E1 = —75
Ox’ v Oy

Potencjat wektorowy ff(f) jest zwiazany ze skladowymi pola magnetycznego
wzorami

0z’

0A. 94, . 0A, 0A. 04, 94,

oy 9z’ Y0z oz’ T 9r Oy

W krétszym zapisie wektorowym

B, =

(31.3)

E=-Vo(@); B=VxA. (31.4)
Znajac pole elektryczne, mozna wyznaczy¢ potencjat elektrostatyczny z doktad-
noscig do stalej addytywnej. Znajac pole magnetyczne, mozna wyznaczy¢ po-
tencjal wektorowy tylko z doktadnoscia do tak zwanej transformacji cechowania

A(Z) — A(Z) = A(Z) + VA(Z), (31.5)
gdzie A(Z) jest dowolng dostatecznie regularng funkcja potozenia. Potencjaly
wektorowe A i A’ daja to samo pole magnetyczne, a za tym i te sama site

165



dziatajaca na czastke. Dla prostoty ograniczyliSémy sie tu do szczegblnego przy-
padku, kiedy ani potencjaly, ani funkcja A(Z) nie zaleza od czasu. Twierdze-
nie, ze w teorii klasycznej sita zalezy od potencjaléow tylko poprzez pola, jest
jednak ogolnie prawdziwe. Mozna wiec potencjaly calkowicie wyeliminowaé
i rozwigzywaé rownania ruchu uzywajac tylko pol: elektrycznego i magnety-
cznego.

W teorii kwantowej niezalezne od czasu réwnanie Schrédingera dla czastki
w polu elektromagnetycznym, ktérego wyprowadzenie pomijamy, ma postaé!

2 . 2
(9 2 A@) v@ +eolei@) = Bo@. 619

Kladac /Y(f) = 01 identyfikujac iloczyn ed(Z) z potencjalem V (&), otrzymujemy
stad zwykle, niezalezne od czasu, réwnanie Schrodingera bez pola magnety-
cznego. Jezeli jednak potencjal wektorowy /Y(:i") nie jest identycznie réwny zero,
to otrzymujemy réwnanie, z ktérego naogo6t nie da sie¢ wyeliminowaé potenc-
jahi wektorowego przez odpowiednie podstawienie pola magnetycznego. Mozna
natomiast pokazaé¢, ze to roéwnanie nie zmienia sie przy transformacjach ce-
chowania w tym sensie, ze jesli dwa potencjaly wektorowe spelniaja relacje
(31.5), to opisuja taki sam uklad. Fakt, ze znajomos$é pol nie wystarczy do
tego, zeby przewidzie¢ ruch czastki, ilustruje stynny efekt Bohma-Aharonowa,
ktory dyskutujemy ponizej.

Rozwazmy nastepujacy uktad. Elektron wylatuje ze zrodta Z i po drogach
Cy i Cy dolatuje do punktu na ekranie F (rysunek 1, strzalki na razie ignoru-
jemy). Zakladamy, ze drogi czastek sa w plaszczyznie rysunku. W tych warunk-
ach na ekranie zachodzi interferencja i, na przyklad jesli ekran jest pokryty
odpowiednia emulsja, mozna zobaczyé¢ prazki interferencyjne. Jak dotad jest
to uproszczona wersja eksperymentu opisanego w rozdziale pierwszym. Przy-
pusémy jednak, ze miedzy torami C; i Cs znajduje sie obszar D, narysowany
jako kotko na rysunku, w ktérym jest jednorodne pole magnetyczne o natezeniu
é, skierowane prostopadle do plaszczyzny rysunku. Poza obszarem D pole
magnetyczne jest identycznie rowne zero. W szczeg6lnosci jest réwne zero w
obszarach przebywanych przez elektrony. Klasycznie, skoro elektrony poruszaja
sie w obszarze, gdzie pole jest zero, nie oddzialuja z polem i to jakie pole panuje
w obszarze D nie powinno wplywaé na ich ruch. Tymczasem doswiadczalnie
stwierdza sie, ze polozenia prazkow na ekranie zaleza od tego, jak silne jest
pole B. Ten wynik, sprzeczny z klasyczna fizyka, jest znany jako efekt Bohma-
Aharonowa. Wynika z oddzialywania elektronéw z potencjalem wektorowym,
ale nie zalezy od wyboru wycechowania. Mozna go wyprowadzi¢ z podanego
powyzej rownania Schrodingera. Latwo sie przekonaé, ze jakiekolwiek wybral-
iby$my wycechowanie, potencjal wektorowy nie moze znika¢ w calym obszarze,
przez ktory leca elektrony: Ze zwigzku potencjatu wektorowego z polem mag-
netycznym i z znanego z matematyki twierdzenia Stokesa wynika, relacja

1Wynika to stad, ze klasycznie, w obecnosci potencjatu wektorowego fT, wektorowi potoze-
nia & czastki o tadunku e odpowiada kanonicznie z nim sprzezony ped P = P+ %A: gdzie
~ %. Pedowi P
odpowiada zgodnie z ogélnymi regutami kwantowania operator —ihV. Stad pedowi do wzoru
na energie odpowiada operator ;A7: —ih (ﬁ — % _‘) i kwadrat tego operatora zostal wstawiony
do réwnania Schrodingera.

P jest tym pedem, ktoéry wchodzi do wzoru na energie kinetyczng: Eygp, =
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Cy

Rysunek 31.1: Efekt Bohma-Aharonowa. Elektrony ze zrodla Z drogami Cj i
Cs docieraja do ekranu F i tam daja prazki interferencyjne. Rozktad prazkow
zalezy od pola magnetycznego w obszarze D, chociaz elektrony przez ten obszar
nie przechodza, a tam gdzie leca elektrony pole magnetyczne jest zawsze réwne
zero. Krzywa zamknieta i zorientowana C, wspominana w tekscie, sktada sie z
tukow C 1 Cs przebieganych jak oznaczaja strzaltki.

f?f A-ds=o(C). (31.7)
C

Po lewej stronie tego wzoru jest calka okrezna po krzywej zamknigtej C', obie-
ganej w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek zegara. Po prawej stronie jest
strumieri pola magnetycznego przez dowolna powierzchnie ograniczona krzywa
C. Krzywa C' ogranicza wiele réznych powierzchni, ale strumien pola magnety-
cznego przez kazda z nich jest taki sam. Wezmy jako krzywa C krzywa zlozong z
toru C przebieganego rownolegle do predkosci elektronu i toru Cs przebieganego
w przeciwnym kierunku. facznie krzywa C jest krzywa zamknieta i przebiega
przez obszar, gdzie sie poruszaja elektrony. Wybierzmy jako powierzchnig, dla
ktorej liczymy strumien pola magnetycznego, obszar w plaszczyznie rysunku 1
ograniczony krzywymi C; i Cy. W sktad tego obszaru wchodzi obszar D z
réoznym od zera strumieniem pola magnetycznego i pozostale obszary, ktérych
wktad do strumienia pola magnetycznego jest rowny zero. Wynika z tego, ze
strumieri catkowity po prawej stronie wzoru jest rézny od zera. To z kolei
dowodzi, ze catka okrezna po lewej stronie musi by¢ rézna od zera, co nie byloby
mozliwe, gdyby potencjal wektorowy A byt w jakimkolwiek wycechowaniu rowny
zero wszedzie wzdtuz drog elektronow. Niezalezno$é tej calki od wycechowania
mozna, zreszta, sprawdzi¢ i bezposrednio, bo przy dosé stabych zatozeniach
calka okrezna z gradientu dowolnej funkcji jest rowna zero, a zatem zmiana
wycechowania polegajaca na dodaniu gradientu do potencjatlu wektorowego nie
wplywa na calke okrezna. Efekt Bohma-Aharonowa zostal przewidziany p6zno
(dopiero w roku 1959) i zaskoczyt wielu fizykow. Dzi§ rozumiemy, ze ten efekt
ilustruje jedna z gtebokich réznic miedzy fizyka klasyczna i fizyka kwantowa.
Rownanie Schrédingera zalezne od czasu dla czastki w polu elektromagne-
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tycznym, ktére moze by¢ zalezne od czasu, ma postaé

- 2 2
maw(af’t) _ 2hm (ﬁ _ ﬁA( )) W(T,t) + e®(F, t)h(Z, 1), (31.8)

przy czym ®(Z,t) nie jest juz naogdl zwyklym potencjatem elektrostatycznym.
To réwnanie upraszcza sie nieco, jesli potencjal wektorowy jest staby w sensie
teorii zaburzeri. W rozwinigciu

(@ g t))2 _vr % (- A@.1) + A@.0) - ) + O(&(.1) (31.9)

mozemy wtedy pominaé ostatni czton rzedu A? (Z,t). Dalsze uproszczenie mozna
uzyskaé, jesli wybraé cechowanie, w ktérym

A(Z,t)-V =V - A(Z,1)). (31.10)

Takie cechowanie zwykle da si¢ znalezé. W koncu wszystkie pozostale czlony
zawierajace potencjal wektorowy mozna zebraé¢ w jeden operator zaburzenia

A e -, -

H, = ch(:mt)) - P. (31.11)
Mozna wiec probowaé nastepujacej strategii przy rozwiazywania problemdw
wlasnych z nie za silnym polem magnetycznym. Najpierw rozwiazaé prob-
lem bez pola magnetycznego, a nastepnie wprowadzi¢ to pole jako zaburzenie i
stosowaé metode zaburzen.

Zeby moc przeprowadzi¢ konkretne rachunki, trzeba znaé¢ potencjal wek-
torowy pola. Dla przejs¢ dipolowych elektrycznych w atomach, dyskutowanych
w rozdziale trzydziestym trzecim, ®(&Z,t) = 0, ale bedzie nam potrzebny, wzor
na potencjal wektorowy ptaskiej fali elektromagnetycznej o czestosci kotowej w
i wektorze falowym k. Ogolny wzoér ma postac

Aw, #,t) = Ag(w) cos(k - T — wt). (31.12)

Jak wida¢ wychodzimy tu poza klasg potencjatow wektorowych niezaleznych od
czasu, ale wzér na operator zaburzenia H, pozostaje w mocy. Wektor Ao( )
jest wektorem stalym w czasie i w przestrzeni, ktory ze wzgledu na wybrane
wycechowanie musi spelnia¢ warunek k- Ay (w) = 0. Dhugosé wektora Ay(w) jest
zwigzana z czesciej uzywanym parametrem — z natezeniem fali przy czestosci
w oznaczanym [ (w) — wzorem

[ Ao(@)? =~ T(w)d (31.13)
Dalsze uproszczenie mozna uzyskaé, jesli zauwazy¢, ze w argumencie kosinusa
pierwszy czton jest bardzo maly. Oszacujmy ten czton. Operator zaburzenia
bedzie sredniowany po stanie atomu. Istotne sg wiec wektory polozenia z |Z| ~
ao, gdzie ag ~ 0.53 x 10~ 8cm oznacza, jak zwykle, promienn Bohra. Wektor
falowy k zalezy od dlugosci emitowanej fali. Dla swiatta widzialnego o dtugosci
fali A rzedu 107° cm mamy |k| = 2” ~ 6 x 10°cm~!. Iloczyn skalarny k-Z jest
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wiec w praktyce rzedu 0.003 radiana. Taka poprawka do argumentu kosinusa
jest zwykle bez znaczenia i mozna stosowaé przyblizenie

A(w) ~ Ay(w) cos(wt) = %/Yo(w) (e +e ™). (31.14)

To przyblizenie, jak pokazemy w rozdziale trzydziestym trzecim, prowadzi do
wzoré6w na prawdopodobienstwa przejsé¢ dipolowych elektrycznych w atomach.
Czesto sie zdarza, zwykle w zwiazku z jakas symetria, ze dla danych dwu stanow
atomu prawdopodobienistwo przej$cia dipolowego elektrycznego jest zero — linia
jest wzbroniona. W takich sytuacjach male wyrazy, ktére pomijamy dla przejsé
dozwolonych, staja sie istotne i otrzymuje sie przejScia wzbronione: dipolowe
magnetyczne, kwadrupolowe elektryczne itd.

W stworzeniu teorii i doswiadczalnym odkryciu takich przej$¢ zasadnicza
role odegrali polscy fizycy: teoretycy Wojciech Rubinowicz i Jan Blaton, oraz
eksperymentator Henryk Niewodniczaniski. Trudnos$é¢ do$wiadczalna polegata
na tym, ze czasy zycia odpowiadajace przejSciom wzbronionym sa dtugie i
zwykle zanim atom zdazy wypromieniowaé¢ kwant elektromagnetyczny i prze-
j$¢ do stanu podstawowego, uderza w inny atom lub w Scianke i traci swoja
energie bez wypromieniowania kwantu. Latwo jest zredukowaé¢ wplyw Scianek
zwiekszajac ci$nienie gazu, lub zredukowaé¢ wplyw zderzen zmniejszajac cisnie-
nie gazu. Nie bylo jednak wiadomo, jak wyeliminowaé obie te przeszkody
jednoczesnie. Pomyst Henryka Niewodniczaniskiego polegal na tym, zeby roz-
cieficzy¢ gaz promieniujacych atomow gazem doskonalym. Atomy gazéw dosko-
natych nie maja nisko lezacych stanéw wzbudzonych i dla tego ich zderzenia z
innymi atomami sa zwykle elastyczne — zderzajace si¢ atomy zmieniaja tylko
pedy, zachowujac bez zmiany swoje stany elektronowe. Z drugiej strony, takie
zderzenia rownie dobrze chronig przed dotarciem do $cianek jak inne. Mieszajac
atomy par otowiu z atomami argonu, rzeczywiscie udalo mu sie¢ zaobserwowacé
linie widmowe zakazane przez reguly rzadzace promieniowaniem dipolowym
elektrycznym — linie wzbronione. W tym przypadku bylo to promieniowanie
dipolowe magnetyczne, co udalto sie udowodnié badajac rozszczepienie linii w
polu magnetycznym (efekt Zeemana). Potem odkryto jeszcze wiele linii wzbro-
nionych. Jak dzi§ wiemy, niektére sa nawet dobrze widoczne golym okiem
w zorzach polarnych. Tam panuje niskie ci$nienie, ale nie ma problemu ze
Sciankami. Linie wzbronione tlenu i azotu zaobserwowano w roku 1864 w wid-
mie Wielkiej Mglawicy w Orionie. Poniewaz w warunkach ziemskich te linie nie
byly obserwowane, przypisano je nowemu pierwiastkowi, ktéry nazwano neb-
ulium. Jak hel na Storicu, tak nebulium miato znajdowaé sie w mglawicach.
Sprawa zostala definitywnie wyjasniona dopiero metodami mechaniki kwantowej
w drugiej potowie lat dwudziestych XX wieku. W tych wykladach ograniczamy
si¢ do przejsé¢ dipolowych elektrycznych.
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Rozdzial 32

Zaburzenie harmonicznie
zalezne od czasu

W tym rozdziale oméwimy inny wazny przykltad zaburzenia zaleznego od czasu —
zaburzenie harmonicznie zalezne od czasu. Przyjmujemy, ze element macierzowy
zaburzenia ma postaé

(n|Hy|k) = AV~ ™t w # 0. (32.1)

Wspoélczynnik V,,, w tym wzorze jest stala i dzieki temu calke z rozdzialu
dwudziestego szostego

2

t
Pon(t) = 12 / et () Fy )t (32.2)
0

tatwo jest wykonaé¢. Calkujac jak w rozdziale dwudziestym siédmym otrzymu-
jemy

2 B A2 Vok|? sin® (%(wnk — w)t) 9

= FLQ (%(wnk —w)ﬁ)Q

)\2|‘/;Lk7 2

t
/ ei(wnk —w)t’ dt/
0
(32.3)

Widag, ze dla w = 0 ten wzoér przechodzi w wzor dla zaburzenia niezaleznego
od czasu z rozdzialu dwudziestego sibdmego. Stosuje si¢ tez rysunek 2 z tego
rozdziatu z ta tylko zmiana, ze teraz

x = %(wnk — w)t. (32.4)

Tak wiec, biezacy czas t zastepuje czas trwania zaburzenia T i réznica wyr — w
wielko$é wy. Przenoszac tu dyskusje tamtego rysunku widzimy, ze dla duzych
czasOw t mozliwe sa tylko przejscia, dla ktorych

Wnk ~ W. (325)

Interpretacja tego wyniku zalezy od znaku parametru w. Zacznijmy od przy-
padku w > 0. Wtedy warunkiem przejscia jest
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E, — Ej, = hw > 0. (32.6)

Po wplywem tego zaburzenia mozliwe jest tylko przejscie ze stanu k do stanu o
energii wyzszej, mniej wigcej o hiw. Dla w < 0 odpowiedni warunek ma postaé

Ej — E, = hjw| > 0. (32.7)

W tym przypadku mozliwe jest wigc tylko przejécie do stanu o energii nizszej o
hlw].

Rozpatrzmy konkretny przykilad. Gaz sklada sie z atoméw o poziomach
energetycznych Fy < E; < Fy < ... Przez ten gaz przechodzi wiazka Swiatla.
Jak omawialiSmy w poprzednim rozdziale, odpowiada to zaburzeniu, ktoérego
operator jest iloczynem operatora niezaleznego od czasu i czynnika

1 .
cos (wt) = 3 (et +e ™), w > 0. (32.8)

Sciglej mowiac, tak byloby, gdyby wiazka byta doktadnie monochromatyczna.
Realistyczna wigzka $wiatla ma pewien rozklad czestosci p(w). Jak pokazemy
w dalszej czedci tego rozdziatu, prawdopodobienistwa przej$¢ pochodzace od
roznych wartosci 1 znakéw parametru w mozna obliczaé osobno i dodawaé¢ do
siebie. Przypusémy teraz, ze temperatura jest niska i praktycznie wszystkie
atomy sa w stanie o energii Fy. Wtedy k£ = 0 i moga zachodzi¢ tylko przejscia z
E,, > E;. Wobec tego czlony zaburzajace proporcjonalne do e™*;  w > 0, czyli
e~ o < 0w poprzedniej notacji, nie daja przejé¢. Cztony zaburzajace pro-
porcjonalne do e~™?*;  w > 0 moga powodowaé przejscia, ale tylko dla czestosci
spelniajacych w przyblizeniu warunek (32.6). Co zaobserwujemy badajac wiazke,
ktora przeszta przez gaz? Przepuszczajac wychodzaca wiazke przez pryzmat o
dostatecznie duzej zdolnosci rozdzielczej zobaczymy w widmie czarne prazki.
Brakujace czestosci beda powiazane z energiami wzbudzenn atomoéw wzorem
(32.6). Stanowig wiec wizytowke gazu, przez ktory swiatto przeszlo. Zaob-
serwowanie takich prazkow w swietle stonecznym pozwolito na ustalenie sktadu
chemicznego atmosfery Storica i bylo poczatkiem wspotczesnej astrofizyki. Myslac
o wiazce jako o roju fotonéw, mozna zadaé sobie pytanie, co sie z niemi dzieje po
zaabsorbowaniu. Zwykle po chwili zostaja znéw wyemitowane, ale naogét juz
nie w kierunku wiazki, wiec obserwator patrzacy wzdluz wiazki ich nie widzi.
To co tu opisalidmy, to sa widma absorbcyjne i efekt rezonansowy polegajacy na
tym, ze tylko niektére czestosci sa zdolne do wzbudzania atoméw. Patrzac na te
sama wiazke w gazie z boku, widzimy tylko fotony weymitowane przez atomy,
ktore je pochlonety. Ze wzgledu na opisany powyzej mechanizm, beda to tylko
fotony o okreslonych czestosciach charakterystycznych dla rozpraszajacego gazu.
Robiac analize rozktadu czestosci mozna wiec i z tego $wiatta wyznaczyé sktad
promieniujacego gazu. Nazywa sie to badaniem widm emisyjnych.

Nasuwa si¢ pytanie, co powoduje, ze gaz emituje fotony. Na pierwszy rzut
oka odpowiedz wydaje si¢ bardzo prosta. W emisji stan poczatkowy ma wyzsza
energie niz stan konicowy, wiec emisje powoduja czlony zaburzajace typu e™?;
w > 0. Jest tu jednak jedna istotna trudnosé, na ktéra zwrocit uwage Ein-
stein. Poniewaz w fali plaskiej (32.8) czlony e™™! i e~ wystepuja z réwnymi
wspolczynnikami, prawdopodobienstwa przej$é ze stanu k do stanu n i ze stanu
n do stanu k, liczone na jeden atom, wychodza takie same. Liczba atoméw prze-
chodzacych ze stanu k do stanu n jest réwna iloczynowi tego prawdopodobienistwa
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Rysunek 32.1: Rownowaga miedzy stanami |k) i [n) wymaga, zeby $rednie liczby
czastek w tych stanach, ny i n,, byly zachowywane, przy czym wiadomo, ze ng >
nn. Prawdopodobienistwa przejs¢ wymuszonych miedzy rozwazanymi stanami
sa réwne i wynosza p,, na atom i na jednostke czasu. Prawdopodobieristwo
przejscia samorzutnego ze stanu |n) do stanu |k) wynosi ps na atom i jednostke
czasu. Przej$s¢ samorzutnych ze stanu |k) do stanu |n) nie ma. Warunkiem
rownowagi jest ngpw = Ny (Pw + Ds)-

iliczby atoméw w stanie k. Liczba atomoéw przechodzacych w tym samym czasie
ze stanu n do stanu k jest rowna iloczynowi tego samego prawdopodobieristwa
i liczby atomoéw w stanie n. Jezeli uklad jest w réwnowadze, to liczba atomow
przechodzacych ze stanu k do stanu n powinna by¢ réwna liczbie atoméw prze-
chodzacych w tym samym czasie ze stanu n do stanu k. Sprzecznosé staje sie
widoczna, jezeli sie wie, ze wedlug mechaniki statystycznej w stanie o nizszej
energii znajduje si¢ w stanie rownowagi wiecej atoméw niz w stanie o wyzszej
energii. Einstein rozwiazal problem postulujac, ze chociaz wzbudzanie atomdow
(absorbcja $wiatla) jest poprawnie opisywana przez mechanike kwantowg, to
istnieja dwa mechanizmy emisji: emisja wymuszona, taka jak sie liczy w me-
chanice kwantowej i dodatkowa emisja samorzutna, ktoérej jest akurat tyle, zeby
speliony byl warunek réwnowagi (rysunek 1). To znaczy, ze nawet przy zu-
pelnym braku pola zewnetrznego, kiedy zaburzenie jest zero i nie powoduje
zadnych przej$é, wzbudzony atom ma skonczony czas zycia. Odwrotnoscia
tego czasu zycia, pomnozona przez h, jest tak zwana szerokos¢ wtasna linii.
Dzi§ wiadomo, jak prawdopodobienistwa samorzutnych przej$é¢ w atomach liczy¢
metodami elektrodynamiki kwantowej. Jest godne uwagi, ze Einstein zdotal je
wyliczy¢, uzywajac tylko mechaniki kwantowej i fizyki statystyczne;j.
Rachunek jest bardzo prosty. W stanie rownowagi (rysunek 1)

ap ar") ar
nk(T)I(w,T)# —n,(T)(w,T) 5 k=, i k (32.9)

Prawdopodobienistwa przejs¢ wymuszonych napisalismy tak, ze cala zaleznosé
od temperatury znajduje si¢ w czynniku I (w, T') (rozdzial 33). Natezenie promieniowa-
nia w rownowadze I (w, T) otrzymuje sie mnozac gestosc energii ze wzoru Plancka
(rozdzial 1) przez predkosc swiatta ¢
hw? 1
Hw,T)= ——F. (32.10)

2.2 hw
T=C ekBT — 1

Srednie populacje stanéw dane sa wzorem Boltzmanna (rozdzial 8)
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N E;

i=—e FT;  i=kn, 32.11
ng = e ¥ i n ( )

gdzie N/Z jest stala normalizacyjna. Podstawiajac i rozwiazujac na praw-
dopodobienistwo przejscia samorzutnego na jednostke czasu, otrzymujemy

dP(i) w? dP(L) 4w
= = e 2

gdzie druga réwnosé¢ wynika ze wzoru, wyprowadzonego w rozdziale 33, na
prawdopodobienistwa przej$¢ wymuszonych na jednostke czasu, w przyblizeniu
dipolowym elektrycznym.

W granicy dtugich czaséw mozna uprosci¢ wyrazenie na prawdopodobienistwo
przejscia przy zaburzeniu harmonicznym, uzywajac matematycznego twierdzenia

.2
. sin”(xt)
Podstawiajac ten zwiazek do wzoru na prawdopodobienistwo przejscia na jed-
nostke czasu, otrzymujemy przyblizenie dobre dla bardzo duzych ¢

d )\2 V, k 27‘( Wnk — W

dt h 2
W tej granicy dwie rozne czestosci w nie moga interferowaé ze soba, bo daja
wktady do przej$¢ do réznych stanéw konicowych. Widaé tez, ze po to, zeby
ten wzér porownywaé z doswiadczeniem, trzeba si¢ pozbyé delty Diraca. W
poprzednim rozdziale osiagneliSmy to przez catkowanie po energii stanu kori-
cowego, czyli, z dokladnoscia do stalego czynnika, po w,ir. W nastepnym
rozdziale wykorzystamy w tym celu catkowanie po w. Zapiszemy jeszcze wynik
dla zaburzenia, gdzie zalezno$¢ od czasu jest typu AV cos(wt). Wobec braku
interferencji otrzymujemy

5( ). (32.14)

d /\2|Vnk|27r Wnpk — W
i Dm0 = =25 <5( 5

dt

Wyniki dotyczace rezonansowej absorbcji i emisji maja prosta interpretacje,
jezeli rozumie¢ $wiatlo ( ogolniej fale elektromagnetyczng ) jako zbior fotonéow o
energiach hw. W pierwszym przyblizeniu rachunku zaburzen mozliwe sa procesy
dwu typow: atom absorbuje kwant i zwigksza swoja energie¢ o hw lub atom
emituje kwant i zmniejsza swoja energie o hiw. Tak wiec w obu procesach energia
jest zachowywana. W wyzszych przyblizeniach rachunku zaburzen otrzymuje
sie procesy wielokwantowe, gdzie atom absorbuje, czy emituje, dwa lub wiecej
kwantow i zmienia swoja energie tak, ze catkowita energia jest zachowywana. W
zakresie stosowalnosci metody zaburzei, to znaczy przy nie za silnych polach
elektromagnetycznych, prawdopodobienistwo takiego procesu szybko spada ze
wzrostem liczby lacznie absorbowanych, lub emitowanych, kwantow.

)+ 5(“’”’“2+ w)) . (32.15)
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Rozdzial 33

PrzejScia dipolowe
elektryczne w atomach

W tym rozdziale wyprowadzimy wzér na prawdopodobienistwa przejsé dipolowych
elektrycznych w atomach. Beda nam potrzebne elementy macierzowe hamilto-
nianu zburzenia wyprowadzonego w rozdziale trzydziestym pierwszym

(n|Hy|k) = —%Eo(w) - (n|plk) cos(wt). (33.1)

W calym obecnym rozdziale przyjmujemy konwencje w > 0. Element macie-
rzowy pedu przeksztalcimy wykorzystujac wzory Ehrenfesta i réwnanie ruchu
Heisenberga

(n|plk) :mm%u@ = %”mm:%—%m@. (33.2)

Dtugosé wektora |ff0| gra w tym problemie role¢ matego parametru A. Element
macierzowy (33.1) obliczamy w pierwszym przyblizeniu rachunku zaburzen,
czyli z dokladnoscig do czlonow rzedu A. Z tego wynika, ze we wzorze (33.2)
mozemy zaniedba¢ operator Hy, ktory jest rzedu A i po podstawieniu do wzoru
(33.1) datby wyraz rzedu A\2. We wzorze (33.2) mozemy wigc zastapié¢ operator
H przez operator Hy. Jest to istotne uproszczenie, bo stany |k) 1 |n) sa stanami
wlasnymi operatora Hy do wartosci wtasnych odpowiednio Ej i E,. Wynika
stad, ze wzor (33.2) mozna przepisa¢ w postaci

(n|plk) = imwnr (n|Z|k), (33.3)

gdzie, jak zwykle, wprowadziliSmy oznaczenie

E,—F
wpp = Tk (33.4)
h
Mamy wigc
2 2 ewaLk T S0 2
[{nlHi k)" = =5 Ao(w) - (nlZ]k)[". (33.5)

Ostatni czynnik po prawej stronie jest kwadratem iloczynu skalarnego dwu wek-
toréw. Iloczyn skalarny mozna zapisaé jako iloczyn trzech czynnikéw: dtugosci
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pierwszego wektora, dlugosci drugiego wektora i kosinusa kata miedzy tymi
dwoma wektorami. Przyjmiemy, ze kierunek wektora ffo jest ustalony, a ori-
entacje atomoéw w gazie sg rozdzielone losowo tak, ze wszystkie orientacje wek-
tora (n|Z|k) sa jednakowo prawdopodobne. Warto$¢ srednia funkcji cos? 6 po
rozktadzie sferycznie symetrycznym jest rowna jednej trzeciej. Mamy wigc dla
$redniego kwadratu elementu macierzowego

2 2
e*w?,
3c?

lub podstawiajac wzor z rozdziatu trzydziestego pierwszego

|(nl Hy[k)|? = | Ao(w)*(n|Zk)[? (33.6)

——— 8relw? A
[(n|H1|k)]? = 3Tfkl<n|$\k>l21(w)dw~ (33.7)
Podstawiajac ten wynik do wzoru na pochodna po czasie prawdopodobieristwa

przejscia (32.15), otrzymujemy

o0 2,2
dPy—p, 8me‘ws

Wnk — W
dt a2l " 32 (

Wnk + W
2

RERREIE )+ (2455

(33.8)
Ze wzgledu na obecnosé delt Diraca pod catka mozemy wprowadzi¢ uproszczenia:

k1 1) = I(lwu). (33.9)

Powstaje wiec wzor

dPy_.,, _ 472
dt 3h%

. oo W Wk — W Wnk +w
Gl onad) [ (522572 4 52 E)

2 2
(33.10)
Zmieniliémy zmienna catkowania z w na %w, zeby utatwi¢ catkowanie delt Diraca.
Niezaleznie od tego, czy opisujemy absorbcje promieniowania (wnr > 0), czy
emisje (wpr < 0), jedna z delt pod calka nie daje przyczynku, a druga daje
caltke réwna jeden. Mamy wigc konicowy wzor

dP,_, 4m?e?
dt 3h%c
stosujacy sie rownie dobrze do emisji, jak i do absorbcji. Roéwnos$é tych dwu
prawdopodobienistw byta juz wykorzystywana w poprzednim rozdziale przy uza-
sadnianiu istnienia przej$é samorzutnych.
Otrzymane tu prawdopodobieristwo jest proporcjonalne do kwadratu mod-
utu elementu macierzowego

[(nlZR) 1 (i) (33.11)

(nle@|k) = / dz gt (2) ey (). (33.12)

Jezeli dodatni tadunek |e| jest skoncentrowany w poczatku uktadu wspoélrzednych,
a ujemny tadunek e ma gestosé¢ p(#) znormalizowang do jednosci, to taki uktad
ma moment dipolowy elektryczny

i= / Preip(F). (33.13)
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Ze wzgledu na podobienistwo tego wzoru do wzoru (33.12), przejicia, ktore tu
omawiamy, nazywa si¢ przejSciami dipolowymi elektrycznymi.

Przejscie danego typu miedzy danymi stanami atomu jest mozliwe tylko,
jesli spetnione sa odpowiednie warunki, znane jako reguly wyboru. Na przyktad
badajac caltke po prawej stronie wzoru (33.12) mozna udowodnié, ze w atomie
wodoru przejécie dipolowe elektryczne ze stanu |n, [, m, s,) do stanu |n/, ', m’, s,)
jest mozliwe tylko, jesli s =s,, m' =mlubm’' =m=+1il' =1+1.
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