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Rozdziaª 1

Szczególna teoria wzgl¦dno±ci

1.1 Ukªady inercjalne i zasada wzgl¦dno±ci

Szczególna teoria wzgl�edno±ci okre±la, jak maj�a si�e do siebie obserwacje robione
przez obserwatorów spoczywaj�acych w ró»nych inercjalnych ukªadach odniesie-
nia. Zaczynamy wi�ec od wprowadzenia ukªadów inercjalnych. Ukªady iner-
cjalne, które b�edziemy rozwa»a¢, s�a ukªadami odniesienia w czterowymiarowej
czasoprzestrzeni. Punkt w takiej czasoprzestrzeni jest okre±lony przez podanie
czterech liczb (t,x) i nazywa si�e zdarzeniem (ang. event) lub punktochwil�a.
Mo»na sobie wyobra»a¢, »e w ka»dym punkcie x zwykªej przestrzeni znajduje
si�e zegar odmierzaj�acy czas t. Zdarzenie (t,x) nast�epuje w punkcie x, kiedy
znajduj�acy si�e tam zegar wskazuje czas t. Wszystkie te zegary chodz�a tak samo
w tym sensie, »e dwa zegary umieszczone w tym samym punkcie x i zsynchro-
nizowane w jakiej± chwili, na przykªad t = 0, tak »e pokazuj�a ten sam czas,
pozostaj�a zsynchronizowane dla wszystkich t > 0. Mówimy, »e dwa zegary w
jednym punkcie mo»na zsynchronizowa¢ trwale. Synchronizacja zegarów znaj-
duj�acych sie w ró»nych punktach x jest bardziej skomplikowana, ale wiadomo
jak to robi¢ i nie ma tu istotnych trudno±ci, z tym »e taka synchronizacja na
ogóª nie okazuje si�e trwaªa.

Ukªad odniesienia nazywamy ukªadem inercjalnym, je±li speªnione s�a
nast�epuj�ace dwa warunki [2].

• Da si�e trwale zsynchronizowa¢ zegary we wszystkich punktach x.

• Dla danej chwili t (wedªug tych zsynchronizowanych zegarów) geometria
w przestrzeni x jest euklidesowa, przy czym odlegªo±ci mi�edzy punktami
x nie zale»�a od wyboru chwili t.

Czasem, zamiast o ukªadzie inercjalnym, mówi si�e o obserwatorze inercjalnym,
lub krócej o obserwatorze, rozumiej�ac przez to obserwatora nieruchomego w
danym ukªadzie. Dalej b�edziemy cz�esto pisa¢ ukªad zamiast ukªad inercjalny.
Poniewa» ukªady, z którymi b�edziemy mieli do czynienia, b�ed�a prawie zawsze
inercjalne, ten skrót nie prowadzi do nieporozumie«. Mo»na pokaza¢, »e ukªad
poruszaj�acy si�e ruchem przyspieszonym wzgl�edem ukªadu inercjalnego nie mo»e
by¢ ukªadem inercjalnym oraz, »e ukªad w którym dziaªa pole grawitacyjne nie
mo»e by¢ ukªadem inercjalnym. Ukªad inercjalny jest wi�ec pewn�a idealizacj�a
spotykanych w rzeczywisto±ci ukªadów.
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Wa»n�a dodatkow�a informacj�e o ukªadach inercjalnych mo»na uzyska¢ w
oparciu o zasad�e wzgl�edno±ci, któr�a mo»na sformuªowa¢ nast�epuj�aco:

• Prawa �zyki s�a identyczne we wszystkich ukªadach poruszaj�acych si�e wzgl�edem
siebie ruchem jednostajnym prostoliniowym.

Ta zasada nie obejmuje ukªadów otrzymanych przez odbicia przestrzenne lub
czasowe, które omówimy w paragra�e 1.3. Z zasady wzgl�edno±ci wynika natych-
miast, »e ka»dy ukªad poruszaj�acy si�e ruchem jednostajnym prostoliniowym w
stosunku do jakiego± ukªadu inercjalnego te» jest ukªadem inercjalnym.

Zasada wzgl�edno±ci jest jednym z dwu podstawowych zaªo»e«, na których
opiera si�e szczególna teoria wzgl�edno±ci. Skromne pocz�atki tej zasady s�a pi�eknie
opisane w podr�eczniku [3], gdzie mo»na znale¹¢ obszerny cytat z pracy Galile-
usza, od której si�e wszystko zacz�eªo, i informacje o pierwszych testach do±wiad-
czalnych. Podane tu sformuªowanie zasady wzgl�edno±ci nie stosuje si�e, je±li
trzeba uwzgl�ednia¢ pola grawitacyjne [2]. Einstein pó¹niej znalazª uogólnienie,
które stosuje si�e i w takich przypadkach, ale to ju» nale»y do wykªadu ogólnej
teorii wzgl�edno±ci.

�wiczenie Wn�etrze sztucznego satelity lec�acego z wyª�aczonymi motorami
jest w dobrym przybli»eniu ukªadem inercjalnym. Przedyskutowa¢ jako±ciowo
ruch wzgl�edny dwu sztucznych satelitów poruszaj�acych si�e po ró»nych orbitach
w wywnioskowa¢ st�ad, »e pole grawitacyjne psuje zasad�e wzgl�edno±ci.

• • • • •

1.2 Geometria Minkowskiego

Jako drugie, obok zasady wzgl¦dno±ci, zaªo»enie przyjmujemy, »e czasoprze-
strze« jest przestrzeni¡ Minkowskiego (Minkowski 1908). Opart¡ o aksjo-
maty teori¦ przestrzeni Minkowskiego, ze szczególnym podkre±leniem jej podo-
bie«stwa do teorii przestrzeni euklidesowej, mo»na znale¹¢ w skrypcie [4]. Po-
j¦ciem pierwotnym s¡ wektory, które b¦dziemy zapisywa¢ zwykªym drukiem,
rezerwuj¡c druk pogrubiony dla wektorów bez skªadowej czasowej. We¹my przy-
kªadowo wektor ∆x. Symbol ∆ jest wprowadzony, »eby przypomnie¢, »e taki
wektor nie musi by¢ zaczepiony w pocz¡tku ukªadu, a wi¦c mo»e by¢ rozumiany
jako ró»nica dwu wektorów wodz¡cych. Kiedy wektor jest zaczepiony w
pocz¡tku ukªadu, mo»na go oznacza¢ x. Podobnie jak w geometrii eu-
klidesowej, wektor mo»e by¢ okre±lony przez podanie jego skªadowych, ale to
wymaga uprzedniego wyboru ukªadu odniesienia. Stosuje si¦ zapis:

∆x = {∆x0,∆x1,∆x2,∆x3} = {∆xµ}, (1.1)

gdzie wska¹niki 0, 1, 2, 3 oznaczaj¡ kolejno skªadowe: czasow¡, x-ow¡, y-ow¡ i
z-ow¡. Z kontekstu wnioskuje si¦, czy w danym zdaniu lub wzorze ∆x oznacza
niezale»ny od ukªadu odniesienia wektor, czy zbiór zale»nych od ukªadu odnie-
sienia skªadowych, czy x-ow¡ skªadow¡ wektora. Przyjmujemy konwencj¦, »e
wska¹niki ªaci«skie przebiegaj¡ warto±ci (1, 2, 3), a wska¹niki greckie warto±ci
(0, 1, 2, 3). Zauwa»my, »e translacja zmienia punkt zaczepienia wektora, ale nie
zmienia jego skªadowych. Przyjmujemy ukªad jednostek, w którym pr¦dko±¢
±wiatªa (w pró»ni) c = 1. Tak wi¦c wszystkie cztery skªadowe wektora maj¡ ten
sam wymiar.
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W geometrii euklidesowej wyró»nione s¡ przeksztaªcenia, które nie zmieniaj¡
kwadratów dªugo±ci wektorów. Te przeksztaªcenia, zwane euklidesowymi, sta-
nowi¡ grup¦ i obejmuj¡ translacje, obroty i inwersj¦. Podobnie w geometrii
Minkowskiego wyró»niona jest grupa przeksztaªce«, które nie zmieniaj¡ formy
kwadratowej interw

∆s2 = (∆t)2 − (∆x)2 = gµν∆xµ∆xν , (1.2)

gdzie

gµν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 . (1.3)

Te wzory wymagaj¡ komentarzy. W ostatnim wyra»eniu we wzorze (1.2) za-
stosowana zostaªa konwencja Einsteina. Wedªug tej konwencji, je»eli jaki±
wska¹nik grecki powtarza si¦ dwa razy, raz jako górny, raz jako dolny, to zna-
czy »e sumuje si¦ po nim od 0 do 3. We wzorze mamy wi¦c sum¦ 16 czªonów,
odpowiadaj¡c¡ dwu powtórzonym greckim wska¹nikom. Macierz gµν jest znana
jako tensor metryczny. Wybrali±my konwencj¦, wedªug której znaki elemen-
tów diagonalnych s¡ + − −−. Mo»na wybra¢ jako tensor metryczny macierz
−gµν , co odpowiada konwencji − + ++. W±ród �zyków zajmuj¡cych si¦ �-
zyk¡ w czterowymiarowej czasoprzestrzeni konwencja +−−− wyra¹nie wypiera
popularniejsz¡ kiedy± konwencj¦ − + ++, ale w teoriach wi¦cej-wymiarowych
konwencja − + ++ i jej uogólnienia na wi¦cej wymiarów s¡ dogodniejsze1. W
ka»dym razie, czytaj¡c prac¦ bezpiecznie jest sprawdzi¢, której konwencji autor
u»ywa. Wyra»enie ∆s2 jest znane jako interwaª. Interwaª mo»e by¢ dodatni,
ujemny lub zerowy. Trajektori¦ cz¡stki w czasoprzestrzeni nazywamy lini¡
±wiata tej cz¡stki. Dla dowolnie wybranych dwu punktochwil linii ±wiata, in-
terwaª ∆s2 jest dodatni, je±li cz¡stka porusza si¦ z pr¦dko±ci¡ (±rednio) mniejsz¡
od pr¦dko±ci ±wiatªa, ujemny je±li ruch jest z pr¦dko±ci¡ wi¦ksz¡ od pr¦dko±ci
±wiatªa i zerowy je±li pr¦dko±¢ jest równa pr¦dko±ci ±wiatªa.

�wiczenie Udowodni¢ stwierdzenia zawarte w ostatnim zdaniu.

• • • • •

Grup¦ przeksztaªce«, które nie zmieniaj¡ interwaªów, b¦dziemy nazywali rozsze-
rzon¡ grup¡ Poincarégo. Podgrupa pozostaªa po usuni¦ciu z tej grupy translacji
nazywa si¦ grup¡ Lorentza. W dalszym ci¡gu b¦dziemy si¦ zajmowali gªównie
grup¡ Lorentza. Transformacje Lorentza, z de�nicji, przeksztaªcaj¡ pocz¡tek
ukªadu w pocz¡tek ukªadu. Stwierdzenie, »e czasoprzestrze« jest przestrzeni¡
Minkowskiego, interpretujemy jako zaªo»enie, »e przej±cia mi¦dzy ukªadami in-
ercjalnymi s¡ transformacjami z rozszerzonej grupy Poincarégo, to znaczy »e
interwaª nie zale»y od (inercjalnego) ukªadu odniesienia. Udowodnimy teraz
wa»ne twierdzenie �zyczne.

Wybieramy wektor ∆x, którego pocz¡tek i koniec znajduj¡ si¦ w dwu ró»nych
punktochwilach linii ±wiata cz¡stki poruszaj¡cej si¦ ruchem prostoliniowym z
pr¦dko±ci¡ ±wiatªa c = 1. W takim razie

1Dzi¦kuj¦ prof. K. Meissnerowi za informacje na ten temat
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(∆t)2 = (∆x)2, (1.4)

co oznacza, »e

∆s2 = 0. (1.5)

Poniewa» interwaª nie zale»y od ukªadu odniesienia, pr¦dko±¢ tej cz¡stki jest
równa pr¦dko±ci ±wiatªa w ka»dym ukªadzie odniesienia. To jest zaskakuj¡cy
wynik. Cz¡stki poruszaj¡cej si¦ z pr¦dko±ci¡ ±wiatªa, w szczególno±ci ±wiatªa,
nie da si¦ dogoni¢. Nie ma ukªadu, w którym by taka cz¡stka spoczywaªa.
Einstein przyj¡ª równowa»ny wynik jako zaªo»enie2 i uzupeªniwszy je zasad¡
wzgl¦dno±ci wyprowadziª caª¡ szczególn¡ teori¦ wzgl¦dno±ci. Zamiana zaªo»e-
nia, »e pr¦dko±¢ ±wiatªa jest taka sama w ka»dym ukªadzie, na zaªo»enie, »e
czasoprzestrze« jest przestrzeni¡ Minkowskiego jest typowa dla ewolucji �zyki
teoretycznej. Przechodzi si¦ od zaªo»e«, które maj¡ prosty sens intuicyjny czy
bezpo±redni dowód do±wiadczalny, do zaªo»e«, które stanowi¡ dogodny punkt
wyj±cia do zastosowa«. Na przykªad, Newton wyprowadziª swoje prawo gra-
witacji z praw Keplera, wczesne sformuªowania drugiej zasady termodynamiki
orzekaªy, »e nie da si¦ zbudowa¢ maszyn pewnych typów.

Warunkiem wystarczaj¡cym, »eby przeksztaªcenie nale»aªo do rozszerzonej
grupy Poincarégo jest, »eby nie zmieniaªo ani (∆t)2, ani (∆x)2. St¡d wszystkie
przeksztaªcenia euklidesowe, nale»¡ do tej grupy. Zauwa»my, »e przeksztaªcenia
euklidesowe nie zmieniaj¡ pr¦dko±ci ukªadu. Pozostaj¡ wi¦c do zbadania przej-
±cia mi¦dzy ukªadami inercjalnymi poruszaj¡cymi si¦ wzgl¦dem siebie. Takie
przeksztaªcenia s¡ nazywane pchni¦ciami (ang. boost).

1.3 Klasy�kacja Transformacji Lorentza

Oznaczmy {xµ} wspóªrz¦dne w ukªadzie U jakiej± punktochwili i {x′µ} wspóª-
rz¦dne tej samej punktochwili w ukªadzie U ′. Szukamy transformacji

x′µ = x′µ(x0, x1, x2, x3), µ = 0, 1, 2, 3 (1.6)

nie zmieniaj¡cych interwaªów, a wi¦c w szczególno±ci takich, »e

gαβdx
αdxβ = gµνdx

′µdx′ν = gµν
∂x′µ

∂xα
∂x′ν

∂xβ
dxαdxβ . (1.7)

Zaczynamy od ogólnej klasy�kacji. Porównuj¡c wspóªczynniki przy dxαdxβ w
pierwszym i trzecim wyra»eniu otrzymujemyloride

∂x′µ

∂xα
gµν

∂x′ν

∂xβ
= gαβ . (1.8)

Zauwa»my, »e lewa strona tej równo±ci jest iloczynem trzech macierzy, przy
czym pierwsza i trzecia s¡ wzgl¦dem siebie transponowane3. Bior¡c wyznacz-

2W swojej pracy z roku 1905 Einstein zaªo»yª, »e pr¦dko±¢ ±wiatªa nie zale»y od pr¦dko±ci
jego ¹ródªa. To znaczy, na mocy zasady wzgl¦dno±ci, »e jest taka sama w ukªadzie, w którym
¹ródªo spoczywa, i w ukªadzie, w którym ¹ródªo porusza si¦ z dowolnie ustalon¡ pr¦dko±ci¡
|v| < 1.

3Transpozycja jest potrzebna, bo mno»¡c macierze sumuje si¦ po przylegªych wska¹nikach.
Je±li w pochodnej wska¹nik górny uznamy za pierwszy, to drugi iloczyn po lewej stronie
jest iloczynem macierzy, natomiast pierwszy wymaga transpozycji macierzy stoj¡cej po lewej
stronie
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niki z obu stron równo±ci, i wykorzystuj¡c twierdzenia, »e wyznacznik z iloczynu
macierzy jest równy iloczynowi wyznaczników tych macierzy oraz »e transpozy-
cja macierzy nie zmienia jej wyznacznika, mamy wobec Det gµν = −1, lordet(

Det
∂x′ν

∂xβ

)2

= 1. (1.9)

S¡ wi¦c dwie mo»liwo±ci: wyznacznik w powy»szym wzorze mo»e by¢ równy +1
lub −1. Kªad¡c we wzorze (1.8) α = β = 0 otrzymujemy:(

∂x′0

∂x0

)2

= 1 +

(
∂x′1

∂x0

)2

+

(
∂x′2

∂x0

)2

+

(
∂x′3

∂x0

)2

≥ 1. (1.10)

I znowu» powstaj¡ dwie mo»liwo±ci: ∂x′0

∂x0 ≥ 1,lub ∂x′0

∂x0 ≤ −1. Mo»emy wi¦c
wyró»ni¢ nast¦puj¡ce cztery rodzaje transformacji Lorentza [4].

• Transformacje wªa±ciwe4, dla których ortoch

Det
∂x′ν

∂xµ
= 1;

∂x′0

∂x0
≥ 1. (1.11)

T¦ grup¦ transformacji b¦dziemy oznaczali symbolem L↑+.

• Odbicia czasowe, dla których

Det
∂x′ν

∂xµ
= −1;

∂x′0

∂x0
≤ −1, (1.12)

• Odbicia przestrzenne, dla których

Det
∂x′ν

∂xµ
= −1;

∂x′0

∂x0
≥ 1. (1.13)

• Odbicia zupeªne, dla których

Det
∂x′ν

∂xµ
= 1;

∂x′0

∂x0
≤ −1. (1.14)

Tylko wªa±ciwe transformacje Lorentza przeksztaªcaj¡ ukªady inercjalne w
ukªady inercjalne w rzeczywistym ±wiecie. Dlatego, gªównie te b¦dziemy dysku-
towali i, tam gdzie to nie prowadzi do nieporozumienia, b¦dziemy je nazywali
po prostu transformacjami Lorentza. Pozostaªe transformacje, które obejmiemy
ª¡czn¡ nazw¡ niewªa±ciwych transformacji Lorentza lub odbi¢, przeksztaªcaj¡
rzeczywiste ukªady inercjalne w ukªady nierzeczywiste, na przykªad dla odbi¢
przestrzennych, w ukªady po drugiej stronie lustra. W tych innych ±wiatach
inne prawa rz¡dz¡ sªabymi oddziaªywaniami, nie s¡ to wi¦c te ukªady inercjalne,
dla których jest speªniona zasada wzgl¦dno±ci. Mimo to, jak dalej zobaczymy,
badanie niewªa±ciwych transformacji Lorentza jest u»yteczne. Mo»na je ªatwo
otrzyma¢ z wªa±ciwych, dokonuj¡c dodatkowo: dla odbi¢ czasowych transforma-
cji ∆t → −∆t, dla odbi¢ przestrzennych transformacji ∆x → −∆x i dla odbi¢

4Zwykle dodaje si¦ ortochroniczne, lub z zachowaniem kierunku czasu, ale pozostaniemy
przy krótszej nazwie
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zupeªnych transformacji ∆t → −∆t i ∆x → −∆x. Zauwa»my jeszcze, »e nie-
wªa±ciwe transformacje Lorentza, w odró»nieniu od wªa±ciwych, nie zawieraj¡
jedynki (identyczno±ci), nie stanowi¡ wi¦c podgrup peªnej grupy Lorentza.

Najmniejsz¡ grup¦ zawieraj¡c¡ translacje i transformacje L↑+ nazywamy
grup¡ Poincarégo. Zaªo»enie szczególnej teorii wzgl¦dno±ci mo»emy wi¦c
sformuªowa¢ nast¦puj¡co: Transformacja z ukªadu inercjalnego prowadzi
do ukªadu inercjalnego równowa»nego w sensie zasady wzgl¦dno±ci,
wtedy i tylko wtedy, kiedy nale»y do grupy Poincarégo.

Przedyskutujemy teraz bardziej szczegóªowo wªa±ciwe transformacje Lorentza.

1.4 Wªa±ciwe transformacje Lorentza

Zauwa»my, »e je±li poddamy tej samej transformacji czterowektor i wektory
bazowe ukªadu odniesienia, to skªadowe nowego czterowktora wzgl¦dem nowej
bazy b¦d¡ identyczne ze skªadowymi starego wektora wzgl¦dem starej bazy.
Je±li chcemy otrzyma¢ jak¡± zmian¦, to mo»emy albo przetransformowa¢ czte-
rowektor pozostawiaj¡c wektory bazowe, czyli ukªad odniesienia, bez zmian,
albo przetransformowa¢ ukªad odniesienia nie zmieniaj¡c czterowektora.

�wiczenie Sprawdzi¢ te stwierdzenia dla obrotów wokóª osi z.

• • • • •

Dotychczas stosowali±my tak zwan¡ interpretacj¦ biern¡ transformacji
Lorentza: transformacja przeprowadzaªa skªadowe wektora w ukªadzie U w skªa-
dowe tego samego wektora w ukªadzie U ′, a wi¦c zmieniaªy si¦ tylko wektory
bazowe. Przy interpretacji czynnej, transformacja przeprowadza skªadowe
wektora z ukªadu U ′ w skªadowe tego samego wektora, w ukªadzie U . Jest
to wi¦c transformacja odwrotna w stosunku do transformacji przy interpreta-
cji biernej. Podr¦cznikowe macierze Dj

m′m(α, β, γ), reprezentuj¡ce obroty, s¡
podawane dla interpretacji czynnej, dlatego pocz¡wszy od tego paragrafu t¦
interpretacj¦ b¦dziemy stosowa¢.

Okre±lenia reprezentacji, czynna i bierna, wi¡»¡ si¦ z nast¦puj¡cym rozu-
mowaniem. Niech transformacja interpretowana biernie przeprowadza wektor
∆x′ w wektor ∆x. Przez wektor rozumiemy tu zbiór jego skªadowych, bo sam
wektor pozostaje bez zmian, jest bierny. Obserwator natomiast zaczyna u»y-
wa¢ ukªadu U ′ zamiast ukªadu U , co zmienia wekory bazowe i, co za tym idzie,
wspóªrz¦dne wektora. Opiszemy teraz t¦ sam¡ transformacj¦ w interpretacji
czynnej. W ukªadzie U , oprócz wektora ∆x′, de�niujemy nowy wektor, który
ma takie ma skªadowe w ukªadzie U , jak wektor ∆x w ukªadzie U ′. Poniewa»
transformacja w interpretacji czynnej jest odwrotna do transformacji w inter-
pretacji biernej, przy interpretacji czynnej skªadowe wektora ∆x przechdz¡ w
skªadowe wektora ∆x′. Oba wektory s¡ zde�niowane w tym samym ukªadzie,
a wi¦c wektory bazowe nie ulegaj¡ zmianie i to wektor zostaje zmody�kowany.
W tym sensie bierze czynny udziaª w transformacji.

�wiczenie Narysowa¢ dowolny wektor x′ = {x′, y′} zaczepiony w pocz¡tku
ukªadu U na pªaszczy¹nie. Dorysowa¢ ukªad U ′, którego osie powstaj¡ z osi
ukªadu U przez obrót o k¡t α wokóª osi z. Skªadowe wektora x′ w ukªadzie
U ′ oznaczy¢ {x, y}. Pokaza¢, »e transformacja {x′, y′} → {x, y} jest obrotem o
k¡t α w interpretacji biernej. Narysowa¢ ukªad U z wektorami {x, y} i {x′, y′}.
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Pokaza¢, »e transformacja {x, y} → {x′, y′} jest obrotem o k¡t α w interpretacji
czynnej.

• • • • •

�wiczenie Sprawdzi¢, »e wyniki uzyskane w poprzednich dwu paragrafach
nie ulegaj¡ zmianie przy zamianie interpretacji biernej na czynn¡.

• • • • •

Ka»d¡ wªa±ciw¡ transformacj¦ Lorentza U ′ → U mo»na sprowadzi¢ do ci¡gu
trzech transformacji: obrotu euklidesowego (to znaczy w trójwymiarowej prze-
strzeni euklidesowej), po którym o± z jest ustawiona równolegle do pchni¦cia,
pchni¦cia wzdªu» osi z i obrotu euklidesowego ustawiaj¡cego osie przestrzenne
w kierunkach x′, y′, z′.

�wiczenie Pokaza¢, »e ustawienie osi x′, y′, z′ okre±la jednoznacznie poªo-
»enie osi t′.

• • • • •

Oczywi±cie, je±li ukªady U i U ′ poruszaj¡ si¦ z t¡ sam¡ pr¦dko±ci¡, to caªa trans-
formacja sprowadza si¦ do obrotu i pierwsze dwie operacje s¡ zb¦dne. Poniewa»
przyjmujemy, »e teoria obrotów jest znana, wystarczy przedyskutowa¢ pchni¦-
cia wzdªu» osi z. Wszystkie wprowadzane w tym paragra�e pr¦dko±ci ukªadów
b¦d¡ równolegªe, lub antyrównolegªe, do osi z.

Nie zmniejszaj¡c ogólno±ci mo»emy przyj¡¢, »e pchni¦cie wzdªu» osi z jest
bezobrotowe, to znaczy takie, »e bezobr

∆x = ∆x′ i ∆y = ∆y′. (1.15)

Warunek zachowania interwaªu przybiera wi¦c posta¢ intran

(∆t)2 − (∆z)2 = (∆t′)2 − (∆z′)2. (1.16)

Zakªadaj¡c, »e relacja mi¦dzy skªadowymi ∆x i ∆x′ jest liniowa5 i speªnia wa-
runki (1.11) mo»na j¡ zapisa¢ w postaci loreta

∆t′ = ∆t cosh η + ∆z sinh η, ∆z′ = ∆t sinh η + ∆z cosh η. (1.17)

Wprowadzony tu parametr η jest nazywany po±pieszno±ci¡ (ang. rapidity)
i ma prost¡ interpretacj¦ �zyczn¡. Wybierzmy jako wektor ∆x odcinek linii
±wiata cz¡stki spoczywaj¡cej w ukªadzie U ′, a zatem poruszaj¡cej si¦ w ukªadzie
U z pr¦dko±ci¡ v równ¡ pr¦dko±ci ukªadu U ′ wzgl¦dem ukªadu U . To daje
∆z = 0. Podstawiaj¡c do wzorów (1.17) i dziel¡c stronami równanie drugie
przez pierwsze otrzymujemy defrap

tanh η =
∆z′

∆t′
= v, (1.18)

Mamy wi¦c, wzajemnie jednoznaczn¡ odpowiednio±¢ mi¦dzy po±pieszno±ci¡ i
pr¦dko±ci¡ ukªadu U ′, a wi¦c i cz¡stki, wzgl¦dem ukªadu U . Przy okazji udo-
wodnili±my, »e dla danego pchni¦cia, okre±lonego przez po±pieszno±¢ η, ukªad

5To zaªo»enie mo»na udowodni¢. Dowód podany jest w uzupeªnieniu na ko«cu tego roz-
dziaªu.
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U ′ porusza si¦ wzgl¦dem ukªadu U ruchem jednostajnym tak, jak to powinno
by¢ dla dwu ukªadów inercjalnych.

�wiczenie Napisa¢, dla pchni¦¢ bezobrotowych, ogóln¡ relacj¦ liniow¡ mi¦-
dzy skªadowymi ∆x i ∆x′, a nast¦pnie wykaza¢, korzystaj¡c z to»samo±ci (1.16)
i warunków (1.11), »e mo»na j¡ zapisa¢ w postaci (1.17).

• • • • •

Wyra»aj¡c kosinus hiperboliczny przez tangens hiperboliczny i korzystaj¡c ze
wzoru (1.18), mo»emy przepisa¢ wzory (1.17) w postaci:lorenz

∆t′ = γ(∆t+ v∆z),

∆z′ = γ(∆z + v∆t), (1.19)

gdziegamma

γ =
1√

1− v2
. (1.20)

Ta funkcja pr¦dko±ci jest znana jako czynnik Lorentza.
Transformacj¡ odwrotn¡ do pchni¦cia bezobrotowego z pr¦dko±ci¡ v jest

pchni¦cie bezobrotowe z pr¦dko±ci¡ −v, a zatem »eby przej±¢ do interpretacji
biernej wystarczy zmieni¢ znak pr¦dko±ci. Wzory (1.19) ze zmienionym znakiem
pr¦dko±ci spotyka si¦ wielu w podr¦cznikach.

�wiczenie W ukªadzie U , wzdªu» osi z′, jedzie samochód z pr¦dko±ci¡ v. Z
samochodem wi¡»emy ukªad U ′ tak, »e dla ±rodka samochodu z ≡ 0. Sprawdzi¢
w przybli»eniu nierelatywistycznym wzory (1.19).

• • • • •

�wiczenie Pokaza¢, »e w ukªadzie U o± t tworzy k¡t θ = arctan v z osi¡ t′

i k¡t π
2 − 2θ z osi¡ z.

• • • • •

Wzór (1.20) traci sens dla v > 1, wi¦c cz¡stka punktowa nie mo»e si¦ poru-
sza¢ z pr¦dko±ci¡ wi¦ksz¡ od pr¦dko±ci ±wiatªa6 , i co za tym idzie nie mo»e by¢
u»yta do przekazania informacji z pr¦dko±ci¡ wi¦ksz¡ od pr¦dko±ci ±wiatªa. Po-
pularna hipoteza, »e w »aden sposób nie da si¦ przekaza¢ informacji z pr¦dko±ci¡
wi¦ksz¡ ni» pr¦dko±¢ ±wiatªa wyst¦puje ju» u Poincarégo [3] i dla realistycznych
ukªadów mo»e jest prawdziwa, ale nie nale»y do standardowej szczególnej teorii
wzgl¦dno±ci. Einstein przyj¡ª tylko zaªo»enie [3], »e pr¦dko±¢ ±wiatªa nie zale»y
od pr¦dko±ci jego ¹ródªa. Przy tym zaªo»eniu mo»na udowodni¢ powy»sz¡ hi-
potez¦ dla rozpatrywanej powy»ej cz¡stki punktowej, czy dla elektrodynamiki,
ale tak»e wskaza¢ kontrprzykªady. Na przykªad, w relatywistycznej hydrody-
namice mo»na wstawi¢ dowoln¡ pr¦dko±¢ d¹wi¦ku, tak»e wi¦ksz¡ od pr¦dko±ci
±wiatªa7. Wa»ne jest tu, »e chodzi o przesªanie informacji, bo ruch z pr¦dko±ci¡
wi¦ksz¡ od pr¦dko±ci ±wiatªa jest mo»liwy. Mo»na si¦ o tym przekona¢, cho¢by z

6Rozwa»a si¦ niekiedy tak zwane tachyony � cz¡stki punktowe, które mog¡ mie¢ ró»ne
pr¦dko±ci, ale zawsze wi¦ksze od pr¦dko±ci ±wiatªa. Istnienie tachyonów nie jest wykluczone
przez podane tu rozumowanie

7Dzi¦kuj¦ prof. Andrzejowi Staruszkiewiczowi za dyskusj¦ i informacje na ten temat.
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nast¦puj¡cego do±wiadczenia my±lowego. Wska¹nik laserowy osadzony w punk-
cie x = 0 obraca si¦ z pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ ω i rzuca plamk¦ ±wietln¡ na sfer¦
x2 = R2. Pr¦dko±¢ liniowa tej plamki wynosi ωR, i przy dostatecznie du»ym
R mo»e przekroczy¢ pr¦dko±¢ ±wiatªa. Jednak ta plamka nie przenosi »adnej
informacji.

�wiczenie Pokaza¢, »e kiedy jeden ukªad porusza si¦ wzgl¦dem drugiego z
pr¦dko±ci¡ blisk¡ pr¦dko±ci ±wiatªa (η → ±∞), zachodzi

∆t′ ±∆z′ =
1

2
(∆t±∆z)e±η, (1.21)

gdzie górne znaki s¡ dla η →∞ a dolne dla η → −∞.

• • • • •

Rozwa»ymy teraz problem dodawania pr¦dko±ci. Na przykªad, dró»nik sto-
j¡cy przy torze kolejowym obserwuje podró»nego id¡cego wzdªu» korytarza po-
ci¡gu. Pr¦dko±¢ wagonu wzgl¦dem dró»nika wynosi v1 i pasa»era wzgl¦dem
wagonu v2. Jaka jest pr¦dko±¢ vsuma podró»nego wzgl¦dem dró»nika? Zakªa-
damy, »e wszystkie pr¦dko±ci s¡ równolegªe do osi z. Potrzebne b¦d¡ wzory
(1.17) i analogiczny wzór

∆t′′ = ∆t′ cosh η′ + ∆z′ sinh η′, (1.22)

gdzie η′ jest pospieszno±ci¡ pasa»era wzgl¦dem wagonu. Eliminuj¡c ∆t′ i ∆z′

otrzymujemy

∆t′′ = ∆t cosh(η′ + η) + ∆z sinh(η′ + η), (1.23)

gdzie skorzystali±my ze wzorów na sinus hiperboliczny i kosinus hiperboliczny
sumy. Porównuj¡c z pierwszym ze wzorów (1.17), wida¢ »e

ηsuma = η + η′. (1.24)

A wi¦c po±pieszno±ci s¡ addytywne. W tªumaczeniu na pr¦dko±ci, korzy-
staj¡c ze wzoru na tangens hiperboliczny sumy:

vsuma =
tanh η + tanh η′

1 + tanh η tanh η′
=

v + v′

1 + vv′
. (1.25)

Poprawka vv′ w mianowniku jest rz¦du c−2. Pomijaj¡c j¡ jako maª¡, odzysku-
jemy wzór nierelatywistyczny. Zauwa»my, »e poniewa» dla ka»dego sko«czonego
η zachodzi | tanh η| < 1, zaczynaj¡c od cz¡stki z pr¦dko±ci¡ v < 1 i przy-
spieszaj¡c j¡, to znaczy dodaj¡c do jej pr¦dko±ci pr¦dko±ci adt, gdzie a jest
przyspieszeniem, nigdy nie osi¡gniemy pr¦dko±ci v = 1.

Poniewa» transformacja Lorentza do ka»dej po±pieszno±ci dodaje t¦ sam¡
liczb¦, ró»nica dwu po±pieszno±ci nie zmienia si¦ przy transformacjach
Lorentza (bezobrotowych,wzdªu» osi z).

1.5 Przyszªo±¢, przeszªo±¢, przyczynowo±¢

Zaczniemy od rozwa»enia sytuacji w czasoprzestrzeni 1 + 1 wymiarowej, czyli
z jednym wymiarem przestrzennym, który oznaczymy z. W �zyce nierelatywi-
stycznej, dla punktochwili {0, 0}, wszystkie punktochwile, które maj�a wspóªrz�edn�a
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t ujemn�a, nale»�a do przeszªo±ci. Podobnie, wszystkie punktochwile które maj�a
wspóªrz�edn�a t dodatni�a, nale»�a do przyszªo±ci. Punktochwile na osi z s�a rów-
noczesne z punktochwil�a {0, 0}. Poniewa» przy transformacjach Galileusza czas
si�e nie zmienia, to czy jaka± punktochwila x1 jest wcze±niejsza, równoczesna, czy
pó¹niejsza, w stosunku do jakiej± innej punktochwili x2 nie zale»y od ukªadu
odniesienia. Zobaczymy teraz, »e w �zyce relatywistycznej sytuacja jest bardziej
skomplikowana.

Rozwa»my ukªad U ′ poruszaj�acy si�e wzgl�edem U z pr�edko±ci�a v. Czas w
ukªadzie U dany jest wzorem (1.19)

t′ = γ(t+ vz).

Zgodnie z konwencj�a wprowadzon�a w paragra�e 1.2, pomin�eli±my znak ∆ dla
wektorów zaczepionych w pocz�atku ukªadu. Je±li dla jakiej± punktochwili

∆s2 = t2 − z2 < 0, (1.26)

to mo»na dobra¢ pr�edko±¢ |v| < 1 tak, »e t′ > 0, lub tak, »e t′ < 0. Dla
obserwatora w pocz�atku ukªadu U , wybrana punktochwila w pierwszym przy-
padku nale»y do przyszªo±ci, a w drugim do przeszªo±ci. Interwaªy mniejsze
od zera nazywamy interwaªami przestrzennymi. Mamy wi�ec stwierdzenie,
»e je»eli interwaª miedzy punktochwilami A i B, ∆s2

AB , jest przestrzenny, nie
da si�e w sposób niezale»ny od wyboru ukªadu odniesienia powiedzie¢, która
z tych punktochwil jest wcze±niejsza. Oczywi±cie ka»dy obserwator, w swoim
ukªadzie odniesienia, mo»e odpowiedzie¢ na to pytanie, ale odpowiedzi ró»nych
obserwatorów b�ed�a ró»ne.

�wiczenieOznaczaj�ac okre±lony w ukªadzie U k�at mi�edzy osiami z′ i z przez
θ sprawdzi¢, »e tan θ = v i pokaza¢, »e zawsze mo»na dobra¢ pr�edko±¢ v tak,
»eby o± z przechodziªa powy»ej (lub poni»ej) dowolnie wybranej punktochwili,
dla której z′2 > t′2.

• • • • •

Interwaªami czasowymi nazywamy interwaªy, dla których

∆s2 > 0. (1.27)

Je»eli interwaª od punktochwili A do punktochwili B jest czasowy, to wszyscy
obserwatorzy s�a zgodni co do tego, która z tych punktochwil jest wcze±niejsza,
a która pó¹niejsza. Zdarzenia przyszªe w stosunku do punktochwili {0, 0} le»�a
w trójk�acie t > |z|. Je±li wprowadzimy jeszcze jeden wymiar przestrzenny, o±
y prostopadª�a do osi z i t, ten trójk�at przechodzi w sto»ek � sto»ek przy-
szªo±ci. Tak»e dla peªnej, 3 + 1 wymiarowej czasoprzestrzeni mówi si�e o sto»ku
przyszªo±ci. Analogicznie zde�niowany jest sto»ek przeszªo±ci, dla którego
t < −|x|.

Wa»nym poj�eciem w �zyce jest przyczynowo±¢. Zdarzenie w punktochwili
A mo»e by¢ przyczyn�a zdarzenia w punktochwili B, lub równowa»nie zdarzenie
w punktochwili B skutkiem zdarzenia w punktochwili A, tylko je±li wszyscy ob-
serwatorzy s�a zgodni, »e zdarzenie A jest wcze±niejsze ni» zdarzenie B. Wynika
st�ad, »e je»eli interwaª ∆s2

AB < 0, to zdarzenie A nie mo»e by¢ ani przyczyn�a,
ani skutkiem zdarzenia B.
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1.6 Przykªady zastosowania wªa±ciwych transfor-

macji Lorentza

Rozpatrzymy teraz dwa przykªady ilustruj�ace u»yteczno±¢ otrzymanych wyni-
ków.

Pod wpªywem promieni kosmicznych, w górnych warstwach atmosfery, to
znaczy na wysoko±ciach rz�edu 10km nad poziomem Ziemi, powstaj�a miony.
�redni czas »ycia mionu τµ, który mo»na znale¹¢ w odpowiednich tablicach,
wynosi okoªo 2, 2 × 10−8 sekundy. Rozumuj�ac nierelatywistycznie, mo»na by
twierdzi¢, »e skoro mion nie mo»e si�e porusza¢ z pr�edko±ci�a wi�eksz�a ni» pr�edko±¢
±wiatªa, musi si�e rozpa±¢ przebywszy co najwy»ej okoªo cτµ ≈ 660 metrów, nie
ma wi�ec szans na dotarcie do powierzchni Ziemi. Tymczasem do±wiadczalnie
stwierdza si�e, »e znaczny procent powstaªych mionów dochodzi do Ziemi.

Rozumuj�ac relatywistycznie, trzeba przede wszystkim zauwa»y¢, »e czas »y-
cia mionu jest zde�niowany w jego ukªadzie spoczynkowym U ′, a czas potrzebny
mu na dolecenie do powierzchni Ziemi w ukªadzie zwi�azanym z Ziemi�a U . W
ukªadzie U ′ mion nie zmienia swojego poªo»enia. Mamy wi�ec ∆z ≡ 0 i ze
wzorów (1.19) na transformacj�e Lorentza otrzymujemy w ukªadzie U dylcza

∆t′ = γ∆t, (1.28)

gdzie ∆t jest czasem »ycia mionu w jego ukªadzie spoczynkowym. Czas ∆t
jest rz�edu τµ, poniewa» jednak produkowane miony maj�a wysokie energie i,
co za tym idzie, du»e wspóªczynniki Lorentza γ, nic dziwnego, »e docieraj�a
do powierzchni Ziemi. Wzór (1.28) stosuje si�e nie tylko do mionów. Ogólnie
mówimy o relatywistycznej dylatacji czasu. W ukªadzie poruszaj�acym si�e
czas pªynie wolniej.

Nieco bardziej skomplikowanym przykªadem dylatacji czasu jest sªynny pa-
radoks bli¹ni¡t. Wystarczy tu rozwa»a¢ dwuwymiarow¡ czasoprzestrze« {t,z}.
W punktochwili O, któr¡ wygodnie jest wybra¢ jako pocz¡tek ukªadu, znajduj¡
si¦ dwaj bracia bli¹niacy: A i B. B porusza si¦ ze staª¡ pr¦dko±ci¡ v wzgl¦-
dem ukªadu spoczynkowego A. Kiedy na zegarku B upªynie czas τ , pr¦dko±¢
B zmienia si¦ na −v, i po dalszym czasie τ bli¹niacy spotykaj¡ si¦. Wedªug
zegarka B podró» trwaªa 2τ lat. Ten czas okre±la, o ile postarzaª si¦ B w czasie
podró»y. Obliczymy teraz czas trwania podró»y wedªug zegarka A. Ze wzoru
(1.28) na dylatacj¦ czasu wynika, »e dla A ka»dy z dwu odcinków podró»y B
trwaª γτ lat. Caªa podró» trwaªa wiec 2γτ lat, i o tyle postarzaª si¦ A. Dla
v ≈ 1 jest wi¦c w momencie spotkania znacznie starszy od swojego brata bli¹-
niaka. Zobaczmy jeszcze, jak interpretuje ten wynik B. Stosuj¡c wzór (1.28)
w ukªadzie spoczynkowym B wida¢, »e dwu odcinkom podró»y odpowiadaj¡
czasy τ/γ. Tak wi¦c w tych okresach A starzeje si¦ wolniej ni» B. Pozostaªy
czas na zegarku A, 2τ − 2τ/γ, odpowiada bardzo krótkiemu, wedªug zegarka
B, okresowi, kiedy pr¦dko±¢ B zmienia si¦ na przeciwn¡, czyli kiedy B zmienia
swój ukªad spoczynkowy. Zauwa»my jeszcze, »e opowie±¢ ilustruj¡ca ten przy-
kªad jest mocno wyidealizowana. Zmiana pr¦dko±ci B w bardzo krótkim czasie
wymagaªaby ogromnego przyspieszenia, równowa»nego wª¡czeniu na ten czas
bardzo silnego pola grawitacyjnego, i brat B zostaªby zmia»d»ony.

Jako kolejny przykªad rozwa»my dwie rakiety, znajduj�ace si�e jedna za drug�a,
poª�aczone pr�etem, które wedªug obserwatora na ziemi startuj�a z kosmodromu
w tej samej chwili i maj�a w ka»dej chwili tak�a sam�a pr�edko±¢. Przyjmujemy, »e
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ich pr�edko±ci s�a równolegªe do osi z. W ka»dym ukªadzie, przez dªugo±¢ pr�eta
rozumiemy odlegªo±¢ mi�edzy punktochwilami na jego ko«cach, przy zaªo»eniu,
»e te punktochwile maj�a równe sobie wspóªrz�edne czasowe. W tych warunkach,
wedªug obserwatora stoj�acego na ziemi, dªugo±¢ pr�eta, który ª�aczy rakiety, nie
zmienia si�e. Mimo to, pr�et po jakim± czasie zostaje rozerwany. W dyskusji
relatywistycznej trzeba rozró»ni¢ l0, dªugo±¢ pr�eta w jego ukªadzie spoczynko-
wym U ′, gdzie stosuj�a si�e prawa �zyki nierelatywistycznej, i l, dªugo±¢ pr�eta w
ukªadzie U zwi�azanym z obserwatorem stoj�acym na Ziemi. Z zaªo»enia, dªu-
go±¢ l jest staªa, ale to ewentualne zmiany dªugo±ci l0 mog�a doprowadzi¢ do
rozerwania pr�eta.

Rozwa»my linie ±wiata ko«ców pr�eta w ukªadzie U ′. Poniewa» w tym ukªa-
dzie pr�et spoczywa, te linie s�a równolegªe do osi t. Wybieramy punktochwil�e
x1 na linii ±wiata pocz�atku pr�eta i punktochwil�e x2 na linii ±wiata ko«ca pr�eta.
Dla ka»dej takiej pary punktochwil

∆z ≡ z2 − z1 = l0. (1.29)

O czasach t1 i t2 nic na razie nie zakªadamy. Ze wzorów (1.19) otrzymujemy

∆z′ = γ(l0 + v∆t); ∆t′ = γ(∆t+ vl0). (1.30)

Dªugo±¢ pr�eta w ukªadzie U jest równa ∆z′, przy zaªo»eniu, »e ∆t′ = 0. Wyli-
czaj�ac ∆t przy tym warunku z drugiego równania i podstawiaj�ac do pierwszego
otrzymujemyskroce

l = γ(l0 − v2l0) =
l0
γ
. (1.31)

Je»eli l jest staªe, to l0 musi rosn�a¢ proporcjonalnie do γ, co powoduje w ko«cu
rozerwanie pr�eta. Wzór (1.31) opisuje tak zwane skrócenie Lorentza. Dªugo±¢
poruszaj�acego si�e obiektu jest mniejsza ni» jego dªugo±¢ w ukªadzie spoczynko-
wym.

Skrócenia Lorentza nie da si�e zobaczy¢. Patrz�ac na lec�acy pr�et porównu-
jemy punktochwile na ko«cach pr�eta, z których ±wiatªo jednocze±nie dociera do
naszego oka, a nie te, które s�a jednoczesne. To prowadzi do zupeªnie innych,
cz�esto zaskakuj�acych wyników. Przyst�epn�a dyskusj�e tych efektów mo»na zale¹¢
w artykule Weisskopfa [5].

Dobrym ¢wiczeniem na skrócenie Lorentza, i nie tylko, jest dyskusja para-
doksu stodoªy. Tyczka o dªugo±ci l1 wpada do stodoªy o gª�eboko±ci l2 < l1. Je»eli
si�e caªa znajdzie wewn�atrz, drzwi stodoªy zamykaj�a si�e. Decyzja obserwatora,
czy drzwi si�e zamkn�eªy, nie mo»e zale»e¢ od ukªadu odniesienia. Tymczasem,
mo»na argumentowa¢, »e dla obserwatora stoj�acego przy stodole tyczka, o ile
leci dostatecznie szybko, skraca si�e na tyle, »e mo»e caªa wej±¢ do stodoªy i
drzwi si�e zamykaj�a, a dla obserwatora biegn�acego równo z tyczk�a, to stodoªa si�e
skraca i tyczka nie mo»e si�e w niej zmie±ci¢, wi�ec drzwi si�e nie zamykaj�a.

1.7 Czterowektory i skalary

W poprzednim paragra�e wyprowadzali±my wzory relatywistyczne, u»ywaj¡c
transformacji Lorentza w czasoprzestrzeni. Wprowadzimy teraz uogólnienie,
które pozwala na rozwi¡zywanie znacznie szerszego zakresu problemów.
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W ogólnym przypadku, transformacj¦ Lorentza dla skªadowych wektora ∆x
mo»emy zapisa¢ w postaci lorgor

∆x′µ = Λµν∆xν , (1.32)

gdzie Λ jest odpowiedni¡ macierz¡, zale»n¡ od k¡tów obrotów, pr¦dko±ci pchni¦-
cia i od tego jakich odbi¢ dokonujemy. Ta transformacja jest liniowa, bo jest zªo-
»eniem liniowych transformacji: obrotów i pchni¦cia bezobrotowego wzdªu» osi
z oraz ewentualnie zmiany znaku ∆x czy ∆t, czy obu. Ka»d¡ czwórk¦ wielko±ci
{aµ}, która przy transformacji Lorentza transformuje si¦ wedªug analogicznego
wzoru: czterw

a′µ = Λµνa
ν , (1.33)

nazywamy czterowektorem. Czterowektorem jest wi¦c z de�nicji {∆xµ} i
co za tym idzie {xµ}. Dla ka»dego innego kandydata, trzeba udowodni¢, »e
transformuje si¦ wedªug wzoru (1.33).

Interwaª

∆s2 = gµν∆xµ∆xν (1.34)

nie zmienia si¦ przy transformacjach Lorentza � jest skalarem, ±ci±lej mówi¡c,
skalarem wzgl¦dem transformacji Lorentza. Sªowo skalar mo»e by¢ zast¡pione
sªowem niezmiennik. Poniewa» wszystkie czterowektory transformuj¡ si¦ tak
samo, skalarem dla dowolnego czterowektora a jest tak»e

a2 ≡ gµνaµaν . (1.35)

Ten skalar nazywamy kwadratem czterowektora a. Iloczyn skalarny, albo
krócej iloczyn, dwu czterowektorów a i b,

ab ≡ gµνaµbν , (1.36)

te» jest skalarem, bo ab = 1
2 [(a+ b)2 − a2 − b2].

Dotychczas rozwa»ali±my czterowektory ze wska¹nikiem µ pisanym u góry.
Wygodnie jest wprowadzi¢ jeszcze czterowektory ze wska¹nikiem dolnym8,
zde�niowane wzorem obnwsk

aµ = gµνa
ν . (1.37)

lub równowa»nie obnws1

a0 = a0; ai = −ai, i = 1, 2, 3. (1.38)

Ta operacja nazywa si¦ obni»aniem wska¹nika. Powtórzenie jej, jak wida¢
najpro±ciej ze wzorów (1.38), prowadzi z powrotem do wektora z górnymi wska¹-
nikami. Wzory (1.38) mo»na wi¦c stosowa¢ zarówno do podnoszenia jak i do
obni»ania poziomu wska¹nika. Mamy st¡d przepis na podnoszenie wska¹ni-
ków

aµ =
∑
ν

gµνaν . (1.39)

8Spotyka si¦ te» inne nazwy: wektory ze wska¹nikiem górnym bywaj¡ nazywane kontra-
wariantnymi, a wektory ze wska¹nikiem dolnym kowariantnymi, lub dualnymi.
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Znak sumy jest tu potrzebny, bo oba wska¹niki ν znajduj¡ si¦ na tym samym
poziomie, a wi¦c konwencja Einsteina nie stosuje si¦. Przyjmujemy, »e ope-
racje obni»ania i podnoszenia wska¹ników mog¡ by¢ tak samo stosowane do
wska¹ników macierzy g jak do wska¹ników czterowektorów. Przedyskutujemy
to zaªo»enie w paragra�e 1.10. Wynika st¡d w szczególno±ci, »e

gµν = gµν (1.40)

i poprzedni wzór mo»na zapisa¢ krócej

aµ = gµνaν . (1.41)

Zauwa»my jeszcze, »e podnosz¡c tylko jeden wska¹nik w gµν , lub obni»aj¡c go
w gµν , otrzymujemy delt¦ Kroneckera

gναg
αµ = δµν . (1.42)

W równo±ci zawsze mo»na po obu stronach podnie±¢, lub obni»y¢, ten sam
wska¹nik. Na przykªad równo±¢ aµ = bµ jest równowa»na z równo±ci¡ aµ = bµ.

Wzór (1.37) pozwala na nast¦puj¡ce zapisanie wzoru na iloczyn skalarny:

ab = aµb
µ = aµbµ. (1.43)

W podobnych wyra»eniach, sumowanie po wska¹niku czterowektorowym, który
wyst¦puje raz u góry i raz u doªu, nazywa si¦ zw¦»aniem i, jak wida¢, uprasz-
cza wªasno±ci transformacyjne. Wynik zw¦»enia nie zale»y od tego, który z
wska¹ników jest u góry, a który u doªu.

Zmieniaj¡c odpowiednio poziomy wska¹ników, otrzymujemy ze wzoru (1.33)

a′µ = Λ ν
µ aν . (1.44)

Macierz Λ ν
µ jest zde�niowana przez ten wzór. St¡d

a′µb
′µ = aνΛ ν

µ Λµαb
α = aνb

ν , (1.45)

gdzie ostatnia równo±¢ wynika z niezmienniczo±ci iloczynu skalarnego wektorów.
Wybieraj¡c, w szczególno±ci, wektory a i b tak, »eby w±ród 16 iloczynów aρb

σ

tylko iloczyn aνbα byª ró»ny od zera, otrzymujemylalade

Λ ν
µ Λµα = δνα, (1.46)

czyli

Λ ν
µ = (Λ−1)νµ (1.47)

i co za tym idzie

a′µ = aν(Λ−1)νµ. (1.48)

Przy tym zapisie niezmienniczo±¢ iloczynu skalarnego dwu wektorów jest ªatwo
widoczna.

�wiczenie Uzasadni¢ to stwierdzenie.

• • • • •
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Zauwa»my, »e wªasno±ci transformacyjne aµ zostaªy tu wyprowadzone z
faktu, »e aµbµ jest skalarem. W dowodzie wykorzystali±my to, »e wszystkie
czwórki liczb {aµ} transformuj¡ si¦ tak samo przy transformacjach Lorentza i
»e da si¦ wybra¢ czwórki liczb {aµ} i {bµ} tak, jak przy wyprowadzaniu wzoru
(1.46).

1.8 Przykªady czterowektorów i skalarów

Dla dwu bardzo bliskich siebie punktochwil na linii ±wiata cz¡stki mo»emy wy-
liczy¢ interwaª ds2 = dt2 − dx2 = dt2(1− v2) i zde�niowa¢ skalar

dτ ≡
√
ds2 = γ−1dt. (1.49)

Z dyskusji w paragra�e 1.5 wynika, »e v2 ≤ 1, a zatem zawsze ds2 ≥ 0. Skalar
τ nazywa si¦ czasem wªasnym cz¡stki i pozwala zde�niowa¢ dalsze cztero-
wektory.

U»ytecznym czterowektorem jest czteropr¦dko±¢

uµ =
dxµ

dτ
= {γ, γv}, (1.50)

gdzie pochodne s¡ liczone wzdªu» linii ±wiata cz¡stki. Zauwa»my, »e kwapre

u2 = 1. (1.51)

Czteropr¦dko±¢ jest okre±lona tylko dla cz¡stek poruszaj¡cych si¦ z pr¦dko±ci¡
mniejsza od pr¦dko±ci ±wiatªa, bo dla dt = ±|dx| mamy dτ ≡ 0 i pochodna po τ
traci sens. Do wektora x wystarczyªo doª¡czy¢ czwart¡ skªadow¡ t, »eby zrobi¢
z niego czterowektor. Dla pr¦dko±ci procedura jest bardziej skomplikowana.
Jeszcze bardziej skomplikowany przypadek spotkamy w nast¦pnym rozdziale,
przy opisie wªasno±ci transformacyjnych pola elektromagnetycznego.

Równo±ci, w których obie strony transformuj¡ si¦ tak samo pod dziaªaniem
ka»dego z operatorów jakiej± grupy, nazywamy kowariantnymi wzgl¦dem tej
grupy. Na przykªad powy»sza de�nicja czteropr¦dko±ci jest kowariantna wzgl¦-
dem transformacji Lorentza. Mo»na j¡ zatem stosowa¢ w ka»dym inercjalnym
ukªadzie odniesienia.

�wiczenie Pokaza¢, »e równo±¢ az = |a| nie jest kowariantna wzgl¦dem
grupy obrotów. Mo»na j¡ stosowa¢, ale tylko w ukªadach, w których o± z jest
równolegªa do wektora a.

• • • • •

Czterop¦d cz¡stki jest zde�niowany wzorem

pµ = muµ, (1.52)

gdzie m jest mas¡ cz¡stki9, a p0 jej energi¡10. Wobec (1.51), p2 = m2 i otrzy-
mujemy relatywistyczny wzór na energi¦ cz¡stki swobodnej

9Dawniej pisaªo si¦ masa spoczynkowa, czy skalarna, »eby si¦ odci¡¢ od "masy relatywi-
stycznej", wyst¦puj¡cej na przykªad w sªynnym wzorze E = mc2. Teraz przyj¦ªo si¦, »e masa
zawsze oznacza mas¦ spoczynkow¡. Wzór E = mc2 jest odst¦pstwem od tej konwencji, chyba
»e ograniczymy si¦ do cz¡stek w spoczynku.

10T¦ de�nicj¦ mo»na uwiarygodni¢, rozwa»aj¡c zachowanie energii i p¦du w elastycznym
rozpraszaniu cz¡stek [9]
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E2 = m2 + p2. (1.53)

W �zyce klasycznej przyjmuje si¦ jako oczywiste, »e sam¡ energi¦ nale»y liczy¢
jako pierwiastek ze znakiem plus z wyra»enia po prawej stronie. Zobaczymy da-
lej, »e w mechanice kwantowej sprawa jest bardziej skomplikowana. Zauwa»my,
»e czterop¦d jest dobrze okre±lony tak»e dla cz¡stki o masie zero, poruszaj¡cej
si¦ z pr¦dko±ci¡ ±wiatªa, bo mo»na zrobi¢ przej±cie graniczne |v| → 1 i m → 0
tak, »eby iloczyn mγ d¡»yª do (dowolnej) sko«czonej granicy. Zakªadaj¡c, »e
p2 � m2 i rozwijaj¡c praw¡ stron¦ relacji E =

√
m2 + p2 w szereg wedªug

pot¦g maªego parametru p2

m2 , otrzymujemy

E = m+
p2

2m
− (p2)2

8m3
+ . . . . (1.54)

Pierwszy wyraz daje identyczno±¢ masy cz¡stki z jej energi¡ spoczynkow¡, drugi
jest znanym z �zyki nierelatywistycznej wyra»eniem na energi¦ kinetyczn¡ cz¡stki,
trzeci daje poprawk¦ relatywistyczn¡ do energii kinetycznej i b¦dzie potrzebny
w paragra�e 5.8 przy obliczaniu relatywistycznych poprawek do poziomów ener-
getycznych atomu wodoru.

Poka»emy jeszcze, »e czwórka operatorów ∂
∂xµ transformuje si¦ jak cztero-

wektor z dolnym wska¹nikiem. Z to»samo±ci

dx′µ =
∂x′µ

∂xα
dxα = Λµ αdx

α, (1.55)

wida¢, »e

∂x′µ

∂xα
= Λµ α. (1.56)

De�niujemy teraz macierz Λ:

∂

∂x′µ
=
(
Λ
)α

µ

∂

∂xα
. (1.57)

Zauwa»my, »e

Λ
α

ν =
∂xα

∂x′ν
. (1.58)

Pozostaje wykaza¢, »e Λ = Λ−1. Rzeczywi±cie:

Λµ αΛ
α

ν =
∂x′µ

∂xα
∂xα

∂x′ν
=
∂x′µ

∂x′ν
= δµν . (1.59)

Cz¦sto stosuje si¦ oznaczenia

∂µ ≡
∂

∂xµ
, ∂µ ≡ ∂

∂xµ
, (1.60)

gdzie drugi wzór powstaje z pierwszego przez zmian¦ poziomu wska¹ników po
obu stronach.

Prostym zastosowaniem tego wyniku jest wyja±nienie ró»nicy w znaku przy
kwantowaniu p¦du i energii. Tu i w dalszym ci¡gu u»ywamy ukªadu jed-
nostek, w którym zredukowana staªa Plancka ~ = 1. W nierelatywistycznej
mechanice kwantowej mamypedkwa
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p̂ = −i∇. (1.61)

Z tego wzoru nie wida¢, czy przestrzenne skªadowe p¦du powinny by¢ interpre-
towane jako skªadowe wektora z wska¹nikami górnymi (pi), czy z dolnymi (−pi).
Odpowiadaj¡ce tym interpretacjom zerowe skªadowe s¡ p̂0 i −p̂0, nie jest wi¦c
oboj¦tne, który z tych operatorów jest równy −i∂t. Od podstawowych wzorów
wymagamy, »eby byªy kowariantne wzgl¦dem transformacji Lorentza. Po pra-
wej stronie mamy skªadowe przestrzenne wektora ze wska¹nikami dolnymi, wi¦c
tak samo nale»y interpretowa¢ skªadowe p, i kowariantny wzór ma posta¢

p̂µ = +i
∂

∂xµ
, (1.62)

co oprócz wzoru (1.61) daje poprawnie Ĥ = +i ∂∂t . Równanie Schrödingera
zale»ne od czasu

i
∂ψ

∂t
= Ĥψ, (1.63)

jest, przy odpowiedniej de�nicji hamiltonianu, relatywistycznie kowariantne i
ma znacznie szerszy zakres stosowalno±ci ni» nierelatywistyczna mechanika kwan-
towa. Spotkamy je znowu przy omawianiu równania Diraca.

1.9 Przykªady zastosowania czterowektorów i ska-

larów

Kluczowym punktem w wielu zastosowaniach jest znalezienie skalara, który pro-
sto si¦ wi¡»e z interesuj¡cymi nas wielko±ciami. Zilustrujemy t¦ metod¦ dwoma
przykªadami.

W ukªadzie laboratorium, cz¡stka o masie m1, p¦dzie p1 i energii E1 ≡ ELab
zderza si¦ z nieruchom¡ cz¡stk¡ o masie m2, p¦dzie p2 = 0 i energii E2 = m2.
Wyliczymy Ecms, czyli caªkowit¡ energi¦ tej pary cz¡stek w ukªadzie ±rodka
masy, w którym z de�nicji: sumpen

p1 + p2 = 0. (1.64)

Mo»na by zrobi¢ odpowiedni¡ transformacj¦ Lorentza, ale pro±ciej jest zauwa-
»y¢, »e wobec (1.64)

s ≡ (p1 + p2)2 = E2
cms. (1.65)

Z drugiej strony s, jako skalar, ma t¦ sam¡ warto±¢ w ukªadzie laboratorium,
wi¦c

s = p2
1 + 2p1p2 + p2

2 = m2
1 + 2m2ELab +m2

2. (1.66)

St¡d

√
s = Ecms =

√
2m2ELab +m2

1 +m2
2 (1.67)

Ten wynik tªumaczy popularno±¢ zderzaczy wi¡zek przeciwbie»nych. Na przy-
kªad dla zderze« protonów (m1 = m2 ≈ 1 GeV), »eby uzyska¢ Ecms = 100 GeV,
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trzeba by rozprasza¢ na nieruchomej tarczy protony o energii ELab ≈ 5000 GeV.
Znacznie taniej jest zbudowa¢ dwie przeciwbie»ne wi¡zki po 50 GeV ka»da.

Efekt Döpplera. W punktochwili x = y = z = t = 0 znajduje si¦ po-
jazd jad¡cy wzdªu» osi z z pr¦dko±ci¡ v (odpowiadaj¡c¡ czynnikowi Lorentza γ)
wzgl¦dem ukªadu laboratoryjnego i emituj¡cy w pªaszczy¹nie (z, x) kwanty ±wia-
tªa, które w ukªadzie spoczynkowym pojazdu maj¡ cz¦sto±¢ ω0. Nieruchomy w
ukªadzie laboratoryjnym obserwator odbiera kwanty wyemitowane pod k¡tem θ
(x/z = tan θ) i mierzy ich cz¦sto±¢ ω. Nale»y znale¹¢ funkcj¦ ω(ω0, v, θ).

W ukªadzie spoczynkowym pojazdu, jego czteropr¦dko±¢ uµ = {1, 0, 0, 0},
wi¦c oznaczaj¡c czterop¦d fotonu przez pγ mamy

uµp
µ
γ = ω0. (1.68)

W ukªadzie laboratorium ten iloczyn ma t¦ sam¡ warto±¢, ale tam

uµ = {γ, 0, 0, γv} (1.69)

pµγ = {ω, ω sin θ, 0, ω cos θ}. (1.70)

Porównuj¡c wyra»enia na iloczyn otrzymane w obu ukªadach

ω0 = γω − γvω cos θ (1.71)

i rozwi¡zuj¡c na ω mamy:

ω =
ω0

γ(1− v cos θ)
. (1.72)

Dla cos θ = ±1 otrzymujemy

ω = ω0

√
1− v2

1∓ v
= ω0

√
1± v
1∓ v

, (1.73)

a wi¦c znany wynik, »e dla obserwatora stoj¡cego przed pojazdem cz¦sto±¢ jest
wi¦ksza, a dla obserwatora stoj¡cego za pojazdem mniejsza (sªynne w astronomii
przesuni¦cie ku czerwieni) ni» ω0. Pod k¡tem 90◦, cos θ = 0 i otrzymujemy ω =
ω0

γ . To jest poprzeczny efekt Döpplera, przewidziany dopiero przez Einsteina.

1.10 Tensory

Tensory w przestrzeni Minkowskiego de�niuje si¦ podobnie jak w prze-
strzeni euklidesowej, trzeba tylko rozró»nia¢ wska¹niki górne i dolne. Wzór na
transformacje Lorentza dla tensora maj¡cegom wska¹ników górnych i n dolnych
ma posta¢traten

T ′µ1...µm
ν1...νn =

(
m∏
k=1

Λµkαk

)
Tα1...αm
β1...βn

(
n∏
l=1

(
Λ−1

)βl
νl

)
(1.74)

i ka»dy zbiór liczb, który tak si¦ transformuje jest z de�nicji tensorem.
Wa»ne jest, »e niektóre staªe macierze s¡ jednocze±nie tensorami. Nazy-

wamy je tensorami niezmienniczymi. Staªa macierz jest tensorem niezmien-
niczym wtedy i tylko wtedy, kiedy jej iloczyn z odpowiedni¡ liczb¡ wektorów,
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w którym wszystkie wska¹niki s¡ zw¦»one, jest skalarem. Wyka»emy to na
przykªadzie macierzy gµν , dla której iloczyn z dwoma wektorami gµνaµbν jest
skalarem wzgl¦dem wszystkich transformacji Lorentza. Uogólnienie na macie-
rze wielowymiarowe, czyli z wi¦ksz¡ liczb¡ wska¹ników, nie wprowadza »adnych
dodatkowych trudno±ci.

Je»eli gµν jest tensorem, to iloczyn gµνaµbν , w którym nie ma niezw¦»onych
wska¹ników, musi by¢ skalarem. To pokazuje, »e warunek jest konieczny. Po-
zostaje wykaza¢ warunek dostateczny. Ze skalarno±ci iloczynu wektorów ab i ze
wzoru (1.33)

a′αg′αβb
′β ≡ aρΛαρg′αβΛβσb

σ = aρgρσb
σ, (1.75)

gdzie g′ = g. Wprowadzili±my oznaczenie g′, »eby wzory transoformacyjne
wygl¡daªy jak dla innych tensorow. Poniewa» wszystkie skªadowe wektorów a i
b s¡ dowolne, wynika st¡d

gρσ = g′αβΛαρΛ
β
σ. (1.76)

Mno»¡c to równanie stronami przez
(
Λ−1

)ρ
µ

(
Λ−1

)σ
ν
i wykonuj¡c zw¦»enia,

otrzymujemy

g′µν = gρσ
(
Λ−1

)ρ
µ

(
Λ−1

)σ
ν
, (1.77)

a wi¦c poprawny wzór na transformacj¦ tensora z dwoma dolnymi wska¹nikami.
Jak wida¢, jest wszystko jedno, czy zaªo»ymy, »e gµν nie zmienia si¦ przy trans-
formacji Lorentza, czy te» »e transformuje si¦ wedªug wzoru (1.74) jak tensor z
dwoma dolnymi wska¹nikami. Tensor metryczny gµν jest wi¦c zgodnie z przy-
j¦t¡ de�nicj¡ tensorem, ale jednocze±nie jest staª¡ macierz¡. To znaczy, »e jest
tensorem niezmienniczym. Z faktu, »e gµν jest tensorem niezmienniczym
wynika, »e stosuj¡c zwykªe reguªy podnoszenia wska¹ników otrzymujemy kolejne
tensory niezmiennicze, z czego ju» korzystali±my w paragra�e 1.7.

�wiczenie Korzystaj¡c ze wzoru (1.33) pokaza¢, »e macierz Λ jest tensorem
niezmienniczym. Przedyskutowa¢ z tego punktu widzenia wzory (1.17).

• • • • •

Poka»emy teraz, »emacierz caªkowicie antysymetryczna εαβγδ jest ten-
sorem niezmienniczym wzgl¦dem wªa±ciwych transformacji Lorentza. De�nicja
tego tensora jest analogiczna do de�nicji (pseudo)tensora caªkowicie antysyme-
trycznego w geometrii euklidesowej. Element macierzowy εαβγδ = 0, je±li które-
kolwiek dwa z jego czterech wska¹ników s¡ sobie równe. Dla niezerowych elemen-
tów, ci¡g wska¹ników α, β, γ, δ musi wi¦c by¢ permutacj¡ liczb 0, 1, 2, 3. Je»eli
ta permutacja jest parzysta, to εαβγδ = 1, je±li jest nieparzysta, εαβγδ = −1.
Na mocy tej de�nicji, epsdet

D ≡ εαβγδaαbβcγdδ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 a1 a2 a3

b0 b1 b2 b3

c0 c1 c2 c3

d0 d1 d2 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (1.78)

gdzie wyra»enie po prawej stronie jest wyznacznikiem zbudowanym ze skªado-
wych czterowektorów a, b, c, d. �eby wykaza¢, »e εαβγδ jest tensorem niezmien-
niczym, trzeba udowodni¢, »e wyznacznik D jest niezmiennikiem.

21



Poniewa» transpozycja nie zmienia warto±ci wyznacznika, a pomno»enie
wszystkich wyrazów w jednym wierszu przez −1 zmienia jego znak, zachodzi
równo±¢

D = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 b0 c0 d0

−a1 −b1 −c1 −d1

−a2 −b2 −c2 −d2

−a3 −b3 −c3 −d3

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (1.79)

Mno»¡c macierz tego wyznacznika lewostronnie przez macierz wyznacznika ze
wzoru (1.78) i korzystaj¡c z twierdzenia, »e wyznacznik z iloczynu macierzy jest
iloczynem wyznaczników tych macierzy mamy

−D2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 ab ac ad
ba b2 bc bd
ca cb c2 cd
da db dc d2

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (1.80)

a wi¦c skalar. Z faktu, »e D2 jest skalarem wynika, »e przy transformacji Lo-
rentza D albo si¦ nie zmienia, albo zmienia znak. To ju» dowodzi, »e dla D2 = 0,
wyznacznik D jest niezmiennikiem. Pozostaje do rozwa»enia przypadek D2 6= 0.
Ograniczmy si¦ teraz do wªa±ciwych transformacji Lorentza. Przy takich trans-
formacjach skªadowe wektorów a, b, c, d, a wi¦c i wyznacznik D, zmieniaj¡ si¦
w sposób ci¡gªy. Nie mo»e wi¦c by¢ przeskoku mi¦dzy warto±ciami ±

√
−D2.

Wnioskujemy st¡d, »e D nie zmienia si¦ przy wªa±ciwych transformacjach Lo-
rentza, a zatem »e εαβγδ jest tensorem niezmienniczym wzgl¦dem takich
transformacji.

�wiczenie Pokaza¢, »e element obj¦to±ci w czasoprzestrzeni d4x jest skala-
rem i »e to samo zachodzi dla elementu obj¦to±ci w przestrzeni p¦dów i energii
d4p.

• • • • •

Przy odbiciu przestrzennym, przestrzenne skªadowe czterowektorów zmie-
niaj¡ znaki, a skªadowe czasowe pozostaj¡ bez zmian. W tych warunkach wy-
znacznik D zmienia znak. Podobnie dzieje si¦ przy odbiciu czasowym, przy
którym zmieniaj¡ znaki czasowe skªadowe wektorów, a skªadowe przestrzenne
pozostaj¡ bez zmiany. Wyznacznik D, a co zatem idzie i εαβγδ, nie zmienia
si¦ przy wªa±ciwych transformacjach Lorentza i przy transformacjach Lorentza
z odbiciem zupeªnym. Wzgl¦dem takich transformacji ε jest wi¦c tensorem
niezmienniczym. Jest natomiast pseudotensorem, je±li wª¡czy¢ odbicia prze-
strzenne i czasowe.

�wiczenie Stosuj¡c metod¦ z poprzedniego dowodu pokaza¢, »e w euklide-
sowej przestrzeni trójwymiarowej tensor caªkowicie antysymetryczny εαβγ jest
niezmienniczy wzgl¦dem obrotów.

• • • • •

W zastosowaniach cz¦sto trzeba caªkowa¢ po p¦dzie cz¡stki. Zaªó»my, »e w
ukªadzie spoczynkowym cz¡stki d3p = dpxdpydpz. Je±li przejdziemy do innego
ukªadu odniesienia, transformuj¡c odpowiednio dpx, dpy, dpz, to na ogóª otrzy-
mamy inne d3p, co czasem utrudnia rachunki. Rozwa»my najpierw pchni¦cia

22



bezobrotowe wzdªu» osi z. Dla p¦du cz¡stki mo»na poªo»y¢ pz = mT sinh y,

E(p) = mT cosh y, gdzie mT =
√
m2 + p2

x + p2
y. W takim razie

d3p = dpxdpymT cosh ydy = E(p)dpxdpydy (1.81)

Parametr y jest równy po±pieszno±ci ukªadu, w którym cz¡stka spoczywa, wzgl¦-
dem ukªadu, w którym okre±lony jest p¦d p. Przy pchni¦ciu wzdªu» osi z, dpx i
dpy nie zmieniaj¡ si¦. Zgodnie z uwag¡ na ko«cu paragrafu 1.4, nie zmienia si¦
te» dy. Wynika st¡d, »e wyra»enie pinint

dΩ ≡ d3p

E(p)
(1.82)

nie zmienia si¦ przy pchni¦ciach wzdªu» osi z. Poniewa» o± z jest wybrana do-
wolnie, wynik uogólnia si¦ na wszystkie pchni¦cia bezobrotowe. Wida¢ te», »e
element (1.82) nie zmienia si¦ przy obrotach. Wynika st¡d, »e jest niezmienni-
kiem wzgl¦dem wszystkich wªa±ciwych transformacji Lorentza. Przypu±¢my, »e
caªka intcal∫

d3p f(p) =

∫
d3p

E(p)
E(p)f(p) (1.83)

jest skalarem. W wyra»eniu po lewej stronie ani d3p, ani f(p) nie s¡ skalarami.
Wa»ne jest wi¦c, »eby oba liczy¢ w tym samym ukªadzie odniesienia. W wyra-

»eniu po prawej stronie zarówno E(p)f(p) jak i d3p
E(p) s¡ skalarami, a zatem nie

zale»¡ od tego, w jaki ukªadzie je liczymy. To cz¦sto uªatwia rachunki.
�wiczenie Pokaza¢, »e pierwszy z czynników E(p) we wzorze (1.83) popra-

wia na skrócenie Lorentza, a drugi na zwi¡zany z nim wzrost g¦sto±ci.

• • • • •

�wiczenie Pokaza¢, »e wyra»enie δ(p2 −m2)d4p jest skalarem i »e scaªko-
wane po p0 daje, z dokªadno±ci¡ do czynnika 2, wyra»enie (1.82). Dlaczego
caªkowanie po p0 nie psuje niezmienniczo±ci?

• • • • •

1.11 Uzupeªnienie: Liniowo±¢ transformacji Lo-

rentza

Dla uzupeªnienia uzasadnienia wzoru (1.17) poka»emy teraz, »e transformacje
Lorentza musz¡ by¢ liniowe. Ró»niczkuj¡c równo±¢ (1.8) stronami po xγ , otrzy-
mujemy lorder

∂2x′µ

∂xα∂xγ
gµν

∂x′ν

∂xβ
+
∂x′µ

∂xα
gµν

∂2x′ν

∂xβ∂xγ
= 0. (1.84)

Ta równo±¢ jest prawdziwa dla dowolnych α, β, γ. Mo»na wi¦c zmieni¢ α na γ,
γ na β i β na α, co daje

∂2x′µ

∂xγ∂xβ
gµν

∂x′ν

∂xα
+
∂x′µ

∂xγ
gµν

∂2x′ν

∂xα∂xβ
= 0. (1.85)
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Odejmuj¡c to równanie od poprzedniego i wykorzystuj¡c symetri¦ macierzy g
dostajemy

∂2x′µ

∂xα∂xγ
gµν

∂x′ν

∂xβ
− ∂x′µ

∂xγ
gµν

∂2x′ν

∂xα∂xβ
= 0. (1.86)

Wymieniaj¡c w tej równo±ci wska¹niki α i γ otrzymujemy równo±¢

∂x′µ

∂xα
gµν

∂2x′ν

∂xβ∂xγ
− ∂2x′µ

∂xα∂xγ
gµν

∂x′ν

∂xβ
= 0, (1.87)

która odj¦ta stronami od równo±ci (1.84) daje, po podzieleniu obu stron równa-
nia przez dwa,

∂2x′µ

∂xα∂xγ
gµν

∂x′ν

∂xβ
= 0. (1.88)

Przy ka»dym wyborze wska¹ników α i γ jest to liniowy jednorodny ukªad czte-
rech równa« (β = 0, 1, 2, 3) na cztery niewiadome ∂2x′µ

∂xα∂xγ , µ = 0, 1, 2, 3, którego
wyznacznik gªówny jest ró»ny od zera (prosty wniosek z Detg 6= 0 i (1.9)), a
zatem jedynym rozwi¡zaniem jest

∂2x′µ

∂xα∂xγ
= 0. (1.89)

Znikanie wszystkich drugich pochodnych oznacza, »e transformacja jest liniowa,
co byªo do udowodnienia.
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Rozdziaª 2

Cz¡stka w polu

elektromagnetycznym

2.1 Przypomnienie wiadomo±ci z klasycznej elek-

trodynamiki

Podstawowymi poj¦ciami w klasycznej elektrodynamice s¡ wektory pola. Pole
elektryczne E jest wektorem, a pole magnetyczne B pseudowektorem, w trój-
wymiarowej przestrzeni euklidesowej. Jako poj¦cie pomocnicze wprowadza si¦
niekiedy potencjaª wektorowy Aµ, który jest czterowektorem. Wektory pola
s¡ zwi¡zane z potencjaªem wektorowym wzorami vecpol

B = ∇×A, E = −∇A0 − ∂

∂t
A, (2.1)

ale bez potencjaªu wektorowego mo»na si¦ obej±¢, bo zarówno równania Max-
wella, jak i wzór Lorentza na siª¦ wywieran¡ przez pole na naªadowan¡ cz¡stk¦
punktow¡, dadz¡ si¦ zapisa¢ z pomoc¡ samych tylko pól. Zobaczymy, »e w
mechanice kwantowej jest inaczej. Zauwa»my, »e dla niezale»nego od czasu
potencjalu wektorowego, dla którego A(x) ≡ 0, A0 jest potencjaªem znanym z
elektrostatyki.

Z potencjaªu wektorowego mo»na zbudowa¢ tensor antysymetryczny, znany
jako tensor pola: tenpol

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, (2.2)

Wa»ne jest, »e jak ªatwo sprawdzi¢ przez podstawienie, tensor pola nie zmienia
si¦, je±li poddamy potencjaª wektorowy transformacji cechowania trcech

Aµ(x)→ A′
µ
(x) = Aµ(x) + ∂µΛ(x), (2.3)

gdzie Λ(x) jest jak¡kolwiek (maj¡c¡ wszystkie drugie pochodne ci¡gªe) skalarn¡
funkcj¡ skªadowych czterowektora x. Zauwa»my, »e dla µ = 1, 2, 3 operator ∂µ

jest równy − ∂
∂xµ , a wi¦c trcec3

A′(x) = A(x)−∇Λ(x). (2.4)
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Korzystaj¡c ze wzorów (2.1) otrzymujemy

Fµν =


0 −Ex −Ey −Ez
Ex 0 −Bz By
Ey Bz 0 −Bx
Ez −By Bx 0

 = −F νµ. (2.5)

�wiczenie Pokaza¢, »e pod wpªywem bezobrotowego pchni¦cia z pr¦dko±ci¡
v wzdªu» osi z, pole elektryczne i pole magnetyczne transformuj¡ si¦ wedªug
wzorów:

E′x = γ(Ex + vBy), E′y = γ(Ey − vBx), E′z = Ez,

B′x = γ(Bx − vEy), B′y = γ(By + vEx), B′z = Bz.

• • • ••

Wektory E i B s¡ zwykªymi wektorami euklidesowymi, wi¦c poziom wska¹ni-
ków nie ma dla nich znaczenia. Niezmienniczo±¢ tensora pola wobec cechowania
oznacza, »e pole elektromagnetyczne (E,B) nie zale»y od wycechowania (to zna-
czy od wyboru funkcji Λ(x)). Danemu polu elektromagnetycznemu odpowiada
niesko«czenie wiele ró»nych potencjaªów wektorowych, ale caªkaphivsa ∮

C

ds A =

∫∫
Σ

dΣ ∇×A = ΦΣ(B) (2.6)

jest niezmiennicza wzgl¦dem zmian wycechowania. W tym wzorze C jest krzyw¡
zamkni¦t¡, w trójwymiarowej przestrzeni euklidesowej, stanowi¡c¡ brzeg po-
wierzchni Σ1. Pierwsza równo±¢ wyra»a wi¦c znane z analizy matematycznej
twierdzenie Stokesa. Zaªo»enia twierdzenia Stokesa przypomnimy na ko«cu
nast¦pnego paragrafu. Funkcja ΦΣ(B) oznacza strumie« pola magnetycznego
przez powierzchni¦ Σ, wi¦c druga równo±¢ wynika z pierwszego ze wzorów (2.1).

Pierwsze cztery równania Maxwella mo»na zapisa¢ w postaci

∂µF
µν = 4πJν , (2.7)

gdzie zerowa skªadowa czterowektora pr¡du J = {ρ, j} jest g¦sto±ci¡ ªa-
dunku, a pozostaªe s¡ skªadowymi g¦sto±ci pr¡du. Dziaªaj¡c na lew¡ stron¦
tego równania operatorem ∂ν otrzymujemy

∂ν∂µF
µν = 0. (2.8)

Wyra»enie po lewej stronie, jako wynik zw¦»enia symetrycznego operatora ∂ν∂µ

z antysymetrycznym tensorem Fµν , jest identycznie równe zero. Wynika st¡d
równanie ci¡gªo±ci

∂νJ
ν ≡ ∂ρ

∂t
+ ∇ · J = 0. (2.9)

To równanie oznacza, »e przyrost ªadunku w danej obj¦to±ci jest równy ilo±ci
ªadunku wniesionego do tej obj¦to±ci przez pr¡d. �adunek jest wi¦c zachowy-
wany ani nie ginie, ani nie powstaje. Pozostaªe cztery równania Maxwella s¡

1�eby caªka po C byªa okre±lona, musi by¢ wybrany kierunek obiegu na tej krzywej. Krzywa
C jest brzegiem powierzchni Σ, je±li obiega j¡ w kierunku dodatnim (przeciwnym do kierunku
wskazówek zegara).
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to»samo±ciowo speªnione, je±li wyra»amy pola przez potencjaª wektorowy we-
dªug wzorów (2.1).

�wiczenie Sprawdzi¢, »e równania Maxwella

∇ ·B = 0, ∇×E+
∂B

∂t
= 0.

wynikaj¡ z równo±ci (2.1).
• • • • ••

Wzór na siª¦ Lorentza mo»na zapisa¢ w nast¦puj¡cej, jawnie kowariantnej
postaci

dpµ

dτ
= qFµνuν , (2.10)

gdzie τ jest czasem wªasnym cz¡stki, q jej ªadunkiem i uν czteropr¦dko±ci¡.
�wiczenie Pokaza¢, »e w ukªadzie spoczynkowym cz¡stki dp

dt = qE. Czy
zakªadaj¡c tylko ten wzór, mo»na otrzyma¢ ogólny wzór na siª¦ Lorentza?
Wskazówka: rozpatrzy¢ przypadek, kiedy w ukªadzie spoczynkowym E =
0,B 6= 0.

• • • • •

Stwierdzonym do±wiadczalnie elektromagnetycznym zjawiskiem, które nie
da si¦ wytªumaczy¢ przy pomocy klasycznej elektrodynamiki, jest efekt Bohma-
Aharonova.

2.2 Efekt Bohma-Aharonova

Rozwa»amy cz¡stki, z których ka»da wychodzi ze wspólnego ¹ródªa i mo»e do-
lecie¢ do ekranu po dwu drogach C+ i C−. W tych warunkach, podobnie jak
w optyce, na ekranie powstaj¡ pr¡»ki interferencyjne. Mi¦dzy drogi C+ i C−
wstawiamy walec, którego ±cianki s¡ nieprzenikalne dla pola magnetycznego. W
praktyce mo»na to osi¡gn¡¢, na przykªad, pokrywaj¡c je warstw¡ nadprzewod-
nika. Drogi cz¡stek znajduj¡ si¦ po obu stronach walca, caªkowicie na zewn¡trz.
Na drogach C± i w ich otoczeniu pole magnetyczne jest równe zero. Natomiast
wewn¡trz walca jest jednorodne pole magnetyczne B równolegªe do osi. Mo»na
sobie wyobra»a¢, »e tory C+ i C− le»¡ w jednej pªaszczy¹nie, prostopadªej do
osi walca. Poniewa» cz¡stki poruszaj¡ si¦ w obszarze, gdzie nat¦»enie pola ma-
gnetycznego jest równe zeru, wedªug klasycznej �zyki ich ruch nie powinien
zale»e¢ od nat¦»enia pola B wewn¡trz walca. To przewidywanie jest sprzeczne
z do±wiadczeniem. Przy zmianach nat¦»enia pola B obserwuje si¦ przesuni¦cia
pr¡»ków � zjawisko znane jako efekt Bohma-Aharonova.

Efekt Bohma-Aharonova mo»na by zrozumie¢, gdyby przyj¡¢, sprzecznie z
klasyczn¡ elektrodynamik¡, »e potencjaª wektorowy wpªywa na ruch cz¡stki nie
tylko poprzez pole elektromagnetyczne. Trzeba jednak najpierw sprawdzi¢, czy
nie da si¦ dobra¢ wycechowania tak, »eby w otoczeniu torów cz¡stek zachodziªo
A = 0, niezale»nie od nat¦»enia pola wewn¡trz walca, bo wtedy i oddziaªywanie
z potencjaªem wektorowym nic by nie pomogªo. Interesuj¡ nas tu tylko skªa-
dowe przestrzenne potencjaªu wektorowego, bo tylko one wi¡»¡ si¦ z nat¦»eniem
pola magnetycznego. Sprawdzimy wi¦c, kiedy potencjaª wektorowy, w jakim±
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obszarze obejmuj¡cym tory cz¡stek C±, da si¦ przeprowadzi¢ przez zmian¦ wy-
cechowania w potencjaª, dla którego A = 0, niezale»nie od nat¦»enia pola
magnetycznego wewn¡trz walca. W takim przypadku, zmiana pola magnetycz-
nego wewn¡trz walca nie prowadziªaby do zmiany, wzdªu» torów cz¡stek, nie
tylko pola B, ale i zwi¡zanego z tym polem potencjaªu wektorowego.

Znajdziemy ogólne warunki, przy których potencjaª wektorowy A′µ mo»na
przeprowadzi¢, robi¡c transformacj¦ cechowania, w potencjaª Aµ, dla którego
A = 0. Poniewa», niezale»nie od wycechowania, ∇×A = B, warunkiem ko-
niecznym jest B = 0. Warunkiem wystarczaj¡cym jest istnienie takiej skalarnej
funkcji Λ(x), »e

A′(x) = −∇Λ(x). (2.11)

Wtedy na mocy wzoru (2.4) mamy A(x) ≡ 0. Zauwa»my, »e powy»szy wa-
runek jest taki sam, jak warunek, który w mechanice musi speªnia¢ pole siª,
odpowiednik pola wektorowego A′(x), »eby istniaª potencjaª, odpowiednik ska-
larnego pola Λ(x). Potencjaª w mechanice istnieje, je±li praca siª wzdªu» ka»dej
drogi zamkni¦tej jest równa zero. Analogicznie, wycechowanie w którym A ≡ 0
istnieje, je±li dla ka»dej krzywej zamkni¦tej w badanym obszarze caªka okr¦»na∮
dsA′ = 0. Wybierzmy krzyw¡ zamkni¦t¡ C i oznaczmy powierzchni¦ stano-
wi¡c¡ jej wn¦trze Σ. Je±li B = 0 na Σ i C, to znikanie caªki okr¦»nej wynika
z twierdzenia Stokesa, ale pod dwoma warunkami. Po pierwsze, funkcja A′(x)
musi by¢ dostatecznie regularna2, co w szczególno±ci znaczy, »e nie ma osobliwo-
±ci na Σ. Po drugie, ka»da krzywa zamkni¦ta na Σ powinna da¢ si¦ ±ci¡gn¡¢ do
punktu nie wychodz¡c poza Σ. To znaczy, »e nie mo»e by¢ dziur w powierzchni
Σ. Je±li funkcja Λ(x) speªniaj¡ca warunek (2.11) nie istnieje, to nie istnieje te»
wycechowanie, w którym A(x) ≡ 0.

�eby zastosowa¢ te wyniki do efektu Bohma-Aharonova, rozwa»my krzyw¡
zamkni¦t¡ C zªo»on¡ z krzywej C− i krzywej C+. Kierunek obiegu krzywej
C jest na jednej z krzywych C± zgodny z kierunkiem pr¦dko±ci cz¡stki, a na
drugiej przeciwny. Wybieramy go tak, »eby krzywa C byªa brzegiem jakiej± po-
wierzchni Σ przecinaj¡cej si¦ z walcem. Caªka okr¦»na z potencjaªu wektorowego
po krzywej C jest równa strumieniowi pola magnetycznego przez dowoln¡ po-
wierzchni¦ dla której C jest brzegiem, wi¦c przy B 6= 0 otrzymujemy niezerowy
strumie« i co za tym idzie niezerow¡ warto±¢ caªki okr¦»nej. Tak wi¦c potencjaª
wektorowy nie da si¦ przez zmian¦ wycechowania sprowadzi¢ do postaci, dla
której A(x) ≡ 0 na obu drogach C±. Podane tu rozumowanie prowadzi te» do
mocniejszego wniosku, »e potencjaª A(x) zale»y od nat¦»enia pola B wewn¡trz
walca.

�wiczenie Usuwaj¡c z powierzchni Σ cz¦±¢ znajduj¡c¡ si¦ wewn¡trz walca,
otrzymujemy powierzchni¦ Σ′, na której B ≡ 0. Wyja±ni¢ dlaczego, mimo to,
nie mo»na wnioskowa¢, »e A(x) ≡ 0 na caªej krzywej C.

• • • • •

Zauwa»my jeszcze, »e da si¦ wybra¢ obszar, bez dziur, zawieraj¡cy krzyw¡
C+, w którym B = 0. Mo»na wi¦c wybra¢ wycechowanie, w którym A(x) = 0
na caªej drodze C+ i w pewnym jej otoczeniu. W tym wycechowaniu zmiana

2Wymagana jest ci¡gªo±¢ skªadowych wektoraA′ na powierzchni Σ i ci¡gªo±¢ ich pierwszych
pochodnych cz¡stkowych na krzywej C.
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fazy funkcji falowej cz¡stki poruszaj¡cej si¦ po drodze C+ nie zale»y od pola
magnetycznego B. Zale»na od B ró»nica faz odpowiedzialna za przesuwanie si¦
pr¡»ków pochodzi wtedy wyª¡cznie od wpªywu potencjaªu wektorowego na dro-
dze C−. Podobnie, mo»na wybra¢ inne wycechowanie, w którym A(x) = 0 na
drodze C− i w jej otoczeniu, a wi¦c caªy efekt pochodzi od cz¡stek poruszaj¡cych
si¦ po drodze C+. To znaczy, »e zmiana fazy na danej drodze jest nie�zyczna.
Sens �zyczny ma tylko ró»nica faz nabytych przez cz¡stk¦ poruszaj¡ce si¦ po
dwu ró»nych drogach, daj¡ca si¦ wyznaczy¢ do±wiadczalnie z poªo»enia pr¡»ków
interferencyjnych.

�wiczenie Pokaza¢, »e mo»na wybra¢ wycechowanie tak, »e caªy efekt po-
chodzi od dowolnie maªego odcinka którejkolwiek z dróg C±.

• • • • •

2.3 Symetria wzgl¦dem cechowania w mechanice

kwantowej

W mechanice kwantowej mamy symetri¦ wzgl¦dem cechowania, je±li dla dowol-
nej rzeczywistej, skalarnej funkcji Λ(x) stan cz¡stki o ªadunku q, opisywany
przez funkcj¦ falow¡ ψ(x), jest identyczny z jej stanem opisywanym przez funk-
cj¦ falow¡ gaugef

ψ′(x) = e−iqΛ(x)ψ(x). (2.12)

Zakªadamy tu oczywi±cie, »e funkcja Λ(x) jest na tyle regularna, »e ψ′(x) jest
dopuszczaln¡ funkcj¡ falow¡. Nazywamy tak¡ symetri¦ lokaln¡, bo wspóªczyn-
nik e−iqΛ(x) jest na ogóª ró»ny w ró»nych punktochwilach x. Symetria globalna,
kiedy Λ(x) = const, jest ogóln¡, dobrze znan¡ wªasno±ci¡ funkcji falowych i nie
b¦dziemy jej tu osobno dyskutowa¢. �atwo sprawdzi¢, »e transformacje (2.12)
stanowi¡ grup¦. Poniewa» liczby e−iqΛ(x) mog¡ by¢ interpretowane jako macie-
rze unitarne o wymiarze 1×1, oznaczamy t¦ grup¦ U(1). Poka»emy, »e zaªo»enie
lokalnej symetrii cechowania U(1) sugeruje pewne oddziaªywanie cz¡stek naªa-
dowanych z polem elektromagnetycznym. Innym pytaniem jest, czy akurat to
oddziaªywanie prowadzi do wyników zgodnych z do±wiadczeniem. Taki sposób
wprowadzania oddziaªywa« odgrywa wa»n¡ rol¦ we wspóªczesnej �zyce. Dla
wielokomponentowych funkcji falowych mo»na za Λ(x) wstawia¢ macierze. Je-
»eli wybierzemy dwuwymiarowe macierze unitarne o wyznaczniku równym jeden
(grupa SU(2)), otrzymamy znaczn¡ cz¦±¢ teorii oddziaªywa« elektrosªabych. Je-
»eli wybierzemy trójwymiarowe macierze unitarne o wyznaczniku równym jeden
(grupa SU(3)), otrzymamy chromodynamik¦, czyli teori¦ oddziaªywa« silnych.

Przyj¦cie symetrii (2.12) wymaga zmian w teorii. Na przykªad, kªad¡c
Λ(x) = −pxq mo»emy zmieni¢ funkcj¦ falow¡ ψ(x) = e−ipx w funkcj¦ ψ′(x) = 1.
Je»eli ta zmiana ma nie wpªywa¢ na czterop¦d cz¡stki, to trzeba zmieni¢ opera-
tor czterop¦du. Kowariantne wzgl¦dem zmian wycechowania operatory odpo-
wiadaj¡ce skªadowym czterop¦du musz¡ speªnia¢ warunki covmom

(p̂µψ(x))′ = p̂′
µ
(x)ψ′(x), (2.13)

bo przechodz¡c do ukªadu primowanego powinni±my mie¢ swobod¦ wyboru, czy
transformujemy iloczyn p̂µψ(x), czy ka»dy jego czynnik z osobna. Zakªadamy,
»e
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p̂µψ(x) = iDµ(x)ψ(x). (2.14)

Zwykªa pochodna zostaªa tu zast¡piona przez pochodn¡ kowariantn¡ zde�-
niowan¡ wzorem3pochko

Dµ(x) ≡ ∂µ + iqAµ(x), (2.15)

gdzie potencjaª wektorowy Aµ jest czterowektorem, który przy zmianach wyce-
chowania transformuje si¦ tak, »eby czterop¦d cz¡stki speªniaª warunki (2.13).
Uzasadnimy teraz wspóªczynniki i i q. Wspóªczynnik i jest potrzebny, »eby nowo
zde�niowany operator p¦du iDµ byª hermitowski. Wspóªczynnik rzeczywisty �
tu wybrany jako ªadunek cz¡stki q � z punktu widzenia symetrii mógªby by¢
jak¡kolwiek staª¡ ró»n¡ do zera, ale jak wyniknie we wzoru (2.34), przyj¦ty tu
wybór jest jedynym, przy którym interpretuj¡c Aµ jako potencjaª wektorowy
znany z klasycznej elektrodynamiki, odtwarza si¦ poprawnie równanie Schrödin-
gera dla cz¡stki w polu elektrostatycznym.

Warunki (2.13) daj¡covder

(Dµψ(x))
′

= D′µψ′(x), (2.16)

czyli

e−iqΛ(x)(∂µ + iqAµ(x))ψ(x) = (∂µ + iqA′µ(x))e−iqΛ(x)ψ(x). (2.17)

Po redukcjach i uporz¡dkowaniu otrzymujemy st¡d jako wniosek:gaugea

A′µ(x) = Aµ(x) + ∂µΛ(x). (2.18)

W poprzednim paragra�e, taki sam wzór dla potencjaªu wektorowego wynikaª
z zaªo»enia, »e stan �zyczny ukªadu zale»y tylko od pól. Tu nie robimy tego
zaªo»enia, o którym wiemy z dyskusji efektu Bohma-Aharonova, »e jest bª¦dne.
Wedªug nowej interpretacji dobrze okre±lony jest p¦d niesiony przez cz¡stk¦ i
pole. W chwili t = 0, w wycechowaniu {ψ(x) = eipx, A = 0} cz¡stka niesie p¦d
p, a pole p¦d zero. W wycechowaniu {ψ(x) = 1,A′ = 1

qp, A
′0 = 0} cz¡stka

niesie p¦d zero, a pole A p¦d p. Te dwie sytuacje s¡ �zycznie nierozró»nialne i
odpowiadaj¡ temu samemu stanowi ukªadu. Mamy wi¦c symetri¦. Bior¡c sprz¦-
»enie zespolone wzoru (2.16) ªatwo sprawdzi¢, »e kowariantnym odpowiednikiem
wyra»enia ∂µψ∗(x) jest D∗µψ

∗(x).
Jako przykªad zastosowania przedyskutujemy efekt Bohma-Aharonova. Roz-

wa»my ruch cz¡stki w pªaszczy¹nie {x, y}, u»ywaj¡c wspóªrz¦dnych bieguno-
wych. W kole r ≤ 1

2 jest jednorodne pole magnetyczne B, równolegªe do osi
z. Dla r > 1

2 , B = 0. Strumie« pola magnetycznego przez pªaszczyzn¦ {x, y}
wynosi wi¦c

Φ(B) =
1

4
πB. (2.19)

Jednym z niesko«czenie wielu potencjaªów wektorowych opisuj¡cych to pole
elektromagnetyczne w pªaszczy¹nie {x, y} jestpotwek

3Pochodna kowariantna ma prost¡ interpretacj¦ geometryczn¡, której bardzo dobry opis
mo»na znale¹¢ w monogra�i [6].
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A = {0,−Br
2

sinφ,
Br

2
cosφ, 0}, dla r ≤ 1

2
, (2.20)

A = {0,−B
8r

sinφ,
B

8r
cosφ, 0}, dla r ≥ 1

2
. (2.21)

Cz¡stka wylatuje ze ¹ródªa w punkcie {r = 1, φ = π} i dociera do ekranu
w punkcie {r = 1, φ = 0}. Mo»liwe s¡ dwie drogi: C+ z 0 < φ < π i C− z
π < φ < 2π. Dla obu dróg przyjmujemy r ≡ 1. Ró»niczkuj¡c funkcje x = r cosφ
i y = r sinφ otrzymujemy element drogi:

ds = {0,− sinφdφ, cosφdφ, 0}. (2.22)

Ten element jest na krzywej C+, gdzie dφ < 0, antyrównolegªy, a na krzywej
C−, gdzie dφ > 0, równolegªy, do wektora A. Dªugo±¢ ka»dej z dróg wynosi π,
mamy wi¦c ∫

C±

Ads = ∓πB
8

= ∓1

2
Φ(B). (2.23)

Potrzebne nam b¦d¡ jeszcze dwa inne wycechowania, takie »e cz¦±ci prze-
strzenne odpowiadaj¡cych im potencjaªów wektorowych A± znikaj¡ odpowied-
nio na drogach C±. Na mocy tej de�nicji i poprzedniego wzoru bomaha

∫
C±

A±(x)ds = 0,

∫
C±

(A±(x)−A(x))ds = ±1

2
Φ(B). (2.24)

Istnienie tych wycechowa« wynika z dyskusji w poprzednim paragra�e. Ozna-
czamy ∆0

± zmiany fazy funkcji falowej cz¡stki przy przej±ciu od ¹ródªa do
ekranu, odpowiednio dla dróg C± i wycechowa« odpowiadaj¡cych potencja-
ªom wektorowym A±. Wielko±ci ∆0

± nie zale»¡ od pola magnetycznego, bo na
drogach C± zarówno pole B jak i odpowiednie potencjaªy wektorowe A± s¡
identycznie równe zero, a wi¦c nie ma tam informacji o polu B wewn¡trz walca.

Poniewa» potencjaªy A± ró»ni¡ si¦ od potencjaªu A tylko wyborem wyce-
chowania, musz¡ istnie¢ takie skalarne funkcje Λ±, »e

A = A± −∇Λ±. (2.25)

Mamy wi¦c ∫
C±

(A±(x)−A(x))ds =

∫
C±

∇Λ±ds = ∆Λ± (2.26)

gdzie ∆Λ± oznaczaj¡ przyrosty funkcji Λ± przy przej±ciu od ¹ródªa do ekranu
po drodze odpowiednio C+ lub C−. Na mocy wzoru (2.24)

∆Λ± = ±1

2
Φ(B) (2.27)

Przyrostom ∆Λ± odpowiadaj¡ przyrosty fazy funkcji falowej odpowiednio o
−q∆Λ±.

Teraz mo»emy ju» obliczy¢, w wycechowaniu odpowiadaj¡cym potencjaªowi
wektorowemuA, peªne przyrosty faz dla funkcji falowych cz¡stek poruszaj¡cych
si¦ po drogach C±. Oznaczymy te przyrosty ∆±. Otrzymujemy
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∆± = ∆0
± ∓

1

2
qΦ(B), (2.28)

gdzie pierwszy czªon daje niezale»ne od pola magnetycznego przyrosty fazy w
wycechowaniach odpowiadaj¡cych potencjaªom A±, a drugi poprawki na przej-
±cie do wycechowania odpowiadaj¡cego potencjaªowi A. Ró»nica faz, która
decyduje o poªo»eniu pr¡»ków na ekranie, wynosi wi¦c

∆ ≡ ∆+ −∆− = ∆0
+ −∆0

− − qΦ(B). (2.29)

Ta ró»nica faz zmienia si¦ o caªkowit¡ wielokrotno±¢ liczby 2π, co nie wpªywa
na funkcj¦ falow¡, kiedy strumie« pola magnetycznego zmienia si¦ o

∆Φ(B) =
2πn

q
, (2.30)

gdzie n jest dowoln¡ liczb¡ caªkowit¡.
�wiczenie Pokaza¢, »e powy»sze wyniki nie ulegaj¡ zmianie, je±li drogi C±

ª¡cz¡ce ¹ródªo z ekranem przejd¡ w sposób ci¡gªy w inne drogi C ′± nie wychodz¡c
poza obszar B = 0.

• • • • •

�wiczenie Wyja±ni¢ dlaczego nie jest prawd¡, »e ∆ = ∆0
+ −∆0

−.

• • • • •

�wiczenie. Wyja±ni¢ nast¦puj¡ce zjawisko, obserwowane do±wiadczalnie. Je±li
w nadprzewodz¡cym pier±cieniu pªynie pr¡d, to strumie« pola magnetycznego
przez koªo ograniczone przez ten pier±cie« mo»e przyjmowa¢ tylko warto±ci

Φ(B) =
π

e
n, (2.31)

gdzie (−e) oznacza ªadunek elektronu, a n dowoln¡ liczb¦ caªkowit¡.
Wskazówka: W nadprzewodniku no±nikami pr¡du s¡ pary Coopera o ªadunku
−2e.

• • • • •

2.4 Równanie Schrödingera dla cz¡stki oddziaªu-

j¡cej z polem elektromagnetycznym

Zale»ne od czasu równanie Schrödingera dla cz¡stki swobodnej mo»na uogólni¢
dla cz¡stki oddziaªuj¡cej z polem elektromagnetycznym, zast¦puj¡c pochodne
zwykªe przez kowariantne i wstawiaj¡c niezale»ny od wycechowania potencjaª
V (x). Otrzymujemyeqschr

iD0ψ(x) = − 1

2m
D2ψ(x) + V (x)ψ(x). (2.32)

Potencjaª V (x) mo»na, na przykªad, zbudowa¢ z pól E i B, które nie zale»¡ od
wycechowania.

Dla innego wycechowania to równanie przybiera posta¢
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iD′0ψ′(x) = − 1

2m
D′2ψ′(x) + V (x)ψ′(x), (2.33)

ale na mocy wzoru (2.16), D′0ψ′(x) =
(
D0ψ(x)

)′
i D′2ψ′(x) = D′(Dψ(x))′ =

(D2ψ(x))′, czyli to równanie ró»ni si¦ od poprzedniego tylko dopisanym do
ka»dego czªonu z lewej strony czynnikiem e−iqΛ. Oba równania s¡ wi¦c rów-
nowa»ne. W ten sposób udowodnili±my kowariancj¦ równania (2.32) wzgl¦dem
transformacji cechowania. Przy transformacjach Lorentza lewa strona równania
transformuje si¦ inaczej ni» prawa. Nie jest to zatem równanie relatywistycznie
kowariantne. Mimo to, w sytuacjach nierelatywistycznych, równanie (2.32) jest
cz¦sto i z powodzeniem u»ywane.

Dla A = 0, czyli w braku pola magnetycznego, mo»na to równanie zapisa¢
w postaci emtriv

i
∂ψ(x)

∂t
= − 1

2m
∇2ψ(x) +

(
V (x) + qA0(x)

)
ψ(x), (2.34)

a wi¦c w postaci zwykªego równania Schrödingera z potencjaªem V (x)+qA0(x).
Chc¡c otrzyma¢ równanie niezale»ne od czasu, trzeba wstawi¢ energi¦ E za-
miast i∂t, a nie zamiast iD0, jak mogªo by si¦ wydawa¢. Chodzi o to, »eby stan
stacjonarny miaª zale»no±¢ od czasu dan¡ przez czynnik e−iEt. Uzasadnienie
tego warunku jest przedyskutowane w paragra�e 3.1. Zgodnie z uwag¡ po wzo-
rze (2.15), je±li w de�nicji pochodnej kowariantnej wstawimy zamiast ªadunku
cz¡stki q dowolny staªy wspóªczynnik c, to tylko dla c = q otrzymujemy kla-
syczny wzór na wkªad potencjaªu elektrostatycznego do energii cz¡stki, a zatem
tylko dla tego wyboru mo»na zidenty�kowa¢ pole Aµ(x) ze znanym z klasycznej
elektrodynamiki potencjaªem wektorowym.

Sprz¦»enie cz¡stki z polem elektromagnetycznym uzyskane przez zamian¦
w równaniu dla cz¡stki swobodnej pochodnych zwykªych na kowariantne, bez
dopisywania czªonu z V (x), nazywa si¦ sprz¦»eniem minimalnym. Przej-
±cie od równania dla cz¡stki swobodnej do równania ze sprz¦»eniem minimal-
nym jest tak proste, »e przy omawianiu równa« relatywistycznych b¦dziemy si¦
koncentrowa¢ na równaniach dla cz¡stek swobodnych, rozumiej¡c »e w ka»dej
chwili mo»na wprowadzi¢ sprz¦»enie minimalne z polem elektromagnetycznym.
Osobnym pytaniem jest, czy sprz¦»enie minimalne jest wªa±ciwe, czy trzeba do-
pisywa¢ jakie± dalsze czªony. O tym rozstrzyga porównanie z do±wiadczeniem.
Wrócimy do tego zagadnienia dalej w tym paragra�e, przy dyskusji momentów
magnetycznych cz¡stek.

Sprawdzimy teraz, jak wedªug nierelatywistycznego równania Schrödingera
elektron, maj¡cy kr¦t orbitalny L, oddziaªuje ze staªym, jednorodnym polem
magnetycznym B. Moment magnetyczny µ daje do hamiltonianu (energii)
wkªad enemag

H ′B = −µB. (2.35)

Je±li elektron kr¡»y, to powinien generowa¢moment magnetyczny. Taki mo-
ment nazywamy orbitalnym. Energia jest skalarem wzgl¦dem obrotów i inwersji
przestrzennej, pole magnetyczne jest pseudowektorem wzgl¦dem tych transfor-
macji, wi¦c moment magnetyczny te» musi by¢ pseudowektorem. Jedynym,
poza polem magnetycznym, pseudowektorem, który da si¦ tu utworzy¢, jest
kr¦t orbitalny L. Przewidujemy wi¦c, »e orbitalny moment magnetyczny b¦dzie
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proporcjonalny do L. Znalezienie wspóªczynnika proporcjonalno±ci wymaga ra-
chunku.

Wybieramy o± z wzdªu» wektora pola magnetycznego, wi¦c B = {0, 0, B}.
Ze wzoru (2.20) otrzymujemy:ajedmg

A = {0,−yB
2
,
xB

2
, 0}. (2.36)

Inne wybory potencjaªu wektorowego s¡ oczywi±cie mo»liwe, ale okazuj¡ si¦
mniej wygodne. W hamiltonianie pole magnetyczne wyst¦puje tylko w czªonie4

− (∇− iqA)2

2m
= −∇2

2m
+
iq

m
A∇ +

q2

2m
A2. (2.37)

Po prawej stronie, pierwszy czªon nie zale»y od pola magnetycznego, trzeci jest
proporcjonalny do B2, wi¦c interesuj¡cy nas czªon liniowy w B jest zawarty w
wyrazie drugim, który podobnie jak w ogólniejszym wzorze (2.35) oznaczymy
H ′B . Obliczaj¡c iloczyn skalarny otrzymujemy

H ′B =
iqB

2m
(−y ∂

∂x
+ x

∂

∂y
) =

qB

2m
(ypx − xpy) = − q

2m
BL. (2.38)

W ostatniej równo±ci wykorzystali±my fakt, »e poniewa» pole magnetyczne jest
równolegªe do osi z, BLz = BL. Magneton Bohra zde�niowany jest wzoremmagbor

µB =
e

2m
≈ 5, 8× 10−5eV/T, (2.39)

gdzie (−e) i m oznaczaj¡ odpowiednio ªadunek i mas¦ elektronu. Dla elektronu
mo»emy wi¦c zapisa¢

H ′B = µBBL. (2.40)

Pokazali±my, »e ruch elektronu po orbicie generuje moment magnetyczny

µ = −µB L . (2.41)

W �zyce j¡drowej u»ywa si¦ magnetonu j¡drowego:

µN =
e

2mp
≈ 3.15× 10−8eV/T, (2.42)

gdzie mp jest mas¡ protonu.
Obliczone powy»ej oddziaªywanie elektronu z polem magnetycznym okazaªo

si¦ niewystarczaj¡ce do opisu efektu Zeemana, to znaczy rozszczepienia linii
widm atomowych pod wpªywem jednorodnego, staªego w czasie, pola magne-
tycznego. Trzeba wi¦c dopisa¢ do hamiltonianu jaki± czªon nie wynikaj¡cy ze
sprz¦»enia minimalnego. Pauli wprowadziª czªon, znany obecnie jako czªon
Pauli'ego, który mo»na zapisa¢ w postaci

H ′′B = gµBSB, g = 2, (2.43)

gdzie S oznacza spin elektronu. Moment magnetyczny, który mo»na odczy-
ta¢ z tego wzoru, jest wªasno±ci¡ elektronu i nie ma nic wspólnego z ruchem
orbitalnym. Wspóªczynnik g jest znany jako wspóªczynnik »yromagnetyczny

4W naszym przykªadzie ∇A = 0, wi¦c ∇ i A komutuj¡.
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i zostaª pierwotnie wyznaczony z do±wiadczenia. Fakt, »e ten wspóªczynnik
jest ró»ny od jedno±ci komplikuje opis efektu Zeemana. Stany wªasne ener-
gii atomów, kiedy nie ma pól zewn¦trznych, wybiera si¦ zwykle tak, »e maj¡
dobrze okre±lon¡ liczb¦ kwantow¡ Jz = Lz + Sz, a energia magnetyczna jest
proporcjonalna do Lz + 2Sz. Równanie Schrödingera z czªonem Pauli'ego nie¹le
opisuje efekt Zeemana, w atomie wodoru i atomach metali alkalicznych, w sil-
nych polach magnetycznych, ale przy sªabych polach magnetycznych nabieraj¡
znaczenia dodatkowe oddziaªywania, które omówimy przy dyskusji równania Di-
raca. Zauwa»my, »e spin jest jedynym pseudowektorem wchodz¡cym do opisu
cz¡stki w spoczynku. Wobec tego moment magnetyczny takiej cz¡stki musi
by¢ proporcjonalny do S. Zmierzy¢, lub wyliczy¢, trzeba tylko wspóªczynnik
»yromagnetyczny.

W rozdziale V poka»emy, »e czªon Pauli'ego ze wspóªczynnikiem »yromagne-
tycznym g = 2 wynika z równania Diraca bez wprowadzania »adnych czªonów
poza sprz¦»eniem minimalnym. Dalsze prace do±wiadczalne wykazaªy jednak,
»e wspóªczynnik »yromagnetyczny odbiega nieco od warto±ci dwa otrzymanej
przez Diraca. To odchylenie wyja±nia elektrodynamika kwantowa, która daje

g − 2

2
=

α

2π
+O(α2). (2.44)

Poniewa» α ≈ 1
137 , poprawka jest bardzo maªa. Zostaªa natomiast zmierzona

z ogromn¡ dokªadno±ci¡. Bª¡d do±wiadczalny wynosi obecnie [15] 2.7 × 10−13.
Rachunek w ramach elektrodynamiki kwantowej, uwzgl¦dniaj¡cy czªony z wy»-
szymi pot¦gami α i bardzo niewielk¡ poprawk¦ hadronow¡, daje wynik zgodny z
do±wiadczeniem w granicach tego bª¦du. Podobnie wygl¡da sytuacja dla mionu.
Natomiast dla nukleonów równanie Diraca nie pozwala dobrze oszacowa¢ czªonu
Pauli'ego, przy czym nie chodzi tu tylko o mody�kacj¦ wspóªczynnika »yroma-
gnetycznego. Neutron jest oboj¦tny elektrycznie, wi¦c powinien mie¢ zerowy
moment magnetyczny. Tymczasem do±wiadczalnie moment magnetyczny neu-
tronu wynosi okoªo −1, 91µN , i co do warto±ci bezwzgl¦dnej jest porównywalny
z momentem magnetycznym protonu (okoªo 2.79µN ), który zreszt¡ te» si¦ nie
zgadza z przewidywaniem teorii Diraca. Mo»na to zrozumie¢, je±li si¦ wie, »e
wprawdzie neutron jako caªo±¢ jest elektrycznie oboj¦tny, ale skªada si¦ z cz¡-
stek o niezerowych ªadunkach elektrycznych. Z faktu, »e ich ªadunki elektryczne
si¦ znosz¡, nie wynika, »e znosz¡ si¦ tak»e ich momenty magnetyczne.
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Rozdziaª 3

Równanie Kleina-Gordona

3.1 Równanie Kleina-Gordona i jego rozwi¡zania

dla cz¡stki swobodnej

Równanie Kleina-Gordona jest podstawowym relatywistycznym równaniem dla
funkcji falowych1 cz¡stek o spinie zero. Funkcje falowe cz¡stek o wy»szych
spinach równie» speªniaj¡ to równanie, ale speªniaj¡ te» inne równania, które
daj¡ wi¦cej informacji.

Równanie Kleina-Gordona dla cz¡stki swobodnej ma posta¢

(p̂µp̂
µ −m2)ψ(x) = 0. (3.1)

Jak wida¢, powstaje ono z klasycznego wzoru p2 −m2 = 0, podobnie jak niere-
latywistyczne równanie Schrödingera dla cz¡stki swobodnej powstaje ze wzoru
p2

2m = E. Podstawiaj¡c pµ = i∂µ i zmieniaj¡c znak lewej strony równania
otrzymujemy (

∂µ∂
µ +m2

)
ψ(x) = 0. (3.2)

Zwykle zapisuje si¦ to równanie przy pomocy dalambercjanu, � ≡ ∂µ∂µ: klegor

(�+m2)ψ(x) = 0. (3.3)

Równanie jest liniowe, wi¦c jego rozwi¡zania stanowi¡ przestrze« wektorow¡.
Omówimy teraz dziaªanie operatorów translacji. Ten przypadek jest tak pro-

sty, »e mo»na by od razu napisa¢ ko«cowe wyniki. Ogólna dyskusja przenosi si¦
jednak z bardzo niewielkimi zmianami na bardziej skomplikowane operatory, a
ªatwiej jest j¡ zrozumie¢ na tym prostym przykªadzie. Niech operator translacji
T̂ (a) zmienia ka»d¡ punktochwil¦ x w x′ = x+ a: trapch

T̂ (a)x = x′ = x+ a, x = T̂−1(a)x′ = x′ − a. (3.4)

Wprowadzamy oznaczenie

1Zgodnie ze zwyczajem, rozwi¡zania ψ(x) relatywistycznych równa« falowych b¦dziemy
nazywali funkcjami falowymi, chocia» z kwantowej teorii pola wiadomo, »e to s¡ klasyczne
pola, które nie dadz¡ si¦ interpretowa¢ jako iloczyny skalarne 〈x|ψ〉, gdzie |ψ〉 jest wektorem
stanu. W zwi¡zku z tym nie b¦dziemy u»ywa¢ notacji Diraca dla tych funkcji.
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f ′(x) = T̂ (a)f(x). (3.5)

Dla translacji przyjmujemy, »efprxpr

f ′(x′) = f(x). (3.6)

Interpretacj¦ �zyczn¡ tego zaªo»enia dyskutujemy poni»ej. Korzystaj¡c z dru-
giego ze wzorów (3.4), mo»emy wyeliminowa¢ argument x. Zmieniaj¡c nast¦pnie
oznaczenie z x′ na x otrzymujemyfprtra

f ′(x) = f(T̂−1(a)x) (3.7)

�wiczenie Wyja±ni¢ dlaczego ten wzór nie jest sprzeczny ze wzorami (3.4)
dla f(x) = x.

• • • • •

Powy»szy wzór wyja±nia sens �zyczny zaªo»enia (3.6). Warto±¢ funkcji f ′ w
punktochwili x jest równa warto±ci funkcji f w punktochwili, która pod wpªy-
wem translacji o a przejdzie w punktochwil¦ x. Ogólnie, je±li wzór (3.6) jest
prawdziwy dla wszystkich operatorów z jakiej± grupy, to mówimy, »e funkcja f
jest skalarem wzgl¦dem tej grupy. W takim przypadku prawdziwy jest wzór ana-
logiczny do wzoru (3.7), bo w jego wyprowadzeniu nie korzystali±my z »adnych
szczególnych wªasno±ci operatorów translacji. Je»eli funkcja nie jest skalarna,
to na ogóª wzór (3.7) si¦ nie stosuje. Na przykªad, jednorodne pole elektryczne
równolegªe do osi z przechodzi przy obrocie o 90◦ wokóª osi y w jednorodne
pole elektryczne równolegªe do osi x. Dotyczy to wszystkich punktów, nawet
punktów na osi y, które przy tym obrocie nie zmieniaj¡ poªo»enia (x′ = x).
Operatory translacji zawsze mo»na zde�niowa¢ tak, »e wzór (3.6) stosuje si¦.

�wiczenie Na przykªadzie pola temperatur na pªaszczy¹nie, T (x, y), które
jest skalarne wzgl¦dem obrotów wokóª osi z, wyja±ni¢ sens �zyczny wzoru (3.6).
Jako transformacj¦ przyj¡¢ obrót wokóª osi z o k¡t φ.

• • • • •

W ogólnym przypadku, kiedy jaki± operator Â dziaªa na funkcj¦ f(x), która nie
musi by¢ skalarna, odpowiednikiem wzoru (3.7) jest wzórfprima

f ′(x) = f̃(Â−1x), (3.8)

gdzie funkcj¦ f̃ mo»na znale¹¢ rozpatruj¡c szczególny przypadek, kiedy funkcja
f(x) nie zale»y od punktochwili x. Je»eli

Â−1 = Â, (3.9)

to mo»na u»ywa¢ nieco prostszego wzorufprimb

f ′(x) = f̃(Âx), (3.10)

�wiczenie Pokaza¢, »e dla pola wektorowego f(r) = r cosφ wzór (3.7) sto-
suje si¦ dla translacji, ale nie dla rotacji wokóª osi z. Znale¹¢ uogólnienie, które
stosuje si¦ do tych rotacji i porówna¢ ze wzorem (3.8).

• • • • •
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Wracamy do równania Kleina-Gordona. Poniewa» ró»niczkowanie po x daje
ten sam wynik, co ró»niczkowanie po x+ a, mamy:

0 = T̂ (a)(�+m2)ψ(x) = (�+m2)T̂ (a)ψ(x). (3.11)

To znaczy, »e w przestrzeni rozwi¡za« równania Kleina-Gordona operatory T̂ (a)
i � + m2 komutuj¡ ze sob¡. Mo»na wi¦c znale¹¢ ukªad zupeªny rozwi¡za«
równania Kleina-Gordona w±ród funkcji wªasnych operatorów T̂ (a). Te funkcje
maj¡ posta¢ falpla

ψp(x) = N(p)e−ipx, (3.12)

gdzie wspóªczynnik N(p) nie zale»y od x, ale mo»e zale»e¢ od p. Rzeczywi±cie:

T̂ (a)N(p)e−ipx = N(p)e−ip(x−a) = eipaN(p)e−ipx, (3.13)

Funkcja falowa (3.12) jest te» wspóln¡ funkcj¡ wªasn¡ operatorów skªadowych
czterop¦du, p̂µ = i∂µ, do warto±ci wªasnych pµ. To znaczy, »e skªadowe cztero-
p¦du cz¡stki, której stan opisuje ta funkcja falowa, s¡ dobrze okre±lone i maj¡
warto±ci pµ. Dla jednokomponentowych funkcji falowych czynnik N(p) jest po
prostu staª¡ normalizacyjn¡. Dla funkcji dwu lub wi¦cej komponentowych, ten
czynnik jest bardziej skomplikowan¡ funkcj¡ p¦du, która pozostaje do wyzna-
czenia.

�wiczenie Rozwa»aj¡c translacje T̂ (a), dla których moduªy wszystkich
skªadowych czterowektora a s¡ bardzo maªe, wyja±ni¢ dlaczego wspólne funk-
cje wªasne operatorów skªadowych czterop¦du s¡ zarazem funkcjami wªasnymi
operatorów translacji.

• • • • •

Zauwa»my, »e powy»sze wyniki mo»na uzyska¢ zakªadaj¡c tylko, »e »aden
punkt, czy obszar, w czasoprzestrzeni nie jest wyró»niony, bo to znaczy, »e
operator dziaªaj¡cy na funkcje falow¡, w naszym przypadku operator �+m2 jest
niezmienniczy wzgl¦dem translacji. To zaªo»enie jest speªnione przez wszystkie
równania dla cz¡stek swobodnych. Dlatego ka»de z tych równa« b¦dzie miaªo
rozwi¡zania postaci (3.12). Ale, jak zaraz zobaczymy na przykªadzie równania
Kleina-Gordona, nie wszystkie te funkcje s¡ rozwi¡zaniami równania. Na ogóª
równanie nakªada jeszcze dodatkowe warunki.

Je»eli w równaniu wyst¦puje oddziaªywanie niezale»ne od czasu, to mo»na
powtórzy¢ powy»sze rozumowanie ograniczaj¡c si¦ do przesuni¦¢ w czasie. Od-
powiednikiem wzoru (3.12) jest wtenczas wzór faltem

ψp0(x) = e−ip
0tψp0(0,x). (3.14)

Podstawiaj¡c funkcje ψp(x) do równania (3.3), otrzymujemy:

(p0)2 − p2 = m2, (3.15)

lub równowa»nie

p0 = ±
√
p2 +m2. (3.16)

Rozwi¡zania z p0 > 0 opisuj¡ cz¡stki z p¦dem p i energi¡ E = p0. Rozwi¡zania
z p0 < 0 stanowiªy problem, bo w do±wiadczeniu nie obserwuje si¦ cz¡stek
swobodnych z ujemn¡ energi¡.
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Gdyby±my chcieli opisywa¢ tylko cz¡stki swobodne, mogliby±my si¦ umówi¢,
»e dopuszczamy tylko stany z dodatni¡ energi¡, ale takie podej±cie jest nie do
utrzymania, je±li s¡ oddziaªywania z polami zewn¦trznymi2. Wtedy, nawet je±li
dla t = 0 funkcja falowa jest superpozycj¡ tylko funkcji z dodatnimi energiami,
pojawiaj¡ si¦ w miar¦ ewolucji ukªadu skªadowe z energiami ujemnymi. Na
skutek tego, caªkowite prawdopodobie«stwo, »e cz¡stka ma energi¦ dodatni¡,
spada poni»ej jedno±ci i konieczna jest jaka± interpretacja pozostaªych mo»li-
wo±ci zwi¡zanych ze skªadowymi funkcji falowej z ujemnymi energiami. Je»eli
uznamy, »e poziomy z ujemn¡ energi¡ s¡ �zyczne, to mamy kolejn¡ trudno±¢.
Cz¡stki z dodatni¡ energi¡ b¦d¡ spada¢ na te poziomy obni»aj¡c nieograniczenie
swoje energie.

Pierwsze rozwi¡zanie tej trudno±ci podaª Dirac, który natkn¡ª si¦ na ni¡
przy analizie swojego równania. Zaªo»yª, »e w stanie podstawowym ukªadu
wszystkie stany o energii ujemnej s¡ obsadzone. Poniewa» rozwa»aª elektrony,
mógª si¦ powoªa¢ na zakaz Pauli'ego, który uniemo»liwia cz¡stkom z energi¡
dodatni¡ spadanie na ju» zaj¦te poziomy z energi¡ ujemn¡. Ten zbiór elektro-
nów o ujemnych energiach nazywa si¦ morzem Diraca. Z interpretacji Diraca
wynika wa»ny wniosek. Mo»e si¦ zdarzy¢, »e elektron z ujemn¡ energi¡ pochªo-
nie kwant promieniowania elektromagnetycznego o tak du»ej energii, »e stanie
si¦ elektronem z dodatni¡ energi¡. Mamy wtedy produkcj¦ pary: pojawia si¦
elektron o energii dodatniej i pozostaªa po nim dziura w morzu Diraca. Ener-
gi¦ morza liczymy jako sum¦ energii skªadaj¡cych si¦ na nie elektronów, bez
uwzgl¦dniania oddziaªywa« mi¦dzyelektronowych. Energi¦ i p¦d dziury obli-
czamy przez odj¦cie czterop¦du morza Diraca z dziur¡ od jego czterop¦du bez
tej dziury. Nie przejmujemy si¦ tym, »e odejmujemy od siebie dwie wielko±ci
niesko«czone. St¡d, je»eli elektron miaª energi¦ p0 < 0 i p¦d p, to dziura ma
energi¦ E = −p0 > 0 i p¦d −p. Ma wi¦c dodatni¡ energi¦, i mas¦

√
E2 − p2

tak¡ sam¡ jak elektron. Podobnie, rzut spinu Sz na dowolnie wybran¡ o± z
jest dla dziury przeciwny ni» dla odpowiadaj¡cej jej cz¡stki z ujemn¡ energi¡.
Wynika st¡d, »e spin S dziury jest taki sam jak spin odpowiadaj¡cej jej cz¡stki.
Zauwa»my jeszcze, »e skr¦tno±¢ nie ulega zmianie, bo zmieniaj¡ si¦ jednocze-
±nie zwroty wektorów p¦du i spinu. W polu elektrycznym dziura porusza si¦
w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu elektronów, podobnie jak p¦cherzyk
powietrza w wodzie porusza si¦ ku górze, a wi¦c w kierunku przeciwnym do
kierunku siªy grawitacji dziaªaj¡cej na cz¡steczki wody. Wnioskujemy st¡d, »e
dziura zachowuje si¦ jak cz¡stka o ªadunku przeciwnym do ªadunku elektronu.
T¦ cz¡stk¦ nazywamy antycz¡stk¡. Z teorii Diraca wynika wi¦c, »e dla elek-
tronu, ogólniej dla ka»dego fermionu, istnieje jego antycz¡stka, czyli cz¡stka o
takiej samej masie i spinie, ale przeciwnym ªadunku elektrycznym. Do±wiad-
czalne potwierdzenie tego przewidywania dla elektronu byªo wielkim sukcesem
teorii Diraca. Teori¦ równowa»n¡ z teori¡ Diraca mo»na zbudowa¢ przyjmu-
j¡c, »e to pozytony s¡ cz¡stkami z dodatni¡ energi¡, a elektrony s¡ dziurami w
morzu Diraca pozytonów. To, »e elektrony nazywamy cz¡stkami, a pozytony
antycz¡stkami ma uzasadnienie wyª¡cznie historyczne.

Interpretacja Diraca, odpowiednio zmody�kowana, odgrywa wa»n¡ rol¦ w
�zyce fazy skondensowanej, gdzie no±nikami pr¡du elektrycznego mog¡ by¢ za-
równo ujemne elektrony jak i dodatnie dziury. Nale»y jednak pami¦ta¢, »e tam

2Przyjmujemy tu bez dowodu do±¢ oczywisty fakt, »e wprowadzenie oddziaªywa«, na ogóª,
nie eliminuje rozwi¡za« z ujemn¡ energi¡
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zamiast morza Diraca mamy morze Fermi'ego zªo»one z elektronów oddziaªuj¡-
cych z jonami. Na skutek tego masa dziury jest na ogóª ró»na od masy elektronu
i obie s¡ na ogóª ró»ne od masy elektronu �guruj¡cej w tablicach cz¡stek. W
�zyce cz¡stek interpretacja Diraca ma du»¡ warto±¢ heurystyczn¡ � zastana-
wiaj¡c si¦ nad jak¡± wªasno±ci¡ antycz¡stek, cz¦sto pomocne jest sprawdzenie,
jak to jest przy interpretacji Diraca. Z do±wiadczenia wiadomo jednak, »e nie
tylko fermiony maj¡ antycz¡stki. Maj¡ je tak»e bozony, dla których nie obowi¡-
zuje zakaz Pauli'ego, a wi¦c interpretacja Diraca nie da si¦ zastosowa¢. Inter-
pretacj¦ daj¡c¡ si¦ zastosowa¢ zarówno do fermionów jak i do bozonów podaª
Stückelberg (1941), a nast¦pnie znakomicie rozwin¡ª Feynman (1948). Dodat-
kow¡ zalet¡ tej nowszej interpretacji jest, »e nie wprowadza niesko«czonej liczby
cz¡stek o niesko«czonej (ujemnej) ª¡cznej energii.

Wedªug Stückelberga i Feynmana, antycz¡stka odpowiada cz¡stce o ujemnej
energii poruszaj¡cej si¦ w tyª w czasie. Z tego okre±lenia natychmiast wynika,
»e ma tak¡ sam¡ mas¦ i taki sam spin jak cz¡stka. Czªon −ip0∆t, wyst¦puj¡cy
w czynniku fazowym funkcji falowej stanu stacjonarnego, przechodzi w czªon
−ip0(−∆t) = −i(−p0)∆t. Dla stanu o ujemnej energii −p0 = E > 0 i otrzymu-
jemy czªon jak dla normalnej cz¡stki z energi¡ E > 0 poruszaj¡cej si¦ w przód w
czasie. Antycz¡stka ma ªadunek elektryczny przeciwny ni» cz¡stka. Poruszanie
si¦ w tyª w czasie w sensie Stückelberga i Feynamana nale»y wi¦c odró»nia¢
od znanego z klasycznej �zyki odwracania ruchu w czasie, które nie tworzy no-
wej cz¡stki z przeciwnym ªadunkiem. Poka»emy teraz, »e ta interpretacja te»
przewiduje powstawanie par. Rozwa»my lini¦ ±wiata elektronu poruszaj¡cego
si¦ w tyª w czasie do chwili t = t0. W chwili t0 linia ±wiata zawraca i elektron
dalej porusza si¦ w przód w czasie. Co widzi obserwator? Dla t < t0 nie ma
»adnego elektronu. Dla ka»dego t > t0 wida¢ jeden elektron poruszaj¡cy si¦ w
tyª w czasie i jeden poruszaj¡cy si¦ w przód w czasie. Powstaªa wi¦c para e+e−.
Z drugiej strony, mamy tylko jedn¡ lini¦ ±wiata. Feynman nast¦puj¡co popu-
laryzowaª t¦ zmian¦ punktu widzenia. Wyobra¹my sobie, »e linia ±wiata jest
drog¡. Kierowca ci¦»arówki jad¡cy t¡ drog¡ zawsze widzi jedn¡ drog¦. Nato-
miast lotnik lec¡cy w kierunku wzrastaj¡cej wspóªrz¦dnej czasowej najpierw nie
widzi »adnej drogi, a potem pojawiaj¡ mu sie dwie. Zauwa»my, »e interpreta-
cja Stückelberga-Feynmana te» jest symetryczna wzgl¦dem zamiany cz¡stek na
antycz¡stki. U»ywaj¡c tej interpretacji, mo»na opisywa¢ niektóre efekty zwykle
uwa»ane za wielocz¡stkowe jako procesy jednocz¡stkowe. Przykªadem jest pro-
dukcja par, któr¡ zwykle uwa»a si¦ za proces dwucz¡stkowy. Potrzebnej energii
mo»e dostarcza¢, na przykªad, klasyczne pole elektromagnetyczne. To rozszerze-
nie klasy procesów, które daj¡ si¦ opisywa¢ przy pomocy mechaniki kwantowej,
gdzie liczba cz¡stek si¦ nie zmienia, bardzo poprawia skuteczno±¢ metody za-
burze«. Dobr¡ dyskusj¦ tego zagadnienia, ilustrowan¡ licznymi przykªadami,
mo»na znale¹¢ w podr¦czniku [7]. Cz¡stki z ujemn¡ energi¡ poruszaj¡ce si¦ w
tyª w czasie mog¡ by¢ obserwowane tylko jako antycz¡stki o dodatniej energii
poruszaj¡ce si¦ w przód w czasie. Ich istnienie nie narusza wi¦c zasady przy-
czynowo±ci.

�wiczenie Uzasadni¢, u»ywaj¡c interpretacji Stückelberga-Feynmana, »e
antycz¡stka ma ªadunek elektryczny przeciwny w stosunku do odpowiadaj¡cej
jej cz¡stki.

• • • • •

Obie powy»sze interpretacje historycznie odegraªy wielk¡ rol¦ i pozwoliªy wy-
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prowadzi¢ cenne wyniki, ale wedªug obecnych pogl¡dów w peªni konsystentn¡
interpretacj¦ rozwi¡za« z ujemn¡ energi¡ daje dopiero kwantowa teoria pola.
Tam rozwi¡zania z ujemn¡ energi¡ s¡ wykorzystywane, ale nie prowadz¡ do
pojawienia si¦ cz¡stek z ujemn¡ energi¡. W praktyce, wyniki pokrywaj¡ si¦ z
wynikami które mo»na uzyska¢ u»ywaj¡c interpretacji Stückelberga-Feynmana.

3.2 Pr¡d zachowywany

W teorii nierelatywistycznej kwadrat moduªu odpowiednio znormalizowanej funk-
cji falowej interpretujemy jako g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa. Jest to mo»liwe
tylko dlatego, »e istnieje pr¡d J speªniaj¡cy równanie ci¡gªo±ci ∂µJµ = 0, i »e
staª¡ normalizacyjn¡ mo»na wybra¢ tak, »e J0 = |ψ(x)|2. Prawdopodobie«-
stwo znalezienia cz¡stki gdziekolwiek w przestrzeni, które musi by¢ identycznie
równe jeden, jest zachowywane na mocy równania ci¡gªo±ci. Jest to tylko waru-
nek konieczny, który musi speªnia¢ g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa. Trzeba jeszcze
sprawdzi¢, »e interpretacja cz¦±ci przestrzennej J jako pr¡du g¦sto±ci prawdo-
podobie«stwa jest rozs¡dna.

�wiczenie Pokaza¢, »e staªy w czasie i w przestrzeni wektor jµ speªnia
równanie ci¡gªo±ci i wyja±ni¢ dlaczego, mimo to, na ogóª, wielko±¢ j0 nie mo»e
by¢ interpretowana jako g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa.

• • • • •

�eby znale¹¢ interpretacj¦ probabilistyczn¡ rozwi¡za« równania Kleina-Gordona,
musimy najpierw wykaza¢, »e i tu istnieje pr¡d zachowywany, to znaczy speª-
niaj¡cy równanie ci¡gªo±ci. W tym celu mno»ymy równanie lewostronie przez
ψ∗(x), a nast¦pnie równanie sprz¦»one zespolone lewostronnie przez ψ(x). Otrzy-
mujemy ukªad dwu równa«

ψ∗(x)(�+m2)ψ(x) = 0; ψ(x)(�+m2)ψ∗(x) = 0. (3.17)

Odejmuj¡c je od siebie stronami, mamy równo±¢

ψ∗(x)�ψ(x)− ψ(x)�ψ∗(x) = 0. (3.18)

Korzystaj¡c z to»samo±ci

0 = ψ∗(x)∂µ∂
µψ(x)− ψ(x)∂µ∂

µψ∗(x) = ∂µ [ψ∗(x)∂µψ(x)− ψ(x)∂µψ∗(x)]
(3.19)

otrzymujemy równanie ci¡gªo±ci

∂µJ
µ = 0, (3.20)

je±li przyjmiemy
Jµ = N (ψ∗∂µψ − ψ∂µψ∗) , (3.21)

gdzie N jest dowoln¡ staª¡. Dodanie do m skalarnego potencjaªu V (x) nie
wpªywa na równanie ci¡gªo±ci. Wprowadzenie sprz¦»onego minimalnie pola
elektromagnetycznego daje, po zwykªych podstawieniach ∂µψ → Dµψ i ∂µψ∗ →
D∗µψ

∗, równanie ci¡gªo±ci z pr¡demelecur
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Jµ = N
(
ψ∗Dµψ − ψD∗µψ∗

)
, (3.22)

gdzie Dµ = ∂µ + iqAµ oznacza, jak zwykle, pochodn¡ kowariantn¡, a N staª¡
normalizacyjn¡.

�wiczenie Pokaza¢, »e pr¡d (3.22) jest zachowywany i nie zale»y od wyce-
chowania.

• • • • •

W szczególno±ci, dla cz¡stki oddziaªuj¡cej z niezale»nym od czasu potencjaªem
skalarnym, w stanie stacjonarnym zachodzi ψ(x) = e−ip

0tψ(0,x), i otrzymujemy geprkg

J0(x) = −2iNp0|ψ(0,x)|2. (3.23)

Dla p0 > 0 mo»na wybra¢ N = i
2m i otrzyma¢

J0(x) =
p0

m
|ψ(0,x)|2. (3.24)

To wyra»enie mo»na interpretowa¢ jako g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa. W gra-
nicy nierelatywistycznej p

0

m → 1, i odtwarzamy znany wzór nierelatywistyczny.
Natomiast dla p0 < 0 nie mo»emy ju» inaczej wybra¢ wspóªczynnika −iN

i interpretacja probabilistyczna nie ma sensu, bo J0(x) ≤ 0. To byª kiedy±
powa»ny argument przeciwko u»ywaniu równania Kleina-Gordona.

�wiczenie Przedyskutowa¢ przypadek, kiedy funkcja falowa jest superpo-
zycj¡ rozwi¡za« z dodatnimi i ujemnymi energiami i pokaza¢, »e dla pr¡du
zachowywanego nie ma mo»liwo±ci wprowadzenia wspóªczynnika N zale»nego
od znaku p0.

• • • • •

Wyj±cie znale¹li Pauli i Weisskopf (1934), którzy zaproponowali, »eby funkcj¦

J0(x) = q
E

m
|ψ(0,x)|2, (3.25)

gdzie q oznacza elektryczny ªadunek cz¡stki, a E = |p0|, interpretowa¢ jako
g¦sto±¢ ªadunku elektrycznego. Poniewa» cz¡stki i antycz¡stki maj¡ przeciwne
ªadunki, zwi¡zane z nimi g¦sto±ci ªadunku musz¡ mie¢ przeciwne znaki, zgodnie
z powy»szym równaniem. Na mocy równania ci¡gªo±ci zachowywany jest wi¦c
caªkowity ªadunek cz¡stek, a nie ich liczba, co jest zgodne z do±wiadczeniem.
Zauwa»my jeszcze, »e przy tej interpretacji dla cz¡stek elektrycznie neutralnych
q = 0, wi¦c Jµ(x) ≡ 0. W tym przypadku nie ma zachowywanego pr¡du i
interpretacj¦ probabilistyczn¡ mo»na poda¢ dopiero na gruncie kwantowej teorii
pola.

Czynnik E
m = γ poprawia na skrócenie Lorentza. Przy zmniejszeniu ele-

mentu obj¦to±ci o czynnik γ (skrócenie Lorentza), bez zmiany liczby cz¡stek w
tym elemencie, g¦sto±¢ wzrasta o czynnik γ.

3.3 Symetrie równania Kleina-Gordona

Operacja A jest symetri¡ równania falowego rowfal

Ôψ(x) = 0, (3.26)
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je±li dla ka»dego rozwi¡zania ψ(x), funkcja

ψA(x) ≡ Âψ(x). (3.27)

te» jest rozwi¡zaniem. Wtedy

ÂÔψ(x) = 0 = ÔÂψ(x). (3.28)

Poniewa» rozwi¡zania ψ(x) stanowi¡ ukªad zupeªny, w przestrzeni rozwi¡za«
równania (3.26), wynika st¡d równowa»ne okre±lenie symetrii: operacja A jest
symetri¡ równania (3.26) kiedy komutator

[Â, Ô] = 0, (3.29)

czyli kiedy operator Ô nie zmienia si¦ pod dziaªaniem operatora Â. W paragra�e
3.1 omawiali±my ju» szczególny przypadek, kiedy Ô = �+m2 i Â = T̂ (a).

Przedstawimy teraz najwa»niejsze symetrie równania Kleina-Gordona cz¡stki
swobodnej i przedyskutujemy ich stosowalno±¢ dla innych równa«.

Wªa±ciwe transformacje Lorentza Operatory L↑+ komutuj¡ ze skalarem
� = ∂µ∂

µ, wi¦c, je»eli funkcja ψ(x) jest rozwi¡zaniem swobodnego równania
Kleina-Gordona, to zachodzi te»

(�+m2)L̂↑+ψ(x) = 0. (3.30)

Funkcja L̂↑+ψ(x) mo»e by¢ interpretowana jako funkcja falowa ψ(x) widziana
z innego ukªadu odniesienia. Z zasady wzgl¦dno±ci wynika wi¦c, »e równanie
falowe dla tej funkcji musi by¢ takie same jak dla funkcji ψ(x). Zasada wzgl¦d-
no±ci obowi¡zuje dla ka»dego ukªadu �zycznego, wi¦c wªa±ciwe transformacje
Lorentza s¡ symetriami wszelkich realistycznych, relatywistycznych równa« dla
cz¡stek3.

Inwersja przestrzenna Operator inwersji przestrzennej, krócej inwersji lub
parzysto±ci, oznaczamy symbolem P̂ . Pod dziaªaniem inwersji

P̂ x = {t,−x}, P̂ 2x = x. (3.31)

Z drugiego z tych wzorów nie wynika, »e P̂ 2 = 1, ale tylko »e reprezentant
tego operatora dziaªaj¡cy na punktochwile ma t¦ wªasno±¢. Mo»e si¦ wydawa¢
oczywiste, »e dwukrotna inwersja przestrzenna nic nie zmienia, ale równie dobry
argument, »e obrót o k¡t 2π nic nie zmienia jest, jak wiadomo, faªszywy dla
funkcji falowych cz¡stek o spinie poªówkowym, czyli dla fermionów. Przyjmiemy
wi¦c tylko »e

P̂ 2 = 1 (3.32)

w dziaªaniu na funkcje falowe cz¡stek o spinach caªkowitych, czyli dla bozonów.
Fermionami zajmiemy si¦ w nast¦pnym rozdziale.

Ograniczymy si¦ teraz do cz¡stek o spinie zero. Ich funkcje falowe b¦dziemy
oznaczali φ(x). Dla takich cz¡stek funkcja falowa jest jedn¡ liczb¡ i funkcje φ
i φ̃ mog¡ si¦ ró»ni¢ co najwy»ej o staªy czynnik fazowy, który tu oznaczymy ε.
Mamy wi¦c

3Jak wspominali±my w rozdziale pierwszym mo»e tak nie by¢ w silnych polach grawitacyj-
nych
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P̂ φ(x) = εφ(P̂ x), P̂ 2φ(x) = ε2φ(x) (3.33)

Poniewa» dla cz¡stki o spinie zero P̂ 2 = 1, musi zachodzi¢ ε2 = 1, a zatem

ε = ±1. (3.34)

Znak w tym wzorze zale»y od rodzaju opisywanej cz¡stki i nazywa si¦ jej pa-
rzysto±ci¡ wewn¦trzn¡. Cz¡stki o spinie zero i parzysto±ci wewn¦trznej plus
s¡ nazywane skalarnymi. Przykªadem jest bozon Higgsa. Cz¡stki o spinie zero
i parzysto±ci wewn¦trznej minus, s¡ nazywane pseudoskalarnymi. Przykªadem
jest mezon π. Analogiczne wyniki uzyskuje si¦ dla bozonów o wy»szych spinach
caªkowitych S. Mówimy, »e parzysto±¢ bozonu jest naturalna, je±li ε = (−1)S ,
lub nienaturalna, je±li ε = (−1)S+1. Podobnie jak dla S = 0, w okre±leniu typu
cz¡stki o parzysto±ci nienaturalnej dodajemy przedrostek pseudo. Tak wi¦c na
przykªad, dla S = 1 cz¡stki z ujemn¡ parzysto±ci¡ wewn¦trzn¡ nazywamy wek-
torowymi, a cz¡stki z dodatni¡ parzysto±ci¡ wewn¦trzn¡ pseudowektorowymi.
Wszystkie znane bozony maj¡ dobrze okre±lone parzysto±ci wewn¦trzne.

Mo»e si¦ zdarzy¢, »e funkcja falowa cz¡stki speªnia relacj¦

φ(P̂ x) = εLφ(x) (3.35)

Czynnik fazowy εL = ±1 nazywamy parzysto±ci¡ orbitaln¡. W takim przy-
padku

P̂ φ(x) = εφ(P̂ x) = εεLφ(x). (3.36)

Funkcja φ(x) jest wi¦c funkcj¡ wªasn¡ operatora parzysto±ci. Warto±¢ wªasn¡
εεL nazywa si¦ krótko parzysto±ci¡ i to ta parzysto±¢ jest zachowywana, je±li
P̂ jest symetri¡ równania. Przy wi¦kszej ni» jeden liczbie cz¡stek, parzysto±¢
jest iloczynem parzysto±ci wewn¦trznych wszystkich cz¡stek i ich wspólnej pa-
rzysto±ci orbitalnej.

�wiczenie Sprawdzi¢, »e dla atomu wodoru w stanie o kr¦cie orbitalnym L,
parzysto±¢ orbitalna εL = (−1)L.

• • • • •

�wiczenie Przedyskutowa¢ jako±ciowo inwersj¦ stanu cz¡stki skalarnej, z
dodatnim ªadunkiem elektrycznym, umieszczonej mi¦dzy okªadkami kondensa-
tora. Rozpatrzy¢ przypadki: kiedy inwersja obejmuje okªadki kondensatora i
kiedy ich nie obejmuje.

• • • • •

�wiczenie Wyja±ni¢ dlaczego w nierelatywistycznej mechanice kwantowej,
gdzie »adna cz¡stka nigdy nie zmienia si¦ w inn¡, nie wprowadza si¦ parzysto±ci
wewn¦trznych.

• • • • •

Poniewa» zmiana znaku x nie wpªywa na operator ∂µ∂µ, P̂ jest operatorem
symetrii równania Kleina-Gordona dla cz¡stki swobodnej. W danym polu ze-
wn¦trznym, funkcja φP (x) nie speªnia na ogóª równania Kleina-Gordona, które
speªniaªa funkcja φ(x). Nie ma wi¦c symetrii. Symetria w obecno±ci oddzia-
ªywa« dotyczy tylko sytuacji, kiedy inwersji podlega nie tyko funkcja falowa
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cz¡stki, ale i pola, czy równowa»nie ich ¹ródªa, z którymi cz¡stka oddziaªuje.
W tym sensie parzysto±¢ jest zachowywana (jest dobr¡ symetri¡) w oddziaªywa-
niach silnych i elektromagnetycznych, jest natomiast ªamana w oddziaªywaniach
sªabych.

�wiczenie Pokaza¢, »e je±li cz¡stka rozpada si¦ przez oddziaªywania silne
lub elektromagnetyczne na dwa mezony π, to musi mie¢ parzysto±¢ naturaln¡.

• • • • •

Inwersja przestrzenna mo»e by¢ przedstawiona jako iloczyn dwu operacji:
zwierciadlanego odbicia w pªaszczy¹nie x, y i obrotu wokóª osi z o k¡t 180◦.
Poniewa» obroty wokóª osi z stanowi¡ podgrup¦ grupy L̂↑+, a zatem s¡ dobr¡
symetri¡, pytanie czy inwersja jest dobr¡ symetri¡ jest równowa»ne z pytaniem,
czy ±wiat widziany po drugiej stronie lustra podlega tym samym prawom, co
ten po naszej. �eby si¦ przekona¢, »e dla sªabych oddziaªywa« tak nie jest,
rozwa»my produkcj¦ neutrina. Ta produkcja zachodzi wyª¡cznie poprzez sªabe
oddziaªywania. W do±wiadczeniu po naszej stronie lustra obserwuje si¦ tylko
neutrina lewoskr¦tne. Po drugiej stronie lustra wszystkie te neutrina staj¡ si¦
prawoskr¦tne, a wi¦c ±wiat po tamtej stronie jest rz¡dzony innymi prawami � in-
wersja przestrzenna nie jest dobr¡ symetri¡ dla sªabych oddziaªywa«, parzysto±¢
nie jest zachowywana.

Sprz¦»enie ªadunkowe Wprowadzamy operator sprz¦»enia ªadunkowego
Ĉ, który nie zmienia punktochwil, natomiast powoduje sprz¦»enie zespolone
funkcji falowej. Mamy wi¦c

φC(x) = εCφ
∗(x). (3.37)

Parametr εC nazywa si¦ parzysto±ci¡ ªadunkow¡ cz¡stki. Ze wzoru wida¢, »e
mno»¡c funkcj¦ φ(x) przez staªy czynnik fazowy mo»na by zmieni¢ parametr
εC . Poniewa» operator sprz¦»enia ªadunkowego jest antyliniowy,

Ĉ2φ(x) = |εC |2φ(x), (3.38)

wi¦c warunek Ĉ2 = 1 nie daje »adnej informacji o wspóªczynniku fazowym εC .
Bior¡c sprz¦»enie zespolone równania Kleina-Gordona dla cz¡stki swobodnej
wida¢, »e sprz¦»enie ªadunkowe jest symetri¡ tego równania.

Równanie Kleina-Gordona dla cz¡stki o ªadunku q, sprz¦»onej z polem elek-
tromagnetycznym,

(∂µ + iqAµ(x))(∂µ + iqAµ(x))φ(x) +m2φ(x) = 0, (3.39)

pod dziaªaniem sprz¦»enia zespolonego, po pomno»eniu przez εC , przybiera po-
sta¢

(∂µ − iqAµ(x))(∂µ − iqAµ(x))φC(x) +m2φC(x) = 0. (3.40)

To jest równanie dla funkcji falowej cz¡stki o tej samej masie i spinie, ale o
ªadunku −q, czyli dla antycz¡stki. Dlatego operator Ĉ nazywa si¦ operatorem
sprz¦»enia ªadunkowego. Zauwa»my jeszcze, »e pod wpªywem operacji Ĉ czyn-
nik e−ip0t przechodzi w e+ip0t, a wi¦c w szczególno±ci funkcje falowe cz¡stek
z p0 < 0, czyli z ujemn¡ energi¡, przechodz¡ w funkcje falowe antycz¡stek z
energi¡ dodatni¡.
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Podobnie jak parzysto±¢, sprz¦»enie ªadunkowe nie jest dobr¡ symetri¡, kiedy
dotyczy tylko oddziaªuj¡cej cz¡stki. Kiedy jednak sprz¦»enie ªadunkowe obej-
muje tak»e ¹ródªa pól zewn¦trznych, mamy transformacj¦ qA → (−q)(−A) =
qA, i równanie Kleina-Gordona pozostaje bez zmian. Udowodnili±my wi¦c,
»e przy tej interpretacji sprz¦»enie ªadunkowe jest dobr¡ symetri¡ dla równa-
nia Kleina-Gordona z minimalnym sprz¦»eniem elektromagnetycznym. Ogól-
niej okazuje si¦, »e jest to dobra symetria dla oddziaªywa« elektromagnetycz-
nych (nie koniecznie ze sprz¦»eniem minimalnym) i silnych. Nie jest nato-
miast symetri¡ oddziaªywa« sªabych. Kontrprzykªadu dostarcza znów produk-
cja neutrin: sprz¦»enie ªadunkowe zamienia lewoskr¦tne neutrino w nieobserwo-
wane do±wiadczalnie lewoskr¦tne antyneutrino. Zauwa»my jeszcze, »e poniewa»
(φ∗(x))∗ = φ(x), mamy do wyboru, któr¡ z cz¡stek opisywanych funkcjami fa-
lowymi φ(x) i φC(x) uzna¢ za cz¡stk¦, a któr¡ za antycz¡stk¦. Przyjmowane
obecnie wybory s¡ uzasadnione historycznie i niekiedy s¡ wymagane przez inne
dziaªy teorii. Na przykªad, gdyby±my uznali za cz¡stki proton i antyneutron, to
te cz¡stki nie mogªyby by¢ elementami tego samego dubletu izospinowego.

Cz¡stki identyczne ze swoimi antycz¡stkami nazywa si¦ istotnie, lub caª-
kowicie, neutralnymi. Poniewa» sprz¦»enie ªadunkowe zmienia znak ªadunku
elektrycznego cz¡stki, warunkiem koniecznym istotnej neutralno±ci jest, »eby
cz¡stka miaªa zerowy ªadunek elektryczny, ale nie jest to warunek wystarcza-
j¡cy. Na przykªad, neutron ma ªadunek elektryczny zero, ale nie jest identyczny
ze swoj¡ antycz¡stk¡ � neutron i antyneutron mog¡ anihilowa¢ ze sob¡, a dwa
neutrony nie mog¡. W±ród bozonów, przykªadami cz¡stek istotnie neutralnych
s¡ foton i mezon π0. Nie wiadomo, czy istniej¡ istotnie neutralne fermiony.
Ze znanych fermionów jedynymi kandydatami s¡ neutrina. Wrócimy do tego
zagadnienia w paragra�e 5.11.

Badanie ukªadów wielocz¡stkowych wychodzi poza ramy relatywistycznej
mechaniki kwantowej, ale dla cz¡stek nie oddziaªuj¡cych mi¦dzy sob¡ dziaªa
prosta reguªa, »e sprz¦»enie ªadunkowe wielocz¡stkowej funkcji falowej mo»na
otrzyma¢ dokonuj¡c sprz¦»enia ªadunkowego funkcji falowych wszystkich cz¡-
stek wchodz¡cych w skªad ukªadu.

�wiczenie Pokaza¢, »e ukªad zªo»ony z n mezonów π+, n mezonów π− i
n0 mezonów π0 mo»e, ale nie musi, by¢ stanem wªasnym operatora sprz¦»enia
ªadunkowego.

• • • • •

Cz¡stki caªkowicie neutralne mog¡ by¢ produkowane i anihilowane pojedynczo,
wi¦c ich parzysto±¢ ªadunkow¡ mo»na wyznaczy¢ do±wiadczalnie, je±li taki pro-
ces produkcji idzie przez oddziaªywania silne lub elektromagnetyczne.

Je»eli cz¡stka jest ró»na od swojej antycz¡stki, to czynnik fazowy εC jest
kwesti¡ konwencji. Mo»na go poªo»y¢ równym +1, ale cz¦±ciej przyjmuje si¦, »e
je±li cz¡stka nale»y do multipletu, który zawiera cz¡stk¦ caªkowicie neutraln¡,
to faza jest taka jak dla tej cz¡stki. W przypadku mezonów π obie konwencje
s¡ równowa»ne.

Odwrócenie czasu Operator odwrócenia kierunku czasu oznaczamy T̂ . Z
de�nicji

T̂ x = {−t,x}. (3.41)

Przyjmujemy, »e dla bozonów mo»na poªo»y¢ T̂ 2 = 1 Dla cz¡stek o spinie zero
mamy wi¦c, uwzgl¦dniaj¡c antyliniowo±¢ tego operatora,
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T̂ φ(x) = εTφ
∗(T̂ x). (3.42)

Transformacja jest antyliniowa, wi¦c nie ma ogranicze« na czynnik fazowy εT .
Wobec

T̂ e−iEt = (e−iE(−t))∗ = e−iEt, (3.43)

odwrócenie czasu nie zmienia cz¡stki w antycz¡stk¦. Tak powinno by¢, wi¦c
mamy tu jeszcze jeden argument za antyliniwow±ci¡ operatora odwrócenia czasu.

Zmiana znaku t, podobnie jak sprz¦»enie zespolone, nie zmienia operatora
(∂µ∂

µ+m2), wi¦c odwrócenie czasu jest symetri¡ równania Kleina-Gordona dla
cz¡stki swobodnej. Podobnie jak inwersja i sprz¦»enie ªadunkowe, ta symetria
zachowuje si¦ po wª¡czeniu oddziaªywa« elektromagnetycznych i silnych, nato-
miast jest ªamana przez oddziaªywania sªabe. To ªamanie jest jednak znacznie
mniej widoczne ni» dla poprzednich dwu symetrii. Na przykªad dla neutrina,
odwrócenie czasu zmienia znak zarówno spinu jak i p¦du cz¡stki, a wi¦c neu-
trino lewoskr¦tne przechodzi w neutrino lewoskr¦tne, co nie wskazuje na to, »e
symetria jest ªamana.

Symetrie CPT i CP Je±li jakie± operatory s¡ dobrymi symetriami, to jest
ni¡ tak»e ich iloczyn. Mo»e si¦ jednak zdarzy¢, »e iloczyn jest dobr¡ symetri¡,
cho¢ poszczególne czynniki nie s¡ symetriami, albo »e iloczyn jest znacznie bli»-
szy dobrej symetrii ni» czynniki. Przykªadem pierwszej sytuacji jest operator
ĈP̂ T̂ . Tak zwane twierdzenie CPT orzeka, »e ta symetria jest dobra w ka»dej
teorii pól kwantowych, która speªnia nast¦puj¡ce trzy warunki4:

• Teoria jest kowariantna wzgl¦dem transformacji L↑+.

• G¦sto±ci oddziaªywania s¡ lokalne, to znaczy zbudowane z pól kwantowych
i ich pochodnych sko«czonych rz¦dów w danym punkcie.

• G¦sto±ci s¡ hermitowskie, zsymetryzowane lub zantysymetryzowane we-
dªug zwykªego zwi¡zku mi¦dzy spinem i statystyk¡.

Te zaªo»enia s¡ tak ogólne, »e wnioski z twierdzenia CPT , jak równo±¢ mas czy
czasów »ycia cz¡stek i odpowiadaj¡cych im antycz¡stek, uchodz¡ za szczególnie
pewne. Oba powy»sze wnioski ªatwo wynikaj¡ z symetrii wzgl¦dem sprz¦»e-
nia ªadunkowego, ale ta symetria jest tylko przybli»ona, wi¦c i równo±ci byªyby
przybli»one. Na mocy wyprowadzenia z symetrii CPT , równo±ci powinny by¢
dokªadne. Mo»e w bardzo silnych polach grawitacyjnych uda si¦ kiedy± zaobser-
wowanie ªamania symetrii CPT , bo kwantowa teoria grawitacji, której jeszcze
nie ma, prawie na pewno nie b¦dzie speªniaªa zaªo»e« twierdzenia.

Przykªadem symetrii przybli»onej, ale znacznie lepszej ni» skªadaj¡ce si¦ na
ni¡ symetrie, jest symetria CP odpowiadaj¡ca operatorowi ĈP̂ . Zauwa»my,
»e ta symetria zamienia lewoskr¦tne neutrino w prawoskr¦tne antyneutrino, co
nie przeczy do±wiadczeniu. Ju» od czasu do±wiadczalnego odkrycia, w roku
1964, ªamania symetrii CP w sªabych oddziaªywaniach uchodziªo za pewne, na
mocy twierdzenia CPT , »e ªamana jest tak»e symetria wzgl¦dem odwrócenia
czasu, chocia» bezpo±redni, do±wiadczalny dowód ªamania tej symetrii zostaª
uzyskany dopiero w roku 2012. Badanie ªamania symetrii CP jest obecnie
wa»n¡ dziedzin¡ w �zyce cz¡stek.

4Dyskusj¦ symetrii CPT i dowód twierdzenia CPT mo»na znale¹¢, na przykªad, w mono-
gra�ach [8], [11]. Sformuªowanie zaªo»e« przyjmuj¦ podobne do podanego w [11].
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Rozdziaª 4

Spinory w szczególnej teorii

wzgl¦dno±ci

4.1 Grupa SL(2, C), spinory z górnymi wska¹ni-

kami

W �zyce nierelatywistycznej funkcja falowa cz�astki o spinie poªówkowym jest
spinorem (wzgl�edem grupy obrotów). Podobnie w �zyce relatywistycznej do
opisu cz�astki o spinie poªówkowym potrzebne s�a spinory (wzgl�edem grupy L↑+)1.

Spinory wzgl¦dem obrotów w trójwymiarowej przestrzeni euklidesowej s�a
wektorami nale»�acymi do dwuwymiarowej przestrzeni, niezmienniczej i niere-
dukowalnej wzgl�edem grupy obrotów. Wygodnie jest zast�api¢ grup�e obrotów
grup�a dwuwymiarowych macierzy unitarnych o wyznaczniku równym jeden,
czyli grup�a SU(2). Dla obrotów o k�aty mniejsze ni» 2π ta grupa dziaªa dokªadnie
jak grupa obrotów, ale ma wszystkie reprezentacje jednoznaczne, podczas gdy
grupa obrotów, dla spinów poªówkowych, ma reprezentacje dwuznaczne (obrót
o k�at 2π zmienia znak spinora). Podobnie grup�e L↑+ mo»na zast�api¢ grup�a
SL(2, C), czyli grup�a dwuwymiarowych macierzy o elementach zespolonych i
wyznaczniku równym jeden. Symbol L oznacza, »e chodzi o transformacje li-
niowe, czyli przedstawialne jako mno»enie przez macierz. Dalej wa»na b�edzie
uwaga, »e grupa SU(2) jest podgrup�a grupy SL(2, C), podobnie jak grupa ob-
rotów jest podgrup�a grupy Lorentza. Dla transformacji bliskich identyczno±ci,
które b�edziemy gªównie dyskutowa¢, mo»na zast�epowa¢ grup�e SL(2, C) przez
grup�e L↑+.

Oznaczaj�ac spinory przez ξ i macierze z grupy SL(2, C) przez A mamy wzór
na transformacj�e skªadowych spinora trabaz

ξ′A = AABξ
B . (4.1)

Przyjmujemy, »e wska¹niki oznaczone du»ymi literami z pocz�atku alfabetu ªa-
ci«skiego przybieraj�a warto±ci {1, 2} i zachowujemy konwencj�e sumowania po
powtórzonych wska¹nikach, z których jeden jest dolny, a drugi górny. Wska¹nik
przy ξ numeruje skªadowe spinora.

1Fizycy niekiedy nazywaj�a spinory wzgl�edem grupy obrotów spinorami Pauli'ego, a spinory
wzgl�edem grupy L↑+ spinorami Weyla.
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�eby przej±¢ do innej bazy w przestrzeni spinorów, mno»ymy obie strony
równo±ci (4.1) przez jak�akolwiek staª�a, dwuwymiarow�a macierz U , posiadaj�ac�a
macierz odwrotn�a U−1. Wynik mo»e by¢ zapisany w postaci macierzowej jako

Uξ′ = UAU−1Uξ. (4.2)

Porównuj�ac ze wzorem (4.1) wida¢, »e macierz A i spinor ξ zostaªy zast�apione
odpowiednio przezzmibaz

Ã = UAU−1 i ξ̃ = Uξ. (4.3)

Reprezentacje A i Ã powi�azane tym wzorem nazywamy równowa»nymi, bo dzia-
ªaj�a w tej samej przestrzeni. Wiadomo, »e wszystkie dwuwymiarowe reprezenta-
cje grupy obrotów s�a równowa»ne. Jak zobaczymy, dla grupy SL(2, C) sytuacja
jest bardziej skomplikowana, bo pojawiaj�a si�e dwie nierównowa»ne dwuwymia-
rowe reprezentacje grupy, i co za tym idzie dwie ró»ne dwuwymiarowe przestrze-
nie nieredukowalne, i dwa rodzaje spinorów.

Wybieraj�ac baz�e jak dla grupy obrotów (j = 1
2 , m = ± 1

2 ), przy pomocy
wspóªczynników Clebscha-Gordana mo»emy zbudowa¢ wyra»enie dwuliniowe,
niezmiennicze wzgl�edem obrotów: ξ1η2− ξ2η1 2. Przy transformacjach z grupy
L↑+ to wyra»enie transformuje si�e wedªug wzoru

(ξ1η2−ξ2η1)′ = (A1
1ξ

1+A1
2ξ

2)(A2
1η

1+A2
2η

2)−(A2
1ξ

1+A2
2ξ

2)(A1
1η

1+A1
2η

2).
(4.4)

Po wykonaniu mno»e« i uporz�adkowaniu mo»na ten wzór sprowadzi¢ do postaci

(ξ1η2 − ξ2η1)′ = (ξ1η2 − ξ2η1) detA = ξ1η2 − ξ2η1, (4.5)

gdzie detA jest wyznacznikiem z macierzy A. Skorzystali±my tu z warunku:detjed

detA = 1. (4.6)

Zauwa»my, »e bez tego warunku nie mieliby±my w teorii skalara, bo tylko wielko-
±ci skalarne wzgl�edem grupy obrotów maj�a szans�e by¢ skalarne wzgl�edem grupy
L↑+.

Dla transformacji bardzo bliskich identyczno±ci mo»emy napisa¢

A = 1 + c+ (a+ ib)σ. (4.7)

W tym wzorze c jest liczb�a zespolon�a, wektory a i b s�a rzeczywiste a σi, i =
x, y, z, s�a macierzami Pauli'ego. Ka»d�a macierz 2× 2-wymiarow�a da si�e zapisa¢
w tej postaci, ale nam wystarczy wzór dla macierzy bliskich jedno±ci, kiedy |c|,
|ai| i |bi| s�a bardzo maªe. Z warunku (4.6) otrzymujemy wtedy

c = 0. (4.8)

�wiczenie Sprawdzi¢, »e je»eli liczby |c|, |ai|, |bi| nie s�a bardzo maªe, to z
zaªo»enia detA = 1 nie wynika, »e c = 0.

• • • • •
2Wspóªczynnikami Clebscha-Gordana sprz¦ga si¦ zwykle wektory bazowe, a nie ich skªa-

dowe, ale ta ró»nica nie ma tu znaczenia (ostatnie ¢wiczenie z nast¦pnego paragrafu)
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Dla a = 0 otrzymujemy wzór na macierz obrotu bardzo bliskiego identycz-
no±ci. Wektor a musi wi�ec parametryzowa¢ pchni�ecia.

�wiczenie Pokaza¢, »e macierze 1 + ibσ s�a unitarne i wywnioskowa¢ st�ad,
»e odpowiadaj�a obrotom.

• • • • •

4.2 Spinory z dolnymi wska¹nikami

Podobnie jak dla czterowektorów, wygodnie jest wprowadzi¢ spinory z dolnymi
wska¹nikami zde�niowane tak, »eby zw�e»enie dawaªo skalar, czyli »eby

ξAηA ≡ ξ1η1 + ξ2η2 = ξ1η2 − ξ2η1. (4.9)

Odczytujemy st�ad podopu

η1 = η2; η2 = −η1. (4.10)

Mo»emy teraz wprowadzi¢ macierz ε obni»aj�ac�a wska¹niki indedo

ηA = εABη
B . (4.11)

Porównuj�ac z poprzednim wzorem otrzymujemy

ε =

(
0 1
−1 0

)
= −εT = −ε−1 =

(
εT
)−1

= iσy. (4.12)

Oznaczmy e1, e2 wektory bazowe w przestrzeni spinorów. W takim razie ogólny
spinor mo»na zapisa¢ w postaci:

ξ = ξAeA. (4.13)

Przy zmianie ukªadu odniesienia zmieniaj�a si�e wektory bazowe eA i skªadowe
spinora ξA, ale spinor ξ powinien pozosta¢ bez zmian. Wynika st�ad, »e para wek-
torów bazowych transformuje si�e jak skªadowe spinora z dolnymi wska¹nikami
z tym, »e wska¹nik oznacza numer wektora bazowego, a nie jego skªadow�a.

W paragra�e 1.10 pokazali±my, »e je»eli macierz po zw�e»eniu wszystkich
jej wska¹ników z wska¹nikami wektorów daje niezmiennik, to ta macierz jest
tensorem niezmienniczym. To samo rozumowanie stosuje si�e do tensorów spi-
norowych. W szczególno±ci z faktu, »e

εABξ
AηB = ξAηA (4.14)

jest niezmiennikiem wynika, »e εAB jest tensorem spinorowym niezmienniczym3.
Tak wi�ec zale»nie od potrzeby, mo»emy interpretowa¢ ε jako staª�a macierz lub
jako tensor spinorowy z dwoma wska¹nikami.

Wobec antysymetrii tensora ε,

εAB(ξAηB + ξBηA) = 0 (4.15)

i st�ad

ξAηA = −ξAηA. (4.16)

3Tensory spinorowe zostan�a omówione w paragra�e 4.4.
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Zamiana poziomów wska¹ników w zw�e»eniu, która dla czterowektorów nie wpªy-
waªa na warto±¢ wyra»enia, tu powoduje zmian�e znaku. Wynika z tego w szcze-
gólno±ci, »e kwadrat ka»dego spinora jest równy zero:

ξAξA = 0. (4.17)

Podnosz�ac po obu stronach wzoru (4.11) wska¹nik A i zmieniaj�ac poziomy
zw�e»onych wska¹ników B otrzymujemy wzór na podnoszenie wska¹nika:indeup

ηA = −εABηB = εBAηB = ηBε
BA, (4.18)

gdzie

εAB = εAB , (4.19)

zgodnie z ogóln�a reguª�a podnoszenia wska¹ników.
�wiczenie Sprawdzi¢, »e εAB = εAB

• • • • •

Przej±cie od spinorów z górnymi wska¹nikami do spinorów ze wska¹nikami
dolnymi stanowi zmian�e bazy. Zobaczymy jak zmienia si�e przy tym macierz A.
Mamy

ξ′A = εABξ
′B = εABA

B
Cξ

C = εABA
B
CξDε

DC ≡ Ã B
A ξB . (4.20)

Zde�niowana tym wzorem macierz Ã mo»e by¢ zapisana w nast�epuj�acych, rów-
nowa»nych postaciachatilde

Ã = εAεT = σyAσy = (A−1)T . (4.21)

Mo»na te» zapisa¢tradol

ξ′A = ξB(A−1)BA. (4.22)

�wiczenie Wykorzysta¢ ten wzór do dowodu, »e wyra»enie ξAηA jest nie-
zmiennikiem.

• • • • •

Je»eli przyjmiemy

A =

(
a b
c d

)
, to Ã =

(
d −c
−b a

)
. (4.23)

�wiczenie Jak by si�e zmieniªa przedstawiona tu teoria, gdyby±my zbu-
dowali wyj±ciowy niezmiennik sprz�egaj�ac wspóªczynnikami Clebscha-Gordana
spinory z dolnymi wska¹nikami, co miaªoby t�e zalet�e, »e zwykle wprowadza
si�e wspóªczynniki Clebscha-Gordana do sprz�egania wektorów bazowych, które
transformuj�a si�e jak spinory z dolnymi wska¹nikami.

• • • • •
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4.3 Spinory ze wska¹nikami kropkowanymi

Bior¡c sprz¦»enie zespolone obu stron równo±ci (4.1), otrzymujemyvebakr

ξ′A∗ = AA ∗
B ξB∗. (4.24)

Macierze A∗ te» speªniaj¡ warunek (4.6) i stanowi¡ reprezentacj¦ grupy SL(2C).
Sprz¦»enia spinorów w tym wzorze mo»na opu±ci¢, bo dla dowolnego spinora ξ
zawsze mo»na znale¹¢ spinor, który po sprz¦»eniu zespolonym daje ξ. Tak wi¦c
ka»dy spinor mo»e si¦ transformowa¢ albo przy pomocy macierzy A, albo przy
pomocy macierzy A∗.

Powstaje pytanie, czy reprezentacje A i A∗ s¡ równowa»ne, to znaczy,
czy istnieje taka macierz U , »e dla ka»dej macierzy A warrow

A∗ = UAU−1. (4.25)

�eby to zbada¢, wystarczy rozpatrywa¢ transformacje bliskie identyczno±ci

A = 1 + (a+ ib)σ, (4.26)

A∗ = 1 + (a− ib)σ∗. (4.27)

Warunek (4.25) mo»na przepisa¢ w postaci

(a− ib)σ∗ = (a+ ib)UσU−1. (4.28)

Ta równo±¢ musiaªaby zachodzi¢ dla dowolnych wektorów a i b. Wybieraj¡c
b = 0 i wektor a maj¡cy tylko jedn¡ skªadow¡ ró»n¡ od zera, otrzymujemy
kolejno skªadowe równo±ci zmbaza

σ∗ = UσU−1. (4.29)

Podobnie, wybieraj¡c a = 0 i b z jedn¡ tylko skªadow¡ ró»n¡ od zera mamy zmbazb

σ∗ = −UσU−1. (4.30)

Te warunki s¡ ewidentnie mi¦dzy sob¡ sprzeczne, wi¦c reprezentacja A∗ nie jest
równowa»na z reprezentacj¡ A. Spinory ξ i ξ∗ nale»¡ do ró»nych przestrzeni4

�wiczenie Pokaza¢, »e ju» sam warunek (4.29) jest niemo»liwy do speªnie-
nia.

• • • • •

Spinory transformuj¡ce si¦ przy pomocy macierzy A∗ b¦dziemy odró»nia¢
pisz¡c kropki nad ich wska¹nikami. Tak wi¦c wzór (4.24) przybierze posta¢ indkro

ξ′Ȧ = A∗Ȧ
Ḃ
ξḂ . (4.31)

Poniewa» macierz ε jest rzeczywista, podnoszenie i opuszczanie kropkowanych
wska¹ników odbywa si¦ tak jak dla niekropkowanych. Podobnie przebiega te»
przej±cie od macierzy A∗ do macierzy Ã∗. Zauwa»my, »e poniewa» x = y∗ jest

4Ka»dy spinor ξ podobnie jak ka»dy spinor ξ∗ mo»na zapisa¢ w postaci
(

a
b

)
, ale trans-

formacje Lorentza s¡ w tych przestrzeniach reprezentowane przez nierównowa»ne ze sob¡ ma-
cierze, wi¦c przestrzenie uwa»amy za ró»ne.
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równowa»ne z y = x∗, jest kwesti¡ konwencji, które spinory nazwiemy kropkowa-
nymi, a które niekropkowanymi. Niezale»ne od konwencji jest tylko stwierdze-
nie, »e istniej¡ dwa rodzaje spinorów. Konwencj¦, któr¡ dalej b¦dziemy u»ywa¢,
wprowadzimy w paragra�e 4.5. Dalej, zamiast spinory z wska¹nikami kropko-
wanymi (niekropkowanymi) b¦dziemy czasem pisa¢ krócej: spinory kropkowane
(niekropkowane).

Zwracamy uwag¦ na notacj¦. We wzorze (4.24) znaki sprz¦»enia zespolo-
nego za wska¹nikami oznaczaj¡, »e skªadowe ξ, ξ′ i A zostaªy zast¡pione przez
ich warto±ci sprz¦»one zespolone, przy czym zmieniªy si¦ ich wªasno±ci trans-
formacyjne i nie s¡ ju» takie jak sugeruj¡ wska¹niki. We wzorze (4.31) znak
sprz¦»enia zespolonego stoi przed wska¹nikami A. To znaczy, »e macierz jest
sprz¦»ona zespolona w stosunku do macierzy A, ale wªasno±ci transformacyjne
s¡ takie jak wynika ze wska¹ników. Na przykªad

ξA∗ = ξ∗Ȧ. (4.32)

Czasem chcemy zaznaczy¢ typ spinora ξ, ale nie chcemy pisa¢ wska¹nika, bo
mamy na my±li caªy spinor, a nie jedn¡ jego skªadow¡. W takich przypadkach
w miejscu wska¹nika b¦dziemy pisali liter¦ I, odpowiednio z kropk¡ lub bez.
Mamy wi¦c cztery typy spinorów: ξI , ξI , ξİ i ξİ .

Sprawdzimy jeszcze, »e dla grupy obrotów spinory niekropkowane i kropko-
wane daj¡ reprezentacje równowa»ne. Dla grupy obrotów a = 0, wi¦c warunek
(4.29) nie obowi¡zuje. Warunek (4.30) mo»na przepisa¢ w postaci

σ∗U = −Uσ. (4.33)

To znaczy, »e macierz U komutuje z czysto urojon¡ macierz¡ σy i antykomutuje
z rzeczywistymi macierzami σx i σz. Tak¡ macierz¡ jest macierz σy pomno»ona
przez dowoln¡ liczb¦. Wybieramy

U = iσy = ε =

(
0 1
−1 0

)
. (4.34)

Tak wi¦c, z punktu widzenia wªasno±ci transformacyjnych spinora pod dzia-
ªaniem operatorów obrotu, kropkowanie wska¹ników jest tylko zmian¡ bazy.
Pami¦taj¡c »e εAB = εAB , mamy dla obrotównkrkro

ξȦ ∼ εABξB = ξA, i ξȦ ∼ −ξ
A, (4.35)

gdzie drugi wzór wynika z pierwszego przez obustronn¡ zmian¦ poziomu wska¹-
ników. Zapis a ∼ b oznacza tu, »e a i b transformuj¡ si¦ tak samo przy obrotach.
Poniewa» zmiana znaku spinora nie zmienia jego wªasno±ci transformacyjnych
wzgl¦dem obrotów, znak minus w drugim wzorze mo»na pomin¡¢.

�wiczenie Pokaza¢, »e gdyby relacje (4.35) daªy si¦ uogólni¢ na caª¡ grup¦
L↑+, to reprezentacje A i A∗ byªyby równowa»ne.

• • • • •

W reprezentacji A∗ obroty spinorów ξİ s¡ reprezentowane przez macierze
(D

1
2 )∗. Dla spinorów ξİ , bior¡c sprz¦»enia zespolone we wzorze (4.21), otrzy-

mujemy macierz transformacjilordot

Ã∗ = (A−1)†. (4.36)
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Dla obrotów macierze A s¡ równe unitarnym macierzom D
1
2 , wi¦c macierze

(A−1)† te» s¡ im równe. Przy obrotach spinory ξİ transformuj¡ si¦ tak samo
jak spinory ξI , co zgadza si¦ z wzorami (4.35).

Rozwa»my dwie cz¡stki z funkcjami falowymi odpowiednio ξI i ηİ . Zakªa-
damy, »e obie cz¡stki s¡ w spoczynku, a zatem ka»da z nich jest dana przez
dwie staªe: górn¡ i doln¡ skªadow¡ odpowiedniego spinora. Stosunek tych sta-
ªych okre±la, dla ka»dej cz¡stki, jej stan spinowy. Je±li wi¦c obie cz¡stki s¡
w tym samym stanie spinowym, to poniewa» oba spinory transformuj¡ si¦ tak
samo przy obrotach, spinory ξI i ηİ mog¡ sie ró»ni¢ co najwy»ej o staªy czynnik.
Poniewa» przy pchni¦ciach spinory ξI i ηİ transformuj¡ si¦ ró»nie, dla cz¡stek z
pr¦dko±ciami ró»nymi od zera, mimo »e s¡ tym samym stanie spinowym relacja
mi¦dzy tymi spinorami robi si¦ bardziej skomplikowana.

Nasuwa si¦ pytanie, czy nie udaªoby si¦ si¦ znale¹¢ dwuwymiarowej repre-
zentacji nierównowa»nej z »adn¡ z dotychczas wprowadzonych. Odpowied¹ jest
negatywna. Mo»na udowodni¢5, »e ka»da dwuwymiarowa, nieredukowalna re-
prezentacja grupy L↑+ jest równowa»na z reprezentacj¡ A lub A∗.

4.4 Tensory spinorowe

Tensory spinorowe maj¡ si¦ do spinorów tak, jak tensory do wektorów (paragraf
1.10). W szczególno±ci, tensorem spinorowym maj¡cym m wska¹ników górnych
niekropkowanych i n wska¹ników górnych kropkowanych nazywany ka»dy zbiór
2m+n liczb, które transformuje si¦ pod dziaªaniem transformacji Lorentza we-
dªug wzoru spinomn

ζ ′A1,...,Am,Ḃ1,...,Ḃn = AA1

C1
. . . AAmCmA

∗Ḃ1

Ḋ1
. . . A∗Ḃn

Ḋn
ζC1,...,Cm,Ḋ1,...,Ḋn , (4.37)

co mo»na te» zapisa¢ w postaci

ζA1,...,Am,Ḃ1,...,Ḃn ∼ ξA1
1 . . . ξAmm ξḂ1

m+1 . . . ξ
Ḃn
m+n, (4.38)

gdzie znak ∼ tym razem oznacza, »e obie strony relacji transformuj¡ si¦ tak
samo pod dziaªaniem transformacji Lorentza. Analogicznie, zamieniaj¡c odpo-
wiednie macierze A na Ã, mo»na zde�niowa¢ tensory spinorowe z pewn¡ liczb¡
wska¹ników dolnych. Zauwa»my, »e zmiana poziomów wska¹ników sprowadza
si¦ do zmiany bazy, czyli prowadzi do reprezentacji równowa»nej z wyj±ciow¡.
Dlatego ograniczymy si¦ do dyskusji tensorów spinorowych, które maj¡ wszyst-
kie wska¹niki górne.

�wiczenie Pokaza¢, »e kªad¡c

ζAB =

(
a b
c d

)
, (4.39)

otrzymuje si¦

ζAB =

(
d −c
−b a

)
= ζ̃AB = (ζ−1)BA det ζ, (4.40)

gdzie ζ oznacza macierz ζAB .
• • • • •

5Dowód mo»na znale¹¢ w monogra�i J. �opusza«skiego [10].

55



Skªadowe tensora spinorowego ζ, z danymi liczbami wska¹ników niekropko-
wanych i kropkowanych, stanowi¡ baz¦ przestrzeni wektorowej, niezmienniczej
wzgl¦dem grupy transformacji L↑+. Oznaczymy t¦ przestrze« Z. Powstaje py-
tanie, kiedy przestrze« Z jest nieredukowalna? Zauwa»my, »e ka»de zw¦»enie z
tensorem niezmienniczym, jakzwezen

εA1A2
ζA1,...,Am,Ḃ1,...,Ḃn , (4.41)

daje tensor spinorowy, którego skªadowe stanowi¡ baz¦ niezmienniczej wzgl¦dem
L↑+ podprzestrzeni przestrzeni Z. Wynika st¡d, »e przestrze« Z jest niereduko-
walna tylko, je±li ka»de takie zw¦»enie daje zero. Mo»na udowodni¢, »e jest to
tak»e warunek wystarczaj¡cy. Zw¦»enie (4.41) zeruje si¦, je±li tensor spinorowy
ζ jest symetryczny wzgl¦dem zamiany A1 ↔ A2. Uwzgl¦dniaj¡c wszystkie mo»-
liwe zw¦»enia, wnioskujemy st¡d, »e przestrze« Z jest nieredukowalna, je±li
tensor spinorowy ζ nie zmienia si¦ przy »adnej permutacji wska¹ników
niekropkowanych ani przy »adnej permutacji wska¹ników kropkowa-
nych. Element tensora spinorowego maj¡cego tak¡ symetri¦ mo»na jednoznacz-
nie wskaza¢, przy danych m i n, podaj¡c ile wska¹ników niekropkowanych jest
równych 1 oraz ile wska¹ników kropkowanych jest równych 1̇. Dla wska¹ników
niekropkowanych takich mo»liwo±ci jest m+ 1, a dla kropkowanych n+ 1. St¡d
wymiar przestrzeni nieredukowalnej wynosidimspi

d(m,n) = (m+ 1)(n+ 1). (4.42)

Mo»na pokaza¢, »e to s¡ wszystkie przestrzenie o sko«czonym wymiarze,
nieredukowalne wzgl¦dem grupy SL(2C).

Powstaje pytanie, która z tych przestrzeni odpowiada przestrzeni cztero-
wektorów. Szukamy przestrzeni czterowymiarowej i przechodz¡cej w siebie pod
wpªywem sprz¦»enia zespolonego. Pierwszy warunek daje (m+ 1)(n+ 1) = 4, a
drugi m = n. Przestrzeni czterowektorów odpowiada wi¦c przestrze« tensorów
spinorowych ζAḂ .

4.5 Zwi¡zek tensorów spinorowych z czterowek-

torami

Wyprowadzimy teraz kowariantne relacje mi¦dzy skªadowymi dowolnego czte-
rowektora p i elementami odpowiadaj¡cego mu tensora spinorowego ζAḂ . Po-
niewa», jak pokazali±my na ko«cu poprzedniego paragrafu, przestrze« tensorów
ζAḂ jest jedyn¡, która speªnia te same warunki co przestrze« czterowektorów,
takie relacji musz¡ istnie¢. Najpierw znajdziemy relacje kowariantne wzgl¦dem
grupy obrotów, a potem wybierzemy w±ród nich te, które s¡ kowariantne wzgl¦-
dem caªej grupy L↑+.

Z punktu widzenia grupy obrotów, dwuwska¹nikowy tensor spinorowy odpo-
wiada dwu spinom 1

2 . Z takich dwu spinów mo»na zªo»y¢ obiekty T jm z j = 0, 1.
U»ywaj¡c wspóªczynników Clebscha-Gordana, mo»na wyrazi¢ te obiekty przez
spinory α1 i α2, które przy obrotach transformuj¡ si¦ odpowiednio jak spinory α
i β z nierelatywistycznej teorii spinu. Obiekty T jm mo»na te» interpretowa¢ jako
operatory tensorowe i wyrazi¢ przez skªadowe odpowiedniego czterowektora p,
który oczywi±cie na ogóª nie jest czterop¦dem. Rachunek mo»na znale¹¢, na
przykªad, w podr¦czniku [1]. Otrzymujemy
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T 1
1 =

1√
2

(−px − ipy) ∼ α1α1 = − 1√
2
ζ11, (4.43)

T 1
0 = pz ∼

1√
2

(α1α2 + α2α1) = −1

2
(ζ12 + ζ21), (4.44)

T 1
−1 =

1√
2

(px − ipy) ∼ α2α2 = − 1√
2
ζ22, (4.45)

T 0
0 = λp0 ∼

1√
2

(α1α2 − α2α1) = −1

2
(ζ12 − ζ21), (4.46)

gdzie w¦»yk oznacza, »e wyra»enia po obu jego stronach transformuj¡ si¦ tak
samo przy obrotach i gdzie wprowadzili±my oznaczenie

ζAB = −
√

2αAαB . (4.47)

Wzór dla T 0
0 wymaga komentarza. Czasowa skªadowa czterowektora nie

zmienia si¦ przy obrotach przestrzennych, a zatem transformuje si¦ jak tensor
T 0

0 . Natomiast normalizacja i faza tego tensora w stosunku do tensora T 1
m nie

s¡ okre±lone przez teori¦ grupy obrotów. Dlatego wprowadzili±my nieokre±lony
na razie wspóªczynnik λ. Zbie»no±¢ u»ywanego tu oznaczenia λ z oznaczeniem
stosowanym dla skr¦tno±ci jest przypadkowa.

Obiekty ζAB nie speªniaj¡ relacji ζAB = ζBA. Mo»na jednak przej±¢ od nich
do tak samo transformuj¡cych si¦ przy obrotach obiektów ζAḂ , dla których ta
symetria nie obowi¡zuje. Korzystaj¡c ze wzorów na podnoszenie wska¹ników
spinorowych i ze wzorów (4.35), otrzymujemy:

ζ11 = ζ2
1 ∼ ζ21̇ (4.48)

ζ12 = ζ2
2 ∼ ζ22̇ (4.49)

ζ21 = −ζ1
1 ∼ −ζ11̇ (4.50)

ζ22 = −ζ1
2 ∼ −ζ12̇. (4.51)

Znak ∼ oznacza, »e wyra»enia po obu jego stronach transformuj¡ si¦ tak samo
przy obrotach.

De�niujemy teraz cztery liczby, które na mocy powy»szych wzorów, przy
ka»dym wyborze parametru λ, transformuj¡ si¦ przy obrotach jak skªadowe
tensora spinorowgo:

η21̇ = px + ipy, (4.52)

η22̇ = −λp0 − pz, (4.53)

−η11̇ = λp0 − pz, (4.54)

−η12̇ = −px + ipy. (4.55)

Bior¡c wszystkie mo»liwe warto±ci parametru λ, otrzymujemy wszystkie czwórki
liczb maj¡ce t¦ wªasno±¢. Wynika st¡d, »e dla jakiej±, czy jakich±, warto±ci
parametru λ, ηIJ̇ jest tensorem spinorowym wzgl¦dem caªej grupy transformacji
L↑+. Pozostaje znale¹¢ te warto±ci λ.
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Najpierw zapiszemy ηAḂ w postaci macierzowej relvsp

ηIJ̇ =

(
−λp0 + pz px − ipy
px + ipy −λp0 − pz

)
= (−λp0 + pσ)IJ̇ . (4.56)

Dowolny tensor spinorowy ζAḂ , pod dziaªaniem wªa±ciwych transformacji
Lorentza, transformuje si¦ wedªug wzorutramac

ζ ′AḂ = AACA
∗Ḃ
Ḋ
ζCḊ = (AζA†)AḂ . (4.57)

Bior¡c wyznaczniki z macierzy po obu stronach tej równo±ci, i pami¦taj¡c »e
detA = 1, otrzymujemy

det ζ ′IJ̇ = det ζIJ̇ . (4.58)

To znaczy, »e wyznacznik z tensora spinorowego ζIJ̇ jest niezmiennikiem. Wa-
runkiem koniecznym na to, »eby liczby ηAḂ byªy skªadowymi tensora spinoro-
wego jest wi¦c, »eby wyznacznik

det ηIJ̇ = λ2(p0)2 − p2 (4.59)

byª niezmiennikiem. To zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy λ2 = 1, czyli je±li
λ = ±1. Poniewa» s¡ dwie nierównowa»ne przestrzenie spinorów, wybór znaku
λ odpowiada umowie, któr¡ z tych przestrzeni uznamy za przestrze« spinorów
z wska¹nikami niekropkowanymi.

Wybieramy dla spinorów niekropkowanych:

λ = −1. (4.60)

Macierz ηAḂ dla λ = −1 jest tensorem spinorowym, który oznaczymy ζAḂ .
Wzór (4.56) daje szukany, wzajemnie jednoznaczny, kowariantny wzgl¦dem trans-
formacji L↑+ zwi¡zek mi¦dzy skªadowymi tensora spinorowego ζAḂ i skªado-
wymi czterowektora p. Wiemy jak si¦ transformuj¡ czterowektory przy wªa±ci-
wych transformacjach Lorentza. W nast¦pnym paragra�e wyprowadzimy st¡d
wzory transformacyjne dla spinorów.

�wiczenie Pokaza¢, »e tylko dla λ2 = 1 zw¦»enie ηAḂηḂA jest skalarem.

• • • • •

Zauwa»my jeszcze, »e wzór (4.56) dla λ = −1 mo»na zapisa¢ w postaci

ζAḂ = (pµσ̃
µ)AḂ , (4.61)

gdzie

σ̃µ = {1,−σ}. (4.62)

Poniewa» zw¦»enie tensora ζIJ̇ z dowolnymi dwoma spinorami ξI i ηJ̇ daje nie-
zmiennik, z prostego uogólnienia rozumowania z paragrafu 1.10 wynika, »e σ̃µIJ̇

jest tensorem niezmienniczym z trzema górnymi wska¹nikami, jednym wekto-
rowym, jednym spinorowym niekropkowanym i jednym spinorowym kropkowa-
nym. Przestawiaj¡c wska¹niki w tensorze ζAḂ , a nast¦pnie obni»aj¡c je, otrzy-
mujemy
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ζḂA = εḂḊεACζ
ḊC = εḂḊζ

ḊC(εT )CA. (4.63)

Korzystaj¡c z to»samo±ci ε = iσy, mo»emy ten wzór przepisa¢ w postaci macie-
rzowej jako

ζİJ = σy(p0 + pxσx + pyσ
T
y + pzσz)σy = pµσ

µ, (4.64)

gdzie

σµ
ḂA

= {1,σ}ḂA, (4.65)

jest znów tensorem niezmienniczym.

4.6 Wªa±ciwe transformacje Lorentza spinorów

Ka»d¡ transformacj¦ L↑+ mo»na wykona¢ w trzech etapach: obrót, który usta-
wia o± z równolegle do kierunku pchni¦cia, pchni¦cie bezobrotowe wzdªu» osi z i
jeszcze jeden obrót, który ustawia osie x, y, z w ich ko«cowym poªo»eniu. Ponie-
wa» wªasno±ci transformacyjne spinorów przy obrotach przyjmujemy za znane,
wystarczy przedyskutowa¢ pchni¦cia bezobrotowe wzdªu» osi z. Podobnie jak
dla grupy obrotów, wygodnie jest zacz¡¢ od transformacji bliskich identyczno-
±ci, czyli od bezobrotowych pchni¦¢ z bardzo maª¡ pr¦dko±ci¡ wzdªu» osi z. Dla
takich pchni¦¢, macierz transformacji

A = 1 + aσ = A†. (4.66)

Uwzgl¦dnili±my tu fakt, »e b = 0, je±li nie ma obrotu. Naszym zadaniem
jest znalezienie macierzy A, lub równowa»nie wektora a, jako funkcji pr¦dko±ci
pchni¦cia v.

Tensor spinorowy ζ transformuje si¦ wedªug wzoru (4.57), wi¦c z dokªadno-
±ci¡ do czªonów liniowych w a: trzeta

ζ ′ = ζ + (aσ)ζ + ζ(aσ). (4.67)

Tu i w dalszym ci¡gu nie wypisujemy ju» wska¹ników spinorowych. Tensor ζ
do ko«ca paragrafu oznacza ζIJ̇ .

Porównamy dwa wyra»enia na tensor ζ ′ − ζ. Z powy»szego wyra»enia, pod-
stawiaj¡c de�nicj¦ (4.56), ze zmian¡ oznaczenia η na ζ, mamy

ζ ′ − ζ = (aσ)(p0 + pσ) + (p0 + pσ)(aσ) = 2p0(aσ) + 2ap, (4.68)

gdzie skorzystali±my z reguªy antykomutacji σjσk + σkσj = 2δjk. Natomiast
wprost z de�nicji (4.56)

ζ ′ − ζ = p′0 − p0 + (p′ − p)σ. (4.69)

Przyrównuj¡c do siebie te dwa wyra»enia i korzystaj¡c ze wzorów na trans-
formacj¦ czterowektora przy bezobrotowym pchni¦ciu z bardzo maª¡ pr¦dko±ci¡
v równolegle do osi z:
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p′0 − p0 = vpz, p′x − px = 0, p′y − py = 0, p′z − pz = vp0, (4.70)

otrzymujemy:

ax = ay = 0, vpz = 2azpz, vp0 = 2p0az. (4.71)

Dwie ostatnie równo±ci s¡ równowa»ne i daj¡ az = 1
2v. Mamy wi¦c w ko«cu,

dla pchni¦¢ wzdªu» osi z bardzo maª¡ pr¦dko±ci¡ v:

A = 1 +
v

2
σz. (4.72)

�wiczenie Powtórzy¢ to wyprowadzenie, u»ywaj¡c zamiast wszystkich skªa-
dowych czterowektora p ich kombinacje liniowe p0 ± pz. Uzyska¢ wzór na ma-
cierz A z pr¦dko±ci¡ zast¡pion¡ przez pospieszno±¢. Uogólni¢ wyprowadzenie
na pchni¦cia wzdªu» osi z ze sko«czon¡ pr¦dko±ci¡.

• • • • •

Znajdziemy teraz macierz A dla pchni¦¢ ze sko«czon¡ pr¦dko±ci¡ wzdªu» osi
z. W teorii grupy obrotów mo»na byªo sko«czony obrót o k¡t φ przedstawi¢
jako wynik du»ej liczby, N , obrotów o bardzo maªe k¡ty φ

N . Tu nie mo»emy
bezpo±rednio przenie±¢ tej metody, bo relatywistyczne dodawanie pr¦dko±ci nie
jest liniowe. Mo»na jednak bardzo maª¡ pr¦dko±¢ v zast¡pi¢ równ¡ jej z dosta-
teczn¡ dokªadno±ci¡ bardzo maª¡ po±pieszno±ci¡ y = artanh v (paragraf 1.4).
Po±pieszno±ci y s¡ addytywne, wi¦c mo»emy napisa¢ dla sko«czonej warto±ci y
i bardzo du»ego N :

A(y) = AN (
y

N
) = (1 +

yσz
2N

)N = e
y
2 σz . (4.73)

Wektory u+ =

(
1
0

)
i u− =

(
0
1

)
s¡ wektorami wªasnymi macierzy A do

warto±ci wªasnych odpowiednio ey/2 i e−y/2, wi¦c dla pchni¦cia z po±pieszno±ci¡
y wzdªu» osi z otrzymujemy:aodeta

A(y) = A∗(y) =

(
e
y
2 0

0 e−
y
2

)
. (4.74)

�wiczenie Udowodni¢ to wynikanie.

• • • • •

Dyskusj¦ zaczniemy od spinorów niekropkowanych z górnymi wska¹nikami.
Niech wektory u± b¦d¡ spinorowymi funkcjami falowymi cz¡stki w spoczynku,
która ma rzut spinu na o± z równy odpowiednio ± 1

2 . Dla dowolnych staªych
wspóªczynników c±:

A(y)(c+u+ + c−u−) = e
y
2 c+u+ + e−

y
2 c−u−. (4.75)

Zaªó»my, »e ukªad spoczynkowy jest ukªadem laboratoryjnym. Wtedy cz¡stka
poruszaj¡ca si¦ z du»¡ dodatni¡ pr¦dko±ci¡ wzdªu» osi z, (y →∞) jest widziana
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z ukªadu laboratoryjnego jako prawoskr¦tna, je±li tylko c+ 6= 0. Poniewa» wy-
bór osi z jest dowolny, wynik przenosi si¦ na wszystkie bardzo szybkie cz¡stki,
których funkcje falowe s¡ spinorami niekropkowanymi6.

�wiczenie Przedyskutowa¢ podobnie przypadek y → −∞.

• • • • •

Korzystaj¡c ze wzoru (4.36), otrzymujemy macierze reprezentuj¡ce pchni¦cia
dla spinorów kropkowanych z dolnymi wspóªczynnikami aodeta

Ã∗(y) =

(
e−

y
2 0

0 e
y
2

)
. (4.76)

Rozumuj¡c jak dla spinorów niekropowanych, wnioskujemy »e obserwator spo-
czywaj¡cy w ukªadzie laboratoryjnym widzi bardzo szybk¡ cz¡stk¦, opisywan¡
przez spinor kropkowany, jako lewoskr¦tn¡,

�wiczenie Wyja±ni¢ dlaczego ze wzoru A(y) = A∗(y) nie wynika, »e szybka
cz¡stka opisywana przez spinor kropkowany jest widziana jako prawoskr¦tna.

• • • • •

4.7 Inwersja przestrzenna

Wpªyw operatora inwersji przestrzennej P̂ na punktochwile i cz¡stki skalarne
wzgl¦dem wªa±ciwych transformacji Lorentza dyskutowali±my ju» w paragra�e
3.3. Zwrócili±my tam uwag¦, »e z warunku P̂ 2x = x nie wynika, »e reprezentant
operatora P̂ 2 dziaªaj¡cy na spinory te» jest równowa»ny z operatorem jednost-
kowym. Teraz potrzebny nam b¦dzie ten reprezentant. Warunek, »e ukªad
wspóªrz¦dnych nie zmienia si¦, pozostawia mo»liwo±¢, »e dokonujemy obrotu
wokóª dowolnej osi o k¡t 2π. Przy takim obrocie spinor zmienia znak, a zatem
nie mo»na wykluczy¢, »e pekwad

P̂ 2ξ(x) = −ξ(P̂ x). (4.77)

Okazuje si¦, »e znak tego reprezentanta P̂ 2 wpªywa na jedno tylko przewidy-
wanie teorii. Przy wyborze (4.77) jest mo»liwe, »eby fermion byª identyczny
ze swoj¡ antycz¡stk¡. Przy przeciwnym wyborze jest to niemo»liwe. Obecnie
uchodzi za bardzo prawdopodobne, »e antyneutrino jest identyczne z neutrinem,
wrócimy do tej hipotezy omawiaj¡c teori¦ Majorany. Wykluczanie takiej mo»-
liwo±ci wydaje si¦ wi¦c nierozs¡dne, i od jakiego± czasu przyjmowany jest wzór
(4.77). Dobrze jest jednak wiedzie¢, »e u»ywanie przeciwnego znaku, jak to jest
na ogóª robione w starszych podr¦cznikach, te» prowadzi zwykle do poprawnych
wyników.

Przy dyskusji dla cz¡stek z ró»nym od zera spinem istotne jest, »e inwer-
sja przestrzenna zmienia pr¦dko±¢ cz¡stki na przeciwn¡, natomiast nie zmienia
orientacji spinu cz¡stki, w szczególno±ci zachowuje rzut spinu na o± z. Tak wi¦c
mamy spcons

P̂ L̂(v) = L̂(−v)P̂ P̂SzP̂
−1 = Sz. (4.78)

6Skr¦tno±¢ cz¡stki jest wielko±ci¡ mierzaln¡, a wi¦c nie zale»y od reprezentacji. Tu wygod-
nie jest wybra¢ spinory niekropkowane z górnymi wska¹nikami i kropkowane z dolnymi.
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Zmienia si¦ przy tym skr¦tno±¢ cz¡stki. W teorii relatywistycznej mamy dwa ro-
dzaje spinorów, i w zwi¡zku z tym dwie mo»liwo±ci zachowania z-owej skªadowej
spinu:twopos

P̂ ξA(x) = εP ξ
A(P̂ x) lub P̂ ξA(x) = iηȦ(P̂ x). (4.79)

Poniewa» orientacja osi z jest dowolna, wspóªczynnik εP nie mo»e zale»e¢ od A.
�eby dokona¢ wyboru mi¦dzy mo»liwo±ciami (4.79) wykorzystamy nast¦pu-

j¡ce twierdzenie. Je±li dla jakiego± operatora Â speªniona jest relacjaloropa

ÂL̂(v) = L̂(−v)Â, (4.80)

gdzie pr¦dko±¢ pchni¦cia jest skierowana wzdªu» osi z, to musi zachodzi¢

Â

(
1
0

)
=

(
0
c

)
, (4.81)

gdzie c jest jak¡± liczb¡. Kropkowanie spinorów nie ma tu znaczenia, natomiast
ich wska¹niki musz¡ by¢ na tej samej wysoko±ci. Dla dowodu zauwa»my, »e je±li

Â

(
1
0

)
=

(
a
b

)
, (4.82)

to

ÂL̂(v)

(
1
0

)
= e

y
2 Â

(
1
0

)
= e

y
2

(
a
b

)
(4.83)

oraz

L̂(−v)Â

(
1
0

)
= L̂(−v)

(
a
b

)
=

(
e−

y
2 a

e
y
2 b

)
. (4.84)

Te dwa wzory s¡ niesprzeczne ze sob¡, tylko je±li a = 0, co byªo do udowod-
nienia. Operator P̂ speªnia zaªo»enie (4.80), wi¦c musimy odrzuci¢ pierwsz¡ z
mo»liwo±ci (4.79).

�wiczenie Pokaza¢, »e w pierwszym ze wzorów (4.79) nie mo»na po prawej
stronie zast¡pi¢ skªadowych spinora ξ skªadowymi jakiego± innego spinora ζ.
Wskazówka: Zacz¡¢ od stanów spinowych b¦d¡cych wektorami wªasnymi ma-
cierzy Sz.

• • • • •

Przyjmuj¡c drug¡ z mo»liwo±ci (4.79) mamy nast¦puj¡ce wzory:spainv

P̂ ξA(x) = iηȦ(P̂ x), P̂ ηȦ(x) = iξA(P̂ x),

P̂ ξA(x) = −iηȦ(P̂ x), P̂ ηȦ(x) = −iξA(P̂ x). (4.85)

Analogiczne czwórki wzorów spotkamy w nast¦pnych dwu paragrafach, wi¦c
warto przeprowadzi¢ ogóln¡ dyskusj¦ wspóªczynników fazowych. Fazy we wzo-
rach trzecim i czwartym otrzymujemy zmieniaj¡c poziomy wska¹ników w pierw-
szych dwu wzorach. W pierwszym wzorze faza mo»e by¢ dowolna, ale jest ukryta
w de�nicji spinora ηİ . Odpowiada to sytuacji omówionej przy dyskusji równania
Kleina-Gordona � w dziaªaniu na ró»ne cz¡stki operator P̂ mo»e dawa¢ ró»ne
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czynniki fazowe. Pozostaje do ustalenia faza w drugim wzorze. To wymaga
przyj¦cia dodatkowego warunku. Przyjmujemy warunek (4.77). Przy tym za-
ªo»eniu, dziaªaj¡c na obie strony pierwszej równo±ci (4.85) operatorem −iP̂ ,
otrzymujemy drug¡ równo±¢.

Tensory spinorowe transformuj¡ si¦ przy inwersji przestrzennej jak iloczyny
odpowiednich spinorów.

4.8 Sprz¦»enie spinora i operacja CP

Operator sprz¦»enia oznaczamy Ĉ. Jego dziaªanie na spinory jest dane wzorami spicon

ĈξA(x) = εCη
∗Ȧ(x), ĈηȦ(x) = εCξ

∗
A(x), (4.86)

ĈξA(x) = εCη
∗
Ȧ

(x), ĈηȦ(x) = εCξ
∗A(x).

Spinor ηİ jest taki jak dla inwersji przestrzennej, ale poniewa» staªy wspóªczyn-
nik fazowy zostaª ju» wybrany, dla sprz¦»enia wprowadzamy nowy wspóªczynnik
i oznaczamy go εC . Jako dodatkowy warunek przyj¦li±my:

Ĉ2 = 1. (4.87)

Wtedy wybór fazy w czwartym wzorze, a zatem i w drugim, jest poprawny, bo
daje

Ĉ2ξA(x) = Ĉ
(
εCη

∗Ȧ(x)
)

= |εC |2ξA(x). (4.88)

Dyskutujemy sprz¦»enie, a nie sprz¦»enie ªadunkowe, bo w teorii spinorów ªadu-
nek nie wyst¦puje, ale de�nicje wybierane s¡ tak, »eby przy dyskusji �zycznych
równa« mo»na byªo ªatwo przej±¢ do sprz¦»enia ªadunkowego.

Zauwa»my, »e operator Ĉ dziaªa zarówno na wspóªczynniki przy wektorach
bazowych, jak i na same wektory bazowe, ale dziaªa ró»nie. Na przykªad, je±li

wektorem bazowym jest wektor
(

1
0

)
, to

Ĉ

(
a
0

)I
= Ĉ

[
a

(
1
0

)I]
= εCa

∗
(

1
0

)İ
= εC

(
a∗

0

)İ
. (4.89)

Wspóªczynnik zostaª sprz¦»ony, a wektor bazowy zmieniª wªasno±ci transforma-
cyjne. Przy innym wyborze wektorów bazowych, sprz¦»enie dziaªa inaczej. Na
przykªad, wybieraj¡c jako wektor bazowy spinor wyst¦puj¡cy po lewej stronie
powy»szego wzoru, mieliby±my

Ĉ

(
a
0

)I
= εC

(
a
0

)İ
, (4.90)

bo w nowej bazie to ten wektor ma posta¢
(

1
0

)
, a wi¦c nie zmienia si¦ przy

sprz¦»eniu zespolonym. Wykorzystuj¡c swobod¦ wyboru fazy wektorów bazo-
wych, mo»na by wyeliminowa¢ czynnik fazowy εC , ale podobna sytuacja pojawi
si¦ w nast¦pnym paragra�e przy dyskusji odwrócenia czasu. Poniewa» jednym
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wyborem fazy nie da si¦ wyeliminowa¢ obu czynników fazowych, nie korzystamy
z tej mo»liwo±ci.

�wiczenie Pokaza¢, »e zast¦puj¡c we wzorach (4.86) wektory bazowe przez
te same wektory pomno»one przez

√
εC eliminuje si¦ wspóªczynnik εC .

• • • • •

Przy pomocy wzorów (4.85) i (4.86) mo»emy znale¹¢ dziaªanie tak zwanej trans-
formacji CPspicpi

ĈP̂ ξA(x) = −iεCξ∗A(P̂ x), ĈP̂ ηȦ(x) = −iεCη∗Ȧ(P̂ x),

ĈP̂ ξA(x) = iεCξ
∗A(P̂ x), ĈP̂ ηȦ(x) = iεCη

∗
Ȧ

(P̂ x). (4.91)

Znak w pierwszym wzorze jest minus, bo czynnik i, powstaªy przy dziaªaniu
operatora P̂ na spinor, ulega sprz¦»eniu zespolonemu pod dziaªaniem operatora
Ĉ.

�wiczenie Udowodni¢ powy»sze wzory.

• • • • •

Zauwa»my, »e ta transformacja, w przeciwie«stwie do sprz¦»enia, przepro-
wadza spinor w spinor nale»¡cy do tej samej przestrzeni.

4.9 Odwrócenie czasu i operacja CPT

Oznaczmy przez T̂ operator odwrócenia czasu. Przypominamy, »e ten operator
jest antyliniowy i antyunitarny. Pod wpªywem odwrócenia czasu

T̂ x = {−t,x}, T̂ L̂(v) = L̂(−v)T̂ , T̂ SzT̂
−1 = −Sz. (4.92)

Poniewa» i pr¦dko±¢, i spin zmieniaj¡ zwrot, skr¦tno±¢ nie ulega zmianie.
Mamy dwie mo»liwo±ci:dwuznt

T̂ ξA(x) = εT ξ
∗
A(T̂ x) lub T̂ ξA(x) = εT η

∗Ȧ(T̂ x), (4.93)

gdzie εT jest staªym czynnikiem fazowym. Sprz¦»enie zespolone skªadowych
spinora ξ wynika z antyliniowo±ci operatora T̂ . Na mocy twierdzenia zasto-
sowanego do wybrania jednej z mo»liwo±ci dla inwersji przestrzennej mo»emy
odrzuci¢ drugi tych wzorów.

�wiczenie Pokaza¢, »e w pierwszym ze wzorów (4.93) nie mo»na zast¡pi¢
spinora ξ po prawej stronie przez jaki± inny spinor, ró»ni¡cy si¦ od niego bardziej
ni» o staªy czynnik. Zwróci¢ uwag¦ na rol¦ sprz¦»enia zespolonego w dowodzie.

• • • • •

Przyjmujemy:tinvar

T̂ ξA(x) = εT ξ
∗
A(T̂ x), T̂ ηȦ(x) = −εT η∗Ȧ(T̂ x), (4.94)

T̂ ξA(x) = −εT ξ∗A(T̂ x), T̂ ηȦ(x) = εT η
∗
Ȧ

(T̂ x).
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Jako dodatkowy warunek przyj¦li±my tu, »e spinory, które maj¡ wska¹niki na
tym samym poziomie, transformuj¡ si¦ tak samo przy odwróceniu czasu. Przy
tym zaªo»eniu transformacja CPT dziaªa tak samo na wszystkie cztery rodzaje
spinorów (4.100). Odwrócenie czasu przeprowadza spinor w spinor tego samego
typu.

Z powy»szych wzorów wynika, »e w dziaªaniu na spinory tkwadr

T̂ 2 = −1. (4.95)

Na przykªad,

T̂ 2ξA(x) = T̂
(
εT ξ
∗
A(T̂ x)

)
= −|εT |2ξA(x). (4.96)

Zauwa»my, »e trzeci ze wzorów (4.94), który jest tu potrzebny, otrzymuje si¦
z pierwszego przez zmian¦ poziomów wska¹ników, czyli bez »adnych dalszych
zaªo»e«. Wzór (4.95) jest wi¦c niezale»nym od konwencji ogólnym twierdzeniem.

Poniewa» tensor spinorowy transformuje si¦ jak iloczyn spinorów, mamy
uogólnienie

T̂ 2ζA1...AmȦm+1...Ȧn = (−1)nζA1...AmȦm+1...Ȧn . (4.97)

W grupie obrotów, z n spinów poªówkowych mo»emy zªo»y¢ tylko spin caªkowity,
je±li n jest parzyste i tylko spin poªówkowy (liczba caªkowita + 1

2 ) je±li n jest
nieparzyste. Wzór (4.95) jest wi¦c poprawny w dziaªaniu na funkcj¦ falow¡
dowolnego ukªadu o poªówkowym kr¦cie caªkowitym.

Dla ukªadów o spinie poªówkowym, je±li hamiltonian nie zmienia si¦ przy
odwróceniu czasu, wzór (4.95) prowadzi do ciekawego wniosku znanego jako
degeneracja Kramersa. Niech funkcja falowa ψ(x) speªnia niezale»ne od czasu
równanie Schrödingera,

Ĥψ(x) = Eψ(x), (4.98)

Wobec zaªo»onego T̂ Ĥ = ĤT̂ , funkcja T̂ψ(x) te» jest rozwi¡zaniem tego równa-
nia. Zaªó»my teraz, »e poziom energetyczny E jest niezdegenerowany. W takim
razie funkcja T̂ψ(x) mo»e si¦ ró»ni¢ od funkcji ψ(x) co najwy»ej o jaki± czynnik
fazowy ε. Mamy wi¦c

T̂ 2ψ(x) = T̂ εψ(T̂ x) = |ε|2ψ(x), (4.99)

co jest sprzeczne ze wzorem (4.95), je±li stan opisywany przez funkcj¦ ψ(x)
ma poªówkowy kr¦t caªkowity. Ta sprzeczno±¢ dowodzi, »e wszystkie poziomy
energetyczne ka»dego ukªadu o spinie poªówkowym s¡ zdegenerowane.

�wiczenie Przedyskutowa¢ zastosowanie twierdzenia Kramersa do stanów
podstawowych atomów wodoru i helu. W przypadku atomu wodoru rozpatrzy¢
opis bez uwzgl¦dnienia spinu protonu i opis z uwzgl¦dnieniem tego spinu.

• • • • •

�wiczenie Pokaza¢, »e na mocy twierdzenia Kramersa elektron nie mo»e mie¢
ró»nego od zera elektrycznego momentu dipolowego (pomijamy tu sªabe oddzia-
ªywania), natomiast mo»e mie¢ niezerowy magnetyczny moment dipolowy.

• • • • •
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Zauwa»my jeszcze, »e poniewa» odwrócenie czasu zmienia na przeciwny zarówno
spin jak i p¦d cz¡stki, skr¦tno±¢ nie ulega zmianie.

Wzory (4.85), (4.86) i (4.94) daj¡ transformacj¦ CPT:trancp

ĈP̂ T̂ ξA(x) = iεCε
∗
T ξ

A(−x), ĈP̂ T̂ ηȦ(x) = −iεCε∗T ηȦ(−x),(4.100)

ĈP̂ T̂ ξA(x) = iεCε
∗
T ξA(−x), ĈP̂ T̂ ηȦ(x) = −iεCε∗T ηȦ(−x),

gdzie wykorzystali±my zwi¡zek P̂ T̂ x = −x. Przy odpowiedniej konwencji faz
mo»na otrzyma¢ εCε∗T = 1, i tak¡ konwencj¦ dalej przyjmujemy.

�wiczenie Pokaza¢, »e iloczyn εCε
∗
T nie zale»y od wyboru faz wektorów

bazowych.
• • • • •

4.10 Bispinory

Przestrze« spinorów niekropkowanych i przestrze« spinorów kropkowanych s¡
niezmiennicze wzgl¦dem operacji z grupy L↑+, ale przy inwersji przestrzennej
przechodz¡ w siebie. Przestrze« niezmiennicza wzgl¦dem rozszerzonej grupy
Lorentza, obejmuj¡cej operatory L̂↑+ i P̂ , musi wi¦c zawiera¢ zarówno spinory
ξI jak i ηİ , a zatem jest czterowymiarowa. Wektorami w tej przestrzeni s¡ tak
zwane bispinory

ψ(x) =

(
ξI(x)
ηİ(x)

)
. (4.101)

Zauwa»my, »e jak wida¢ ze wzorów (4.35) spinory poª¡czone w bispinor trans-
formuj¡ si¦ tak samo pod dziaªaniem grupy obrotów. Oddzielenie spinora z
wska¹nikami niekropkowanymi od spinora z wska¹nikami kropkowanymi wyst¦-
puje w reprezentacji, której tu u»ywamy i która jest znana jako reprezentacja
spinorowa. Po przej±ciu do innej reprezentacji, bispinor ψ(x) przechodzi w
ψ′(x) = Uψ(x), gdzie U mo»e by¢ jak¡kolwiek staª¡ macierz¡, 4×4 wymiarow¡,
maj¡c¡ odwrotno±¢. W bispinorze ψ′(x) na ogóª ka»dy element jest kombi-
nacj¡ liniow¡ elementów spinora ξI(x) i elementów spinora ηİ(x). Wtedy nie
da si¦ przypisa¢ kropek poszczególnym elementom bispinora i po prostu si¦ je
pomija. Reprezentacja spinorowa jest bardzo wygodna przy dyskusji symetrii
i cz¡stek o wysokiej energii, ale przy niskich energiach wygodniej jest u»ywa¢
innych reprezentacji.

Przy wªa±ciwych transformacjach Lorentza bispinor w reprezentacji spino-
rowej transformuje si¦ tak, jak tego wymagaj¡ skªadaj¡ce si¦ na niego spinorylorbis

L̂ψ(x) = Sψ(L̂−1x), S =

(
A 0
0 A−1†

)
. (4.102)

Wida¢, »e wzgl¦dem transformacji z grupy L↑+ jest to reprezentacja reduko-
walna. Jest natomiast nieredukowalna wzgl¦dem rozszerzonej grupy Lorentza.

De�niujemy 4× 4 wymiarow¡ macierz γ0, która w reprezentacji spinorowej
ma posta¢gamma0

γ0 =

(
0 1
1 0

)
. (4.103)
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Wprowadzili±my tu notacj¦, z której dalej b¦dziemy cz¦sto korzysta¢. Macierz
4× 4 wymiarowa jest przedstawiona jako macierz 2× 2 wymiarowa, której ele-
mentami s¡ bloki (macierze) 2×2 wymiarowe. Dla macierzy γ0 bloki diagonalne
s¡ macierzami zerowymi, a pozadiagonalne macierzami jednostkowymi. W dal-
szych rachunkach przyda nam si¦ to»samo±¢ g0mag0

γ0

(
a b
c d

)
γ0 =

(
d c
b a

)
, (4.104)

gdzie a, b, c, d s¡ dowolnymi macierzami o wymiarze 2× 2.
�wiczenie Mno»¡c powy»sz¡ równo±¢ stronami, lewostronnie przez γ0 i

uwzgl¦dniaj¡c. »e (γ0)2 = 1 pokaza¢, »e macierz
(
a b
c d

)
komutuje z macierz¡

γ0 je±li a = d i b = c i antykomutuje, je±li a = −d i b = −c.

• • • • •

Zauwa»my te», »e

γ0

(
a
b

)
=

(
b
a

)
. (4.105)

Pomno»enie bispinora przez macierz γ0 po prostu zamienia miejscami jego górny
i dolny spinor. Jako przykªad zastosowania wzoru (4.104) otrzymujemy: sdagsm

γ0S†γ0 = S−1. (4.106)

Dziaªanie operatorów Ô = P̂ , Ĉ, T̂ na bispinor powoduje zast¡pienia spino-
rów skªadowych ξI , ηİ przez przetransformowane spinory ÔξI , Ôηİ . Korzystaj¡c
ze wzorów na transformacje spinorów i ze wzorów na podnoszenie i opuszczanie
wska¹ników trzymujemy:

ψP (x) = UPψ(P̂ x), gdzie UP = iγ0, (4.107)

ψC(x) = εCUCψ
∗(x), gdzie UC =

(
0 −ε
ε 0

)
, (4.108)

ψT (x) = εTUTψ
∗(T̂ x), gdzie UT =

(
ε 0
0 ε

)
. (4.109)

W tych wzorach

ψ∗(x) =

(
ξ∗I(x)
η∗
İ
(x)

)
(4.110)

i wprowadzili±my oznaczenie

Ôψ(x) = ψO(x). (4.111)

Podobnie otrzymujemy

ψCP (x) = εCUCPψ
∗(x), gdzie UCP = i

(
ε 0
0 −ε

)
, (4.112)

ψCPT (x) = εCε
∗
TUCPTψ(−x), gdzie UCPT = iγ5, (4.113)
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Wprowadzili±my tu macierz gamma5

γ5 =

(
1 0
0 −1

)
. (4.114)

Powy»sze wzory obowi¡zuj¡ w reprezentacji spinorowej. Powstaje pytanie,
jak dziaªaj¡ operatory P̂ , Ĉ i T̂ w innych reprezentacjach, gdzie bispinory ψ(x)
s¡ zast¡pione przez bispinory ψ̃(x) = Uψ(x). W tym przypadku

Ôψ̃(x) = εOU
′UOψ

′(Ôx) = U ′UOU
−1ψ̃′(Ôx), (4.115)

gdzie prim oznacza sprz¦»enie zespolone dla Ô = Ĉ, T̂ i powinien by¢ pomini¦ty
dla Ô = P̂ . Zobaczmy jak operator Ô dziaªa na bispinor ψ̃. Dla O = C, T ,
bispinor ψ̃ przechodzi w bispinor ψ̃∗, co oznacza sprz¦»enie zespolone macierzy U
i bispinora ψ. Dla O = P ten krok si¦ pomija. Nast¦pnie bispinor ψ∗ lub ψ jest
przetransformowany zgodnie ze zwykªymi reguªami, u»ywaj¡c standardowych
macierzy UO i wspóªczynników εO. Mamy wi¦c

ŨO = U ′UOU
−1. (4.116)

Tylko dla Ô = P̂ , kiedy prim si¦ pomija, macierz ŨO jest zawsze równa macierzy
UO w nowej reprezentacji. Dla operatorów Ô = Ĉ, T̂ jest tak tylko, je±li macierz
U jest rzeczywista.

4.11 Chiralno±¢

U»yteczna symetria wi�a»e si�e z macierz�a γ5. Ta macierz jest hermitowska,
komutuje z macierz�a S i antykomutuje z macierz�a γ0. Jej kwadrat jest równy
jeden, wi�ec jej wektory wªasne speªniaj�a równania

γ5ψ(x) = χψ(x), χ = ±1. (4.117)

Warto±¢ wªasna χ nazywa si�e chiralno±ci�a bispinora speªniaj�acego to równanie.
Bispinor jest prawy, je±li χ = +1 i lewy, je±li χ = −1 7.

Z równo±ci (
1 0
0 −1

)(
ξI(x)
ηİ(x)

)
=

(
ξI(x)
−ηİ(x)

)
(4.118)

wida¢, »e dla stanów prawych ηİ(x) ≡ 0, a wi�ec bispinor transformuje si�e jak
niekropkowany spinor ξI(x), a dla stanów lewych ξI(x) ≡ 0, wi�ec bispinor trans-
formuje si�e jak kropkowany spinor ηİ(x). Transformacje P̂ i Ĉ zmieniaj�a krop-
kowanie spinorów, a wi�ec pod ich dziaªaniem zmienia si�e na przeciwn�a chiralno±¢
bispinora. Transformacje L̂↑+, T̂ , ĈP̂ i ĈP̂ T̂ nie zmieniaj�a kropkowania spino-
rów, a wi�ec zachowuj�a chiralno±¢ bispinora.

Ka»dy bispinor mo»na przedstawi¢ jako kombinacj�e liniow�a bispinora pra-
wego i bispinora lewego. Pod dziaªaniem operatora

P+ =
1

2
(1 + γ5), (4.119)

7Cz�esto spotykanymi okre±leniami bispinorów o okre±lonej chiralno±ci s�a prawoskr�etny lub
lewoskr�etny, ale nie b�edziemy tych nazw u»ywa¢, bo myl�a si�e z okre±leniami skr�etno±ci spino-
wych.
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skªadowa prawa nie ulega zmianie, a skªadowa lewa zeruje si�e. Podobnie, pod
wpªywem operatora

P− =
1

2
(1− γ5), (4.120)

skªadowa lewa nie ulega zmianie, a skªadowa prawa zeruje si�e. Operatory P±
mog�a sªu»y¢ do wydzielenia z dowolnego bispinora odpowiednio jego cz�e±ci pra-
wej lub lewej. Z tego wzgl�edu s�a zaliczane do operatorów rzutowych.

4.12 Kowarianty dwuliniowe

W zastosowaniach cz¦sto wyst¦puj¡ iloczyny skªadowych bispinorów phipsi

φ∗i (x)ψj(x), i = 1, 2, 3, 4, j = 1, 2, 3, 4. (4.121)

Zaniedbamy na razie zale»no±¢ od x. Wtedy mo»na te iloczyny uwa»a¢ za baz¦
szesnastowymiarowej przestrzeni, niezmienniczej wzgl¦dem rozszerzonej grupy
Lorentza. Poniewa» ta przestrze« jest redukowalna, wygodnie jest w niej wpro-
wadzi¢ inne wektory bazowe. Ze wzgl¦du na ich proste wªasno±ci transforma-
cyjne, i liniowo±¢ w ψ i φ†, nazywa si¦ je kowariantami dwuliniowymi. Roz-
wa»my najpierw grup¦ L̂↑+, »eby zobaczy¢ jakich uproszcze« mo»na si¦ spo-
dziewa¢.

Oznaczamy

φ∗ =

(
αİ

βI

)
, ψ =

(
ξI

ηİ

)
. (4.122)

Na skutek sprz¦»enia zespolonego bispinora φ, spinor α zyskaª, a spinor β stra-
ciª, kropk¦ nad wska¹nikiem. Mno»¡c odpowiednio spinory wyst¦puj¡ce w bi-
spinorze φ∗ przez spinory wyst¦puj¡ce w bispinorze ψ, mo»na utworzy¢ tensory
spinorowe o skªadowych:

αȦξB , αȦηḂ , βAξ
B , βAηḂ . (4.123)

Nie zmieniaj¡c przestrzeni, w których te tensory s¡ okre±lone, mo»na dowol-
nie zmienia¢ poziomy wska¹ników. Ze skªadowych tensora spinorowego αȦξB

mo»na utworzy¢ czterowektor. Drugi czterowekor mo»na utworzy¢ ze skªado-
wych tensora βAηḂ . W pozostaªych dwu tensorach podnosimy dolne wska¹niki.
Cz¦±ci antysymetryczne uzyskanych w ten sposób dwu tensorów s¡ niezmienni-
kami. Ich cz¦±ci symetryczne s¡ bazami trójwymiarowych przestrzeni nieredu-
kowalnych, ale wygodniej jest poª¡czy¢ te przestrzenie w przestrze« redukowaln¡
� sze±ciowymiarow¡ przestrze« antysymetrycznych tensorów Fµν . Zauwa»my,
»e dwa skalary, osiem skªadowych dwu czterowektorów i sze±¢ skªadowych anty-
symetrycznego tenora Fµν daje ª¡cznie szesna±cie wektorów bazowych tak, jak
powinno by¢.

Wektorów bazowych b¦dziemy szukali w postaci

φΓiψ, φ = φ†γ0, (4.124)

gdzie Γi s¡ staªymi macierzami 4× 4 wymiarowymi.
Potrzebne nam b¦d¡ nast¦puj¡ce wªasno±ci transformacyjne funkcji φ:
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L̂φ = (Sφ)†γ0 = φ†S†γ0 = φ†γ0γ0S†γ0 = φS−1, (4.125)

P̂ φ = (iγ0φ)†γ0 = −iφ†γ0γ0 = −iφγ0. (4.126)

St¡d otrzymujemysm1gas

L̂φΓiψ = φS−1ΓiSψ, (4.127)

P̂ φΓiψ = −iφγ0Γiiγ
0ψ = φγ0Γiγ

0ψ. (4.128)

W wa»nym szczególnym przypadku, kiedy

γ0Γiγ
0 = PΓi, P = ±1, (4.129)

mamylornaS

P̂ φΓiψ = PφΓiψ (4.130)

P̂ φγ5Γiψ = φγ0γ5Γiγ
0ψ = −φγ5γ0Γiγ

0ψ = −Pφγ5Γiψ, (4.131)

a wi¦c pomno»enie macierzy Γi przez γ5, nawiasem mówi¡c wszystko jedno z
której strony, zmienia parzysto±¢ wektora bazowego na przeciwn¡. Poka»emy
teraz, »e wªasno±ci transformacyjne pod dziaªaniem operatorów L̂↑+ nie ulegaj¡
przy tym zmianie. Przyjmijmy, »e

S−1ΓiS =
∑
j

aijΓj , (4.132)

gdzie aij s¡ liczbowymi wspóªczynnikami. Je»eli macierze Γi s¡ liniowo nieza-
le»ne, to znaczy je±li równo±¢gamind ∑

j

cjΓj = 0 (4.133)

zachodzi tylko kiedy wszystkie wspóªczynniki ci s¡ równe zero, to takie rozwi-
ni¦cie jest zawsze mo»liwe. Wtedy

L̂φΓiψ = φS−1ΓiSψ =
∑
j

aijφΓjψ (4.134)

L̂φγ5Γiψ = φS−1γ5ΓiSψ = φγ5S−1ΓiSψ =
∑
j

aijφγ
5Γjψ. (4.135)

W obu tych wzorach wªasno±ci transformacyjne s¡ takie same.
Dla pierwszego wektora bazowego wybieramy

ΓS = 1. (4.136)

W tym przypadku

L̂φψ = φS−1Sψ = φψ, (4.137)

P̂ φψ = φγ0γ0ψ = φψ, (4.138)
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a wi¦c ten wektor jest skalarem wzgl¦dem wszystkich transformacji rozszerzonej
grupy Lorentza. Z poprzedniej dyskusji wynika, »e kªad¡c

ΓP = γ5 (4.139)

otrzymujemy pseudoskalar. Znajdziemy teraz macierze ΓµV daj¡ce kowarianty
transformuj¡ce si¦ jak skªadowe czterowektora. Oznaczaj¡c je

ΓµV =

(
a b
c d

)µ
, (4.140)

otrzymujemy

φΓµV ψ = βAa
µA
B ξB + βAb

µAḂηḂ + αȦcµ
ȦB
ξB + αȦdµḂ

Ȧ
ηḂ . (4.141)

Wska¹niki spinorowe elementów macierzy a, b, c, d dobrali±my tak, »eby mo»na
je byªo zw¦zi¢ ze wska¹nikami bispinorów i »eby jedynym niezw¦»onym wska¹-
nikiem zostaª wska¹nik czterowektora µ.

Czterowektor buduje si¦ tylko ze spinorów tensorowych, które maj¡ jeden
wska¹nik kropkowany a drugi nie, musi wi¦c zachodzi¢

a = d = 0. (4.142)

Poniewa» macierze ΓµV maj¡ by¢ staªe, a wyra»enia βAbµAḂηḂ i αȦcµ
ȦB
ξB maj¡

si¦ transformowa¢ jak czterowektory, wielko±ci bµAḂ i cµ
ȦB

musz¡ by¢ tensorami
niezmienniczymi. Korzystaj¡c z wyników z ko«ca paragrafu 4.5 mo»emy przyj¡¢ GammaV

bµ = eiωb{1,−σ}, cµ = eiωc{1,σ}, (4.143)

gdzie ωb i ωc s¡ dowolnymi rzeczywistymi skalarami z przedziaªu [0, 2π). Ten
wybór gwarantuje, »e pod dziaªaniem operatorów L̂↑+ wielko±ci φΓµV ψ trans-
formuj¡ si¦ jak skªadowe czterowektora. Pozostaje do sprawdzenia dziaªanie
operatora inwersji przestrzennej.

Poniewa»

γ0ΓµV γ
0 =

(
0 cµ

bµ 0

)
, (4.144)

ze wzorów (4.143) wynika, »e musimy przyj¡¢ ωb = ωc, »eby skªadowa cza-
sowa czterowektora miaªa parzysto±¢ plus, a pozostaªe parzysto±¢ minus, tak
jak powinno by¢ dla czterowektora. Dla wygody przyjmiemy jeszcze konwencj¦
ωb = ωc = 0. Mamy wi¦c gammat

ΓµV ≡ γ
µ =

(
0 σ̃µ

σµ 0

)
, (4.145)

gdzie wprowadzili±my cz¦sto u»ywane oznaczenie γµ.
Jak wynika z ogólnej dyskusji, liczby φΓµAψ, dla

ΓµA = γ5γ
µ, (4.146)

transformuj¡ si¦ jak skªadowe czterowektora aksjalnego.
Wprowadzimy macierze:
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ΓµνT = σµν ≡ i

2
(γµγν − γνγµ) . (4.147)

Macierze σµν s¡ blisko zwi¡zane z macierzami Pauli'ego:

σ0i = −i
(
σi 0
0 σi

)
, σij = εijk

(
σk 0
0 σk

)
, (4.148)

gdzie εijk jest tensorem caªkowicie antysymetrycznym.
Poka»emy teraz, »e wektory φΓµνT ψ transformuj¡ si¦ przy wªa±ciwych trans-

formacjach Lorentza jak skªadowe antysymetrycznego tensora.
Z faktu, »e wielko±ci φγµψ transformuj¡ si¦ jak skªadowe czterowektora i ze

wzorów (1.32), (4.127), wynika, »e

φS−1γµSψ = Λµνφγ
νψ = φΛµνγ

νψ. (4.149)

Poniewa» ta równo±¢ zachodzi dla ka»dej pary φ, ψ, wynika z niej

S−1γµS = Λµνγ
ν . (4.150)

Pod wpªywem wªa±ciwych transformacji Lorentza, macierz σµν zostaje pomno-
»ona lewostronnie przez macierz S−1 i z prawostronnie przez macierz S. Wynik
mo»na przepisa¢ nast¦puj¡co:

σ′µν =
i

2
(S−1γµSS−1γνS − S−1γνSS−1γµS). (4.151)

Korzystaj¡c z poprzedniego wzoru wida¢, »e macierze σµν rzeczywi±cie transfor-
muj¡ si¦ przy wªa±ciwych transformacjach Lorentza jak skªadowe dwuwska¹ni-
kowego tensora antysymetrycznego. Podobnie pokazuje si¦, »e dziaªanie inwersji
przestrzennej jest takie jak dla tensora.

�wiczenie Pokaza¢, »e pomno»enie macierzy σµν przez macierz γ5 nie daje
nic nowego, i wyja±ni¢ t¦ obserwacj¦.

• • • • •

Podsumowuj¡c, znale¹li±my 16 macierzy:

ΓS = 1, ΓP = γ5, ΓµV = γµ, ΓµA = γ5γµ, ΓµνT = σµν , (4.152)

takich, »e liczby φΓiψ transformuj¡ si¦ wzgl¦dem rozszerzonej grupy Lorentza
odpowiednio jak skalar, pseudoskalar, czterowektor, czterowektor aksjalny i
dwuwska¹nikowy tensor antysymetryczny. Niezale»no±¢ tych macierzy wynika
z faktu, »e ka»da z nich inaczej si¦ transformuje8

�wiczenie Pokaza¢, »e gdyby zmieni¢ macierz UP z iγ0 na γ0, co by odpo-
wiadaªo P̂ 2 = 1, to wªasno±ci transformacyjne kowariantów dwuliniowych nie
ulegªyby zmianie.

• • • • •

Dla zale»nych od punktochwili bispinorów φ(x) i ψ(x) u»ywa si¦ tych samych
kowariantów dwuliniowych i zachowuje si¦ ich okre±lenia: skalar, pseudoskalar

8Algebraik zauwa»yªby, »e macierze Γi, podobnie jak macierze σµ, stanowi¡ macierzow¡
reprezentacj¦ algebry Cli�orda. Z tego wynika nie tylko ich liniowa niezale»no±¢, ale i to »e
s¡ okre±lone z dokªadno±ci¡ do podobie«stwa, Γ′i = UΓiU

−1, przez sam swój wymiar.
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itd. Oczywi±cie, pod dziaªaniem jakiegokolwiek operatora symetrii Â, oprócz
przeksztaªce« dyskutowanych w tym paragra�e, trzeba jeszcze zamieni¢ punk-
tochwil¦ x w punktochwil¦ Â−1x.

4.13 Wªasno±ci macierzy γµ

Ze wzoru (4.145) otrzymujemy wzory na macierze γµ w reprezentacji spinorowej: gamspi

γ0 =

(
0 1
1 0

)
, γ =

(
0 −σ
σ 0

)
. (4.153)

Te macierze s¡ zbudowane z tensorów niezmienniczych, i w tym sensie same te»
s¡ niezmiennicze.

Jak ªatwo sprawdzi¢ mno»¡c odpowiednio macierze, macierze γµ speªniaj¡
reguªy antykomutacji: antkom

γµγν + γνγµ = 2gµν . (4.154)

�wiczenie Korzystaj¡c z reguª antykomutacji pokaza¢, »e γµγλγµ = −2γλ

i γµγλγνγµ = 4gλν .
• • • • •

Powy»sze reguªy antykomutacji s¡ tak wa»ne, »e cz¦sto przyjmuje si¦ je jako
de�nicj¦ macierzy γµ. Wedªug twierdzenia udowodnionego przez Pauli'ego9,
je±li jakie± inne cztery czterowymiarowe macierze γ′µ speªniaj¡ te same reguªy
antykomutacji, to istnieje taka macierz U , »e zmirep

γ′µ = UγµU−1, dla µ = 0, 1, 2, 3. (4.155)

S¡ to wi¦c macierze równowa»ne z macierzami (4.153). Wybór reprezentacji jest
kwesti¡ wygody.

�wiczenie Znale¹¢ reprezentacje macierzy γ otrzymane z reprezentacji spi-
norowej u»ywaj¡c U = γ5 i U = γ0.

• • • • •

Macierz γ5 wyra»a si¦ przez macierze γµ10

γ5 = iγ0γxγyγz. (4.156)

Z tego wzoru wida¢, »e macierz γ5 antykomutuje ze wszystkimi macierzami γµ:

γµγ5 + γ5γµ = 0, µ = 0, 1, 2, 3. (4.157)

Wszystkie macierze Γi, wprowadzone w poprzednim paragra�e, mo»na wyrazi¢
przez macierze γµ. Zwykle jednak, »eby wzory byªy bardziej przejrzyste, u»ywa
si¦ macierzy γµ i γ5.

W reprezentacji spinorowej, której u»ywamy, przy sprz¦»eniu hermitowskim

γµ† = γµ. (4.158)

9Przyst¦pny dowód tego twierdzenia mo»na znale¹¢ w przypisie C w podr¦czniku Sakuraia
[13]

10Niektórzy autorzy de�niuj¡ macierz γ5 z przeciwnym znakiem.
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W praktyce u»ywa si¦ prawie wyª¡cznie reprezentacji, do których mo»na przej±¢
od reprezentacji spinorowej przy pomocy unitarnych macierzy U . Dla ka»dej
takiej reprezentacji, podobnie jak dla reprezentacji spinorowej:

γ′µ† ≡ (UγµU−1)† = Uγµ†U† = UγµU
−1 = γ′µ. (4.159)

Cz¦sto u»ywane jest zaproponowane przez Feynmana oznaczenie

a/ = aµγ
µ, (4.160)

gdzie a jest dowolnym czterowektorem. Symbol po lewej stronie tej równo±ci
nazywa si¦ a przekre±lone.

�wiczenie Sprawdzi¢, »e a/b/+ b/a/ = 2ab.

• • • • •

Zapiszemy jeszcze wzoryuctgam

UC = iγy, UT = γxγz, UCP = γ0γy. (4.161)

Na podstawie wyników z poprzedniego paragrafu, te wzory stosuj¡ si¦ w repre-
zentacji spinorowej i w ka»dej reprezentacji γ′µ = UγµU−1, dla której macierz
przej±cia od reprezentacji spinorowej, U , jest rzeczywista.
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Rozdziaª 5

Równania relatywistyczne dla

cz¡stek o spinie S = 1
2

5.1 Równania Weyla

W relatywistycznych równaniach dla cz¡stki swobodnej o spinie S = 1
2 , wyst¦-

puje, oprócz funkcji falowej, tylko czterowektor pµ, lub równowa»nie odpowia-
daj¡cy mu tensor spinorowy z dolnymi wska¹nikami

pḂA =

(
p0 − pz −px + ipy
−px − ipy p0 + pz

)
= (p0 − pσ)ḂA (5.1)

czy z górnymi

pAḂ =

(
p0 + pz px − ipy
px + ipy p0 − pz

)
= (p0 + pσ)AḂ . (5.2)

Równania, zaproponowane przez Weyla w roku 1929 i znane jako równania
Weyla, otrzymujemy podstawiaj¡c, jak zwykle, za skªadowe czterop¦du opera-
tory p̂µ = i∂µ i zakªadaj¡c, »e funkcja falowa jest spinorem. Otrzymamy dwa
równania, jedno dla spinorów niekropkowanych, a drugie dla kropkowanych. Po-
niewa» zarówno inwersja przestrzenna, jak i sprz¦»enie ªadunkowe wymieniaj¡
wska¹niki kropkowane i niekropkowane ani inwersja przestrzenna, ani sprz¦»enie
ªadunkowe nie s¡ symetriami teorii Weyla. Na tej podstawie do okoªo roku 1957
te równania uchodziªy za nie�zyczne. W roku 1957 okazaªo si¦, »e w sªabych
oddziaªywaniach ani parzysto±¢, ani symetria ªadunkowa nie s¡ zachowywane.
Od tego czasu do okoªo roku 1997 uwa»ano, »e neutrino, które oddziaªuje tylko
sªabo i, jak wtedy s¡dzono, ma mas¦ zero, jest dobrze opisywane przez jedno z
równa« Weyla. W wielu dobrych podr¦cznikach z tego okresu równania Weyla
s¡ dyskutowane jako teoria neutrina. Jak pokazujemy poni»ej, z równa« Weyla
wynika, »e neutrino ma mas¦ dokªadnie równ¡ zero. Okoªo roku 1997 wyka-
zano do±wiadczalnie, »e z trzech znanych rodzajów neutrin co najmniej dwa
maj¡ masy ró»ne od zera. �cisªe zerowanie si¦ masy cz¡stki powinno wynika¢
z jakich± ogólnych zasad. Trudno sobie wyobrazi¢ zasady, które by wymuszaªy
zerowanie si¦ masy tylko jednego z trzech neutrin, wi¦c znów obecnie uwa»a si¦,
»e równania Weyla nie opisuj¡ »adnych znanych cz¡stek. Niemniej, dyskusja
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tych równa« stanowi bardzo dobry wst¦p do dyskusji innych relatywistycznych
równa« dla cz¡stek o spinie poªówkowym.

Zakªadaj¡c, »e funkcja falowa jest spinorem z wska¹nikiem kropkowanym,
otrzymujemy kowariantne równanieweylnk

p̂BȦηȦ(x) = 0. (5.3)

Po prawej stronie musi by¢ zero, bo nie dysponujemy »adnym ró»nym od zera
spinorem z wska¹nikiem niekropkowanym, a równanie musi by¢ kowariantne
(wzgl¦dem grupy wªa±ciwych transformacji Lorentza). Zmieniaj¡c poziomy
wska¹ników nie dostaje si¦ nic nowego. Dla spinora z wska¹nikiem niekrop-
kowanym otrzymujemy inne równanie Weylaweylkr

p̂ḂAξ
A(x) = 0. (5.4)

To s¡ dwa ró»ne równania, opisuj¡ce ró»ne cz¡stki. Same równania s¡ jednak
tak podobne do siebie, »e opªaca si¦ rozpatrywa¢ je ª¡cznie. Wprowadzaj¡c
oznaczenia

ζ+ = ηİ , ζ− = ξI , (5.5)

mo»emy oba równania Weyla w postaci macierzowej zapisa¢ jednym wzoremweymat

(p̂0 ± p̂σ)ζ±(x) = 0. (5.6)

Z dyskusji w paragra�e 4.11 wynika, »e cz¡stki opisywane przez spinory ζ± maj¡
odpowiednio chiralno±ci χ = ∓1.

Mno»¡c równania Weyla stronami, lewostronnie przez (p̂0 ∓ p̂σ) i wykorzy-
stuj¡c to»samo±¢ (p̂σ)2 = p̂2, otrzymujemy:kgweyl

p̂µp̂
µζ± = 0, (5.7)

czyli równanie Kleina-Gordona dla cz¡stki o masie zero. Dla cz¡stek swobod-
nych mo»na poªo»y¢dirfre

ζ±(x) = u±(p)e−ipx. (5.8)

Podstawiaj¡c to wyra»enie do równania (5.7) i uwzgl¦dniaj¡c, »e i∂µe−ipx =
pµe
−ipx, otrzymujemy warunek na istnienie rozwi¡za« równa« Weyla:

p0 = ±
√
p2 = ±|p|. (5.9)

Podobnie jak dla równania Kleina-Gordona, mamy wi¦c rozwi¡zania z ujemn¡
energi¡.

Podstawiaj¡c ζ± ze wzoru (5.8) do równa« Weyla otrzymujemy:

(p0 ± pσ)u±(p) = 0. (5.10)

Dla cz¡stki o spinie S = 1
2 , operator skr¦tno±ci

λ =
pσ

2|p|
. (5.11)

Dla p0 = |p| > 0 mo»emy wi¦c, dziel¡c obie strony ka»dego z równa« Weyla
przez |p|, napisa¢
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(1± 2λ)u± = 0. (5.12)

Wida¢ st¡d, »e równanie Weyla dla funkcji falowej ξI = ζ− opisuje cz¡stki
prawoskr¦tne (λ = + 1

2 ), a równanie dla funkcji ηİ = ζ+ cz¡stki lewoskr¦tne (λ =
− 1

2 ). Mo»na to byªo przewidzie¢, bo dla bardzo szybkich cz¡stek podwojona
skr¦tno±¢ jest równa chiralno±ci, a cz¡stka o masie zero i ró»nej od zera energii
musi si¦ porusza¢ z pr¦dko±ci¡ ±wiatªa. Z teorii grupy obrotów dla cz¡stek z
mas¡ ró»n¡ od zera wynika, »e je±li mo»liwa jest skr¦tno±¢ λ, to musi by¢ te»
mo»liwa skr¦tno±¢ −λ. Cz¡stki Weyla maj¡ jednak mas¦ zero i dla nich nie ma
takiej konieczno±ci. Bardziej znany jest analogiczny przypadek fotonu, który
ma stany λ = ±1, ale nie ma stanów z λ = 0. Znów jest to mo»liwe tylko dla
tego, »e masa fotonu jest równa zero. Foton wirtualny ma mas¦ ró»n¡ od zera,
i co za tym idzie mo»e by¢ w stanach ze skr¦tno±ci¡ λ = 0.

Dla p0 = −|p| otrzymujemy równania

(1∓ 2λ)u± = 0. (5.13)

To jest wynik dla nie�zycznej cz¡stki o ujemnej energii. Przej±cie do antycz¡-
stek jednak, nie zmienia skr¦tno±ci. Czy u»yjemy interpretacji Stückelberga-
Feynmana, czy Diraca zawsze wychodzi, »e antycz¡stka ma w porównaniu do
odpowiadaj¡cej jej cz¡stki o ujemnej energii przeciwny spin i przeciwny p¦d.
Rzut spinu na kierunek p¦du nie ulega wi¦c zmianie. Na przykªad, przyjmuj¡c
górne znaki, otrzymujemy lewoskr¦tn¡ cz¡stk¦ i odpowiadaj¡c¡ jej prawoskr¦tn¡
antycz¡stk¦.

Do±wiadczalnie obserwuje si¦ tylko lewoskr¦tne neutrina i prawoskr¦tne an-
tyneutrina. Wybieraj¡c dla neutrin równanie Weyla na spinor ζ+, mo»na by oba
te wyniki wytªumaczy¢, ale niestety tylko przy faªszywym zaªo»eniu, »e masa
neutrina jest równa zero. Obecnie tªumaczy si¦ te fakty do±wiadczalne nast¦pu-
j¡co. Funkcja falowa neutrina, podobnie jak elektronu, jest bispinorem. Z teorii
sªabych oddziaªywa« wynika, »e we wzorach na amplitudy prawdopodobie«stwa
przej±¢ ten bispinor jest zawsze mno»ony lewostronnie przez czynnik (1− γ5):

(1− γ5)ψ = 2

(
0 0
0 1

)(
ξI

ηİ

)
= 2

(
0
ηİ

)
. (5.14)

Tak wi¦c aktywna jest tylko lewa skªadowa neutrina. Poniewa» neutrina poru-
szaj¡ si¦ zwykle bardzo szybko, lewoskr¦tne neutrino ma du»¡ lew¡ skªadow¡,
a prawoskr¦tne bardzo maª¡. Dlatego trudno jest nie tylko zaobserwowa¢, ale
nawet wytworzy¢ prawoskr¦tne neutrino. Funkcja falowa antyneutrina w teorii
sªabych oddziaªywa« jest zawsze mno»ona przez czynnik (1 + γ5), co wyja±nia
dlaczego obserwowane antyneutrina s¡ zawsze prawoskr¦tne.

5.2 Symetrie równa« Weyla

Operacja Ô jest symetri¡ równa« Weyla, je±li spinory Ôζ±(x), speªniaj¡ te same
równania, co spinory ζ±(x). Jako symetrie wykluczone s¡ wi¦c transformacje,
które zmieniaj¡ kropkowanie spinorów, bo spinory ζ+ i ζ− speªniaj¡ ró»ne rów-
nania. Jak wi¦c wida¢ ze wzorów (4.85) i (4.86) ani inwersja przestrzenna,
ani sprz¦»enie nie s¡ symetriami równa« Weyla. W szczególno±ci antycz¡stka
speªnia inne równanie ni» cz¡stka. Je±li transformacja nie zmienia kropkowania

77



spinora, to poniewa» dla danego rodzaju spinora jest tylko jedno równanie Weyla
do wyboru, taka transformacja powinna by¢ symetri¡ równania. Sprawdzimy
to bezpo±rednim rachunkiem dla transformacji T , CP i CPT .

Zacznijmy od odwrócenia czasu (4.94):

T̂ ξI(x) = εT ξ
∗
I (T̂ x) = εT εξ

∗I(T̂ x), T̂ ηİ(x) = −εT η∗İ(T̂ x) = +εT εη
∗
İ
(T̂ x).
(5.15)

To daje

T̂ ζ±(x) = εT εζ
∗
±(T̂ x), (5.16)

przy czym sprz¦»enie nie zmienia kropkowania wska¹ników. Zwracamy uwag¦,
»e ε bez wska¹nika oznacza tu macierz, a nie czynnik fazowy. Bior¡c sprz¦»enie
zespolone równania (5.6), otrzymujemy

(−p̂0 ∓ p̂xσx ± p̂yσy ∓ p̂zσz)ζ∗±(x) = 0, (5.17)

gdzie sprz¦»enie zespolone zmieniªo znaki wszystkich operatorów p̂µ i macierzy
σy. Zmieniaj¡c zmienn¡ t na −t, zmieniamy znak operatora p̂0 i w argumencie
funkcji falowej wprowadzamy T̂ x w miejsce x:

(p̂0 ∓ p̂xσx ± p̂yσy ∓ p̂zσz)ζ∗±(T̂ x) = 0. (5.18)

Mno»¡c to równanie lewostronnie przez macierz

εT ε = εT iσy (5.19)

i korzystaj¡c z reguª antykomutacji dla macierzy Pauli'ego, otrzymujemy

(p̂0 ± p̂xσx ± p̂yσy ± p̂zσz)(±εT εζ∗±(T̂ x)) = (p̂0 ± pσ)T̂ ζ±(x) = 0. (5.20)

Tak wi¦c odwrócenie czasu jest symetri¡ równa« Weyla.
Podobnie ze wzorów (4.91):

ĈP̂ ξI(x) = −iξ∗I (P̂ x) = −iεCεξ∗I(P̂ x), ĈP̂ ηİ(x) = −iη∗İ(P̂ x) = iεCεη
∗
İ
(P̂ x).

(5.21)
Bior¡c sprz¦»enie zespolone równa« Weyla i robi¡c podstawienie x → −x do-
stajemy równanie

(−p̂0 ± p̂xσx ∓ p̂yσy ± p̂zσz)ζ∗±(P̂ x) = 0. (5.22)

Mno»¡c obie strony tego równania lewostronnie przez macierze ∓iεcε:

(−p̂0 ∓ p̂xσx ∓ p̂yσy ∓ p̂zσz)(∓iεcε)ζ∗±(P̂ x) = −(p̂0 ±pσ)ĈP̂ ζ±(x) = 0, (5.23)

a wi¦c i transformacja CP jest symetri¡ równa« Weyla. Z faktu, »e inwersja
przestrzenn¡ nie jest symetri¡ równa« Weyla wynika, »e w ±wiecie po drugiej
stronie lustra funkcja falowa speªnia inne równania ni» w naszym ±wiecie. Ponie-
wa» jednak transformacja CP jest dobr¡ symetri¡ równa« Weyla, jednoczesne
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przej±cie na drug¡ stron¦ lustra i zast¡pienie cz¡stek przez ich antycz¡stki po-
zostawia te równania bez zmian.

Wreszcie dla przeksztaªcenia CPT , ze wzorów (4.100)

ĈP̂ T̂ ζ±(x) = ∓iεCε∗T ζ±(−x). (5.24)

Pomno»enie przez staªe ∓εCε∗T i zamiana x na −x nie zmienia równa« Weyla,
wi¦c mamy

(p̂0 ± pσ)ĈP̂ T̂ ζ±(x) = 0. (5.25)

Ta symetria wynika te» z uwagi, »e operacje T̂ i ĈP̂ s¡ symetriami teorii.

5.3 Równanie Diraca

Równanie Diraca opisuje cz¡stk¦ o masie m i spinie 1
2 , przy czym zakªada si¦, »e

przestrze« rozwi¡za« jest niezmiennicza wzgl¦dem rozszerzonej grupy Lorentza,
to znaczy wzgl¦dem wªa±ciwych transformacji Lorentza i inwesji przestrzennej.
Jak zawsze dla cz¡stek swobodnych, przyjmujemy te» niezmienniczo±¢ tej prze-
strzeni wzgl¦dem translacji. Wynika st¡d, »e funkcja falowa cz¡stki swobodnej
zale»y od punktochwili tylko poprzez czynnik e−ipx. Zakªadamy, »e rozwi¡za-
nia równania Diraca speªniaj¡ tak»e równanie Kleina-Gordona, wi¦c skªadowe
czterop¦du speªniaj¡ relacj¦ pzerop

p0 = ±
√
p2 +m2. (5.26)

Do budowy funkcji falowej mamy teraz dwa rodzaje spinorów: ξI(x) i ηİ(x) =

−iP̂ ξI(P̂ x). W dalszym ci¡gu nie wypisujemy ju» wska¹ników spinorowych.
U»ywaj¡c spinorów kropkowanych i niekropkowanych, mo»emy zast¡pi¢ dwa

niezale»ne równania Weyla przez jeden kowariantny ukªad równa« dirac1

(p0 + σp̂)ξ(x) = m1η(x), (5.27)

(p0 − σp̂)η(x) = m2ξ(x),

gdzie m1 i m2 s¡ staªymi o wymiarze masy. W ukªadzie spoczynkowym, dla
cz¡stki o dodatniej energii, mamy p0 = m, p = 0 i ξ(x) = η(x). Podstawiaj¡c
do powy»szych równa«, otrzymujemy

m1 = m2 = m. (5.28)

Mno»¡c pierwsze z równa« (5.27) obustronnie przez operator (p0 − σp̂) i ko-
rzystaj¡c z równania Kleina-Gordona, otrzymujemy drugie. To znaczy, »e z
czterech skªadowych spinorów ξ i η tylko dwie s¡ niezale»ne. Dwie, na przy-
kªad spinor η lub spinor ξ, mo»na wybra¢ dowolnie i u»y¢ równa« (5.27) do
wyznaczenie dwu pozostaªych.

Korzystaj¡c z de�nicji macierzy γµ, mo»emy zapisa¢ oba równania (5.27)
jako jedno równanie na bispinor diraca

(p̂/−m)ψ(x) = 0. (5.29)
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To jest sªynne równanie Diraca (1928). Operator (p̂/−m) nazywa si¦ opera-
torem Diraca.

�wiczenie Pokaza¢, »e dziaªaj¡c operatorem P̂ na obie strony pierwszego z
równa« (5.27) otrzymuje si¦ drugie, je±li m1 = m2. Wyja±ni¢, dlaczego wybrany
zostaª argument wykorzystuj¡cy równanie Kleina-Gordona.

• • • • •

�wiczenie Pokaza¢, »e dwukomponentowe równanie

P̂AḂP̂ḂCξ
C = m2ξA

jest równowa»ne z równaniem Diraca. Cztery komponenty w równaniu Diraca
s¡ potrzebne do opisu dwu stanów spinowych elektronu i dwu stanów spinowych
pozytonu. Wyja±ni¢, dlaczego w zaproponowanym równaniu wystarcz¡ do tego
celu dwie komponenty.
Wskazówki: Zde�niowa¢ pomocniczy spinor ηḂ = 1

m P̂ḂCξ
C . Zauwa»y¢, »e

równanie jest drugiego rz¦du wzgl¦dem czasu.

• • • • •

Wprowadzaj¡c pole elektromagnetyczne sprz¦»one minimalnie, otrzymujemy
równanie

(p/− qA/−m)ψ(x) = 0, (5.30)

gdzie q jest ªadunkiem elektrycznym cz¡stki. Dla elektronu o energii E � m ≈
0.5MeV mo»na w dobrym przybli»eniu zaniedba¢ czªon proporcjonalny do masy.
Wtedy równanie rozpada si¦ na dwa niezale»ne równania Weyla: jedno dla elek-
tronów prawoskr¦tnych, drugie dla lewoskr¦tnych. Wynika st¡d w szczególno±ci,
»e skr¦tno±¢ elektronu o wysokiej energii, je±li jest okre±lona w stanie pocz¡tko-
wym, nie ulega zmianie przy rozpraszaniu w polu elektromagnetycznym.

�wiczenie Elektron o wysokiej energii, który ma okre±lon¡ skr¦tno±¢ po-
cz¡tkow¡, kr¡»y po obwodzie koªa w jednorodnym polu magnetycznym. Po-
kaza¢, »e wedªug równania Diraca okres precesji spinu jest taki sam jak okres
obiegu elektronu. Do±wiadczalnie stwierdza si¦ niewielkie ró»nice mi¦dzy tymi
dwoma okresami. Jak¡ wielko±¢ mo»na wyznaczy¢ mierz¡c te ró»nice?

• • • • •

Wyprowadzimy teraz równowa»ne równanie na funkcj¦ ψ(x). W tym celu
bierzemy sprz¦»enie hermitowskie poprzedniego równania i, pami¦taj¡c, »e ma-
cierz γ0 jest hermitowska, a pozostaªe macierze γµ antyhermitowskie, otrzymu-
jemy:

ψ†(x)(−p̂0γ
0 − pγ − qA0γ

0 − qAγ −m) = 0 (5.31)

Zauwa»my, »e jest to sprz¦»enie hermitowskie w przestrzeni macierzy 4 × 4
wymiarowych, przy czym i → −i, a nie w przestrzeni Hilberta, gdzie byªoby
p̂†j = p̂j . Operatory ró»niczkowania dziaªaj¡ na funkcj¦ ψ†(x). Mno»¡c powy»sze
równanie prawostronnie przez −γ0 otrzymujemyduadir

ψ(x)(
←
p/ +qA/+m) = 0. (5.32)

80



Skierowana w lewo strzaªka nad operatorem przypomina, »e operator dziaªa na
funkcj¦ w lewo od niego. To równanie bywa nazywane równaniem dualnym.

�wiczenie Pogodzi¢ ze sob¡ nast¦puj¡ce dwie obserwacje. Operator −i ∂∂x
mo»e by¢ rozpatrywany jako macierz 1 × 1 wymiarowa. Dla takiej macierzy
sprz¦»enie hermitowskie jest identyczne ze zwykªym sprz¦»eniem zespolonym,
i w tym przypadku powoduje zmian¦ znaku. Z drugiej strony wiadomo, »e
operator p̂x = −i ∂∂x jest hermitowski, a zatem nie zmienia si¦ przy sprz¦»eniu
hermitowskim.

• • • • •

Sprawdzimy teraz, »e równanie Diraca, ze sprz¦»onym minimalnie potencja-
ªem wektorowym, daje pr¡d zachowywany. Mno»¡c równanie Diraca lewostron-
nie przez ψ(x) i dodaj¡c do niego równanie dualne pomno»one prawostronnie
przez ψ(x) otrzymujemy:

ψ(x)
←
p/ ψ(x) + ψ(x)p/ψ(x) = i∂µ[ψ(x)γµψ(x)] = 0. (5.33)

St¡d pr¡d zachowywany ma posta¢1

Jµ = N(p)ψ(x)γµψ(x), (5.34)

gdzie N(p) jest liczbowym wspóªczynnikiem normalizacyjnym. Zauwa»my, »e
na mocy dyskusji z paragrafu 4.12 ta wielko±¢ jest czterowektorem i »e w±ród
kowariantów dwuliniowych nie byªo innego czterowektora do wyboru, ta ostat-
nia uwaga nie stanowi oczywi±cie dowodu, »e ten pr¡d jest zachowywany. W
szczególno±ci, dla zerowej skªadowej pr¡du otrzymujemy

ψ(x)γ0ψ(x) = ψ†(x)ψ(x) ≥ 0. (5.35)

Dirac, który odkryª ten fakt w czasach, kiedy skªadowa pr¡du J0 byªa powszech-
nie uwa»ana za g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa, uznaª »e to jest wielki sukces teorii.
Pó¹niej, kiedy J0 zostaªo zinterpretowane jako g¦sto±¢ ªadunku, ten wynik staª
si¦ kªopotliwy, bo g¦sto±ci ªadunku dla elektronów i pozytonów powinny mie¢
przeciwne znaki. Rozwi¡zanie tej trudno±ci podamy w nast¦pnym paragra�e.

Poka»emy jeszcze, »e równanie Diraca mo»e by¢ zapisane w schrödingerow-
skiej postaci

i
∂ψ(x)

∂t
= Ĥψ(x). (5.36)

W tym celu w równaniu (5.29) przenosimy na praw¡ stron¦ wszystkie wyrazy
oprócz zawieraj¡cego ró»niczkowanie po czasie. Otrzymujemy

iγ0 ∂ψ(x)

∂t
= (γp̂+m)ψ(x). (5.37)

Nast¦pnie, mno»¡c lewostronnie obie strony równania przez macierz γ0 i porów-
nuj¡c wynik z równaniem Schrödingera mamy

Ĥ = αp̂+ βm, (5.38)

gdzie wprowadzili±my oznaczenia Diraca

1Ten sam wynik otrzymaliby±my, gdyby do masy cz¡stki doda¢ jakikolwiek rzeczywisty
skalarny potencjaª V (x).
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α = γ0γ, β = γ0. (5.39)

Macierze αi mo»na zapisa¢ w postacialfadi

αi =

(
0 1
1 0

)(
0 −σi
σi 0

)
=

(
σi 0
0 −σi

)
. (5.40)

S¡ to wi¦c macierze hermitowskie, jak potrzeba »eby hermitowski byª hamilto-
nian. Omówimy jeszcze krótko dwa wyniki dotycz¡ce równania Diraca.

Ka»de rozwi¡zanie równania Diraca, podobnie jak nierelatywistyczna funk-
cja falowa, mo»e by¢ przedstawione jako superpozycja fal pªaskich. Je±li w tej
superpozycji wyst¦puj¡ zarówno czªony z p0 > m, jak i czªony z p0 < −m, to
we wzorach na warto±ci ±rednie operatorów pojawiaj¡ si¦ czªony interferencyjne,
oscyluj¡ce z cz¦sto±ci¡ wi¦ksz¡ ni» 2m. Podstawiaj¡c mas¦ elektronu otrzymu-
jemy cz¦sto±¢ okoªo 1021Hz. W szczególno±ci, w odniesieniu do operatora po-
ªo»enia wynika st¡d, »e cz¡stka wykonuje gwaªtowne, krótkozasi¦gowe ruchy w
ró»nych kierunkach, które dopiero po wy±redniowaniu daj¡ makroskopowy ruch.
Dla tego zjawiska przyj¦ªa si¦ niemiecka nazwa Zitterbewegung (Schrödinger
1930) � ruch polegaj¡cy na dr»eniu, dygotaniu czy trz¦sieniu si¦. Dla elektronu
du»a cz¦sto±¢ tych ruchów uniemo»liwia ich obserwacj¦, ale w innych dziaªach
�zyki (�zyka fazy skondensowanej, kondensaty Einsteina) s¡ ukªady, do których
stosuje si¦ równanie Diraca, cho¢ z zupeªnie inn¡ interpretacj¡ �zyczn¡, i tam
Zitterbewegung mo»na zobaczy¢.

Dla elektronu blisko granicy nierelatywistycznej, wkªad od czªonów z p0 <
−m mo»na zaniedba¢, ale czªony z p0 > m nie stanowi¡ ukªadu zupeªnego, wi¦c
nie ka»dy rozkªad elektronu w przestrzeni da si¦ z ich pomoc¡ zrealizowa¢. W
szczególno±ci, Newton i Wigner wykazali2, »e z takich fal nie da si¦ zbudo-
wa¢ pakietu falowego o promieniu du»o mniejszym od 1

m . Podstawiaj¡c mas¦
elektronu, otrzymujemy promie« minimalny okoªo 4 × 10−11cm. To znaczy,
»e prawie nierelatywistyczny elektron nale»y sobie wyobra»a¢ nie jako cz¡stk¦
punktow¡, ale jako chmurk¦ o promieniu rz¦du m−1

e . Ta chmurka jest maªa
w stosunku do promienia atomu (rz¦du 10−8cm), ale du»a w stosunku do pro-
mienia protonu (rz¦du 10−13cm). Jak zobaczymy w paragra�e 5.8, to rozmycie
elektronu wpªywa na poziomy energetyczne atomu wodoru. Muon jest okoªo 200
razy ci¦»szy od elektronu. To znaczy, »e dla niego minimalny promie« rozmycia
jest rz¦du 10−13cm � porównywalny z promieniem protonu. Dzi¦ki temu, bada-
j¡c spektroskopi¦ atomu wodoru z elektronem zast¡pionym przez muon, mo»na
uzyska¢ informacje o promieniu ªadunkowym protonu.

5.4 Symetrie równania Diraca

Podobnie jak dla równa« Weyla, kowariancja równania Diraca wzgl¦dem wªa-
±ciwych transformacji Lorentza wynika ze sposobu w jaki to równanie zostaªo
skonstruowane. Pozostaj¡ do zbadania transformacje O = P, C, T . Operacja O
jest symetri¡ równania, lub równowa»nie równanie jest kowariantne wzgl¦dem
przeksztaªcenia O, je±li funkcja ψO(x) speªnia to samo równanie, co funkcja
ψ(x). Funkcje ψO(x) wyliczamy jak w paragra�e 4.10.

2Ich dowód jest krytykowany z punktu widzenia kwantoej teorii pola, ale wynik uchodzi
za poprawny.
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Punktem wyj±cia w dowodach symetrii jest zawsze równanie Diraca

(p/−m)ψ(x) = 0. (5.41)

Zmieniaj¡c zmienne z x na −x i mno»¡¢ lewostronnie przez macierz UP = iγ0,
otrzymujemy

UP (p̂0γ0 + p̂γ −m)ψ(P̂ x) = 0. (5.42)

St¡d, korzystaj¡c z reguª antykomutacji dla macierzy γ,

(p/−m)ψP (x) = 0. (5.43)

Dla cz¡stki swobodnej inwersja przestrzenna jest wi¦c symetri¡ równania Diraca.
Wprowadzenie oddziaªywa« mo»e t¦ symetri¦ zachowa¢, lub zªama¢. Zwykle
rozpatruje si¦ przypadek, kiedy inwersji przestrzennej ulega nie tylko cz¡stka,
ale i wszystkie pola, które na ni¡ dziaªaj¡. Tak rozumiana, symetria jest zacho-
wywana przez oddziaªywania silne i elektromagnetyczne, jest natomiast ªamana
przez oddziaªywania sªabe.

Znaczenie sprz¦»enia w relatywistycznej mechanice kwantowej wynika gªów-
nie st¡d, »e bispinory ψC odpowiadaj¡ce rozwi¡zaniom równania Diraca ψ z
ujemnymi energiami opisuj¡ obserwowane do±wiadczalnie antycz¡stki. W po-
równaniu do cz¡stek opisywanych przez spinory ψ z dodatniemi energiami, te
antycz¡stki maj¡ takie same spin i mas¦, natomiast przeciwny ªadunek � tak
jak powinno by¢. Odt¡d, zgodnie z powszechnie przyjmowan¡ przez �zyków
terminologi¡, zamiast sprz¦»enie b¦dziemy pisa¢ sprz¦»enie ªadunkowe.

Bior¡c sprz¦»enie zespolone równania Diraca i mno»¡c je lewostronnie przez
macierz UC = iγy otrzymujemy rownanie dcomco

UC(−p̂0γ0 + p̂xγ
x − p̂yγy + p̂zγ

z −m)ψ∗(x) = 0. (5.44)

Przy sprz¦»eniu zespolonym zmieniªy znaki wszystkie operatory p̂µ = i∂µ i
czysto urojona macierz γy. Korzystaj¡c z reguª antykomutacji dla macierzy γµ

otrzymujemy

(p/−m)ψC(x) = 0. (5.45)

Sprz¦»enie ªadunkowe jest wi¦c symetri¡ równania Diraca dla cz¡stki swobodnej.
Stosuj¡c to samo rozumowanie do funkcji falowej cz¡stki sprz¦»onej minimalnie
z polem elektromagnetycznym, a wi¦c speªniaj¡cej równanie

(p/− qA/−m)ψ(x) = 0, (5.46)

otrzymujemy

(p/+ qA/−m)ψC(x) = 0, (5.47)

Zmiana znaku czªonu qA/ bierze si¦ st¡d, »e skªadowe czterowektora Aµ(x), w
przeciwie«stwie do operatorów p̂µ, nie zmieniaj¡ znaku przy spr¦»eniu zespolo-
nym. To równanie jest równaniem Diraca dla cz¡stki o ªadunku elektrycznym
−q i w tym sensie symetria jest zªamana. Je±li jednak, analogicznie jak dla
inwersji, przyjmiemy »e sprz¦»eniu ªadunkowemu podlega nie tylko cz¡stka, ale
i wszystkie ¹ródªa pola, to pole A te» zmienia znak i mamy symetri¦ wzgl¦dem
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sprz¦»enia ªadunkowego. Tak rozumiana symetria obowi¡zuje dla oddziaªywa«
silnych i elektromagnetycznych, ale jest ªamana dla oddziaªywa« sªabych.

�wiczenie Pokaza¢, »e w reprezentacji spinorowej, dla µ = 0, 1, 2, 3, zacho-
dzi: γyγµ∗ = −γµγy. Wykorzysta¢ t¦ to»samo±¢ dla wyprowadzenie powy»szego
równania na funkcj¦ ψC .

• • • • •

W poprzednim paragra�e zwrócili±my uwag¦, »e zerowa skªadowa pr¡du za-
chowywanego,jotzer

J0 = Nψ†ψ = N

4∑
i=1

ψ∗i ψi, (5.48)

ma znak niezale»ny od tego, czy energia jest dodatnia czy ujemna. Jest to
sprzeczne z interpretowaniem J0 jako g¦sto±ci ªadunku. Nie poprawia sytuacji
rozwa»anie pr¡du dla antycz¡stki:

J0
C = NψC†ψC = N

4∑
i=1

ψ∗Ci ψCi , (5.49)

bo i tu zerowa skªadowa ma staªy znak. Podstawiaj¡c ψC = iγyψ∗ i ψC† =
−iψT γy† = +iψT γy otrzymujemy

J0
C = NiψT γyiγyψ∗ = NψTψ∗ = N

∑
i

ψiψ
∗
i . (5.50)

W mechanice kwantowej, gdzie funkcje falowe s¡ zwykªymi liczbami, ten wzór
jest równowa»ny ze wzorem (5.48), ale w kwantowej teorii pola wielko±ci ψ i ψ†

s¡ operatorami pola, które w przypadku fermionów antykomutuj¡ mi¦dzy sob¡.
Przy takiej interpretacji, ró»nica w kolejno±ci czynników we wzorach dla cz¡stek
i antycz¡stek wprowadza ró»nic¦ w znaku, i g¦sto±¢ ªadunku antycz¡stek ma
znak przeciwny ni» g¦sto±¢ ªadunku cz¡stek tak jak powinno by¢. W mechanice
kwantowej mo»emy si¦ umówi¢, »e dla antycz¡stek wstawimy zamiast staªej
N staª¡ NC = −N , ale nie da si¦ tego uzasadni¢ jako wniosku z symetrii.
Uzasadnienie zmiany znaku J0 przy przej±ciu od cz¡stek do antycz¡stek istnieje
wi¦c, ale dopiero na gruncie kwantowej teorii pola.

Poka»emy jeszcze, »e parzysto±¢ wewn¦trzna ukªadu cz¡stka-antycz¡stka jest
minus. �eby wyeliminowa¢ parzysto±¢ orbitaln¡, rozpatrujemy cz¡stk¦ i jej anty-
cz¡stk¦, obie w spoczynku. W tej sytuacji równanie Diraca dla cz¡stki (p0 > 0)
przybiera, po wyeliminowaniu czynnika e−ipx, posta¢

p0γ0u(0) = mu(0). (5.51)

W zapisie wykorzystali±my tu fakt, »e je±li znak skªadowej p¦du p0 jest znany,
to bispinor u zale»y tylko od przestrzennych skªadowych p¦du. W ukªadzie
spoczynkowym p0 = m, wi¦c

u(0) =

(
ξ
ξ

)
. (5.52)

Pod dziaªaniem operatora inwersji przestrzennej

P̂ u(0) = iγ0u(0) = iu(0). (5.53)
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Dla antycz¡stki p0 = −m i bispinor uC(0) jest rozwi¡zaniem tego samego rów-
nania, te» z dodatnia energi¡, wi¦c operator P̂ dziaªa na niego tak samo jak na
bispinor u(0), i dla pary

P̂ (u(0)uC(0)) = iu(0)iuC(0) = −(u(0)uC(0)). (5.54)

Parzysto±¢ wewn¦trzna pary cz¡stka i jej antycz¡stka jest ujemna.
Parzysto±¢ wewn¦trzna pary cz¡stka-antycz¡stka jest iloczynem parzysto±ci

wewn¦trznych cz¡stki i antycz¡stki: PaPa = −1. Je±li przyjmiemy P 2
a = P 2

a =
+1, to wida¢, »e Pa = −Pa, a wi¦c cz¡stka i antycz¡stka nie mog¡ by¢ iden-
tyczne. Je±li natomiast P 2

a = P 2
a = −1, to mamy Pa = Pa = ±i, co nie przeczy

zaªo»eniu a = a. Wobec popularno±ci hipotezy, »e neutrino i antyneutrino s¡
identyczne, przyjmuje si¦ obecnie, »e w dziaªaniu na spinory P̂ 2 = −1. Za-
uwa»my, »e chocia» znaki parzysto±ci cz¡stki i antycz¡stki s¡ kwesti¡ konwencji,
bo mo»na je zmieni¢ robi¡c nieobserwowalny obrót ukªadu wspóªrz¦dnych o k¡t
2π wokóª dowolnej osi, to ich wzgl¦dny znak jest dobrze okre±lony.

Bior¡c sprz¦»enie zespolone równania Diraca, zmieniaj¡c zmienn¡ t na −t i
mno»¡c lewostronnie wynik przez macierz UT = γxγz otrzymujemy równanie

UT (p̂0γ0 + p̂xγ
x − p̂yγy + p̂zγ

z −m)ψ∗(T̂ x) = 0, (5.55)

co po zastosowaniu reguª antykomutacji dla macierzy γ daje

(p/−m)ψT (x) = 0. (5.56)

Tak wi¦c i odwrócenie czasu jest symetri¡ równania Diraca dla cz¡stki swo-
bodnej. Ta symetria pozostaje w mocy, je±li wª¡czymy oddziaªywania silne i
elektromagnetyczne, oczywi±cie przy zwykªym warunku, »e odwracane w czasie
s¡ te» i pola dziaªaj¡ce na cz¡stk¦. Przy oddziaªywaniach sªabych ta symetria
jest ªamana, chocia» znacznie sªabej ni» symetrie C i P .

Z kowariancji wzgl¦dem odbi¢ C,P i T , wynika kowariancja wzgl¦dem ich
zªo»e«, w szczególno±ci wzgl¦dem transformacji CP i CPT . Jak dyskutowali±my
omawiaj¡c symetrie równania Kleina-Gordona, symetria CPT obowi¡zuje dla
bardzo szerokiej klasy teorii. Dlatego przyjmuje si¦, »e symetria CP jest ªamana
wtedy i tylko wtedy, kiedy jest ªamana symetria wzgl¦dem odwrócenia czasu.

�wiczenie Sprawdzi¢, »e gdyby we wzorach na odwrócenie czasu w spi-
norach kropkowanych zmieni¢ znak wyniku, to otrzymaªoby si¦ UCPT = i, i
operacja CPT nie byªaby symetri¡ równania Diraca. Przeduskutowa¢ ten wy-
nik.

• • • • •
�wiczenie Sprawdzi¢, »e gdyby pod dziaªaniem sprz¦»enia na spinory nie-

kropwane powstawaªy spinory kropkowane ró»ni¡ce si¦ od spinorów kropkowa-
nych otrzymanych pod dziaªaniem inwersji przestrzennej bardziej ni» o staªy
czynnik, to operacja CPT nie byªaby symetri¡ równania Diraca. Przeduskuto-
wa¢ ten wynik.

• • • • •

5.5 Cz¡stka swobodna � reprezentacja spinorowa

Przedyskutujemy teraz, u»ywaj¡c reprezentacji spinorowej, rozwi¡zania równa-
nia Diraca dla cz¡stki swobodnej. Zgodnie z ogóln¡ teori¡, b¦dziemy szukali
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rozwi¡za« w postaci

ψ(x) = u(p)e−ipx, u(p) =

(
ξ(p)
η(p)

)
, (5.57)

gdzie czterowektor p jest czterop¦dem cz¡stki, na którego skªadowe naªo»ony jest
warunek (5.26). Podstawiaj¡c te wyra»enia do równania Diraca, otrzymujemy
równania na spinory:dirswo

(p0 + σp)η = mξ, (p0 − σp)ξ = mη. (5.58)

�wiczenie Pokaza¢, »e eliminuj¡c z równa« Diraca spinor ξ otrzymuje si¦
równanie Kleina Gordona na spinor η.

• • • • •

Spinor ξ mo»emy wybra¢ dowolnie. Wygodnie jest przyj¡¢ normalizacj¦

ξ†ξ = 1. (5.59)

Spinor η mo»na wyrazi¢ przez spinor ξ przy pomocy drugiego z równa« (5.58).
Otrzymujemyupspin

u±(p) = N±

(
ξ

p0−σp
m ξ

)
, (5.60)

gdzie wska¹niki ± okre±laj¡ znak p0.
Wygodnie jest wybra¢, jako dwa niezale»ne spinory ξ, wektory wªasne ope-

ratora skr¦tno±cieigskr

σpξλ = 2λ|p|ξλ, λ = ±1

2
. (5.61)

Mamy wi¦c cztery rozwi¡zaniapzerod

uλ±(p) = N±

(
ξλ

p0−2λ|p|
m ξλ

)
, λ = ±1

2
, ±p0 = E > 0. (5.62)

Mo»emy podstawi¢

p0 = ±m cosh y, |p| = m sinh y, (5.63)

i otrzymujemypzdmod

uλ±(p) = N±

(
ξλ

±e∓2λyξλ

)
. (5.64)

Wida¢, »e przy p0 > 0 i wysokich energiach, kiedy y � 1, górny spinor
dominuje przy λ = + 1

2 , a dolny przy λ = − 1
2 . Przy wysokich energiach to

upraszcza rachunki i powoduje, »e reprezentacja spinorowa jest wtedy wygodna.
Natomiast przy niskich energiach, kiedy |y| . 1, oba spinory s¡ w reprezentacji
spinorowej porównywalne i wygodniej jest u»ywa¢ reprezentacji Diraca, któr¡
omówimy w nast¦pnym paragra�e.
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�wiczenie Pokaza¢, »e przy wysokich energiach prawdopodobie«stwo tego,
»e cz¡stka prawa oka»e si¦ lewoskr¦tna, czy »e cz¡stka lewoskr¦tna oka»e si¦
prawa, jest rz¦du m2

2p20
.

• • • • •

Warunek normalizacji naªo»ymy na skalarne wielko±ci

ψ±ψ± = u±(p)u±(p) = ±2|N±|2e∓2λy. (5.65)

Wida¢, »e normalizowa¢ trzeba do liczby o takim znaku, jak znak p0. Przyjmuj¡c
liczb¦ dwa, otrzymujemy

N± = e±λy, (5.66)

gdzie, jak zwykle, wybrali±my staª¡ normalizacyjn¡ rzeczywist¡ i dodatni¡.
Mo»emy teraz wypisa¢ wszystkie cztery rozwi¡zania na funkcje falowe ψ(x): pzdmod

ψλ±(x) =

(
e±λyξλ
±e∓λyξλ

)
e−ipx. (5.67)

�wiczenie Rozwi¡zuj¡c równanie Diraca pokaza¢, »e dla cz¡stki (p0 > 0)

w spoczynku u+(p) =

(
ξλ
ξλ

)
i przez odpowiednie pchni¦cie uzyska¢ z tego

rozwi¡zania rozwi¡zanie (5.67), znormalizowane zgodnie z powy»sz¡ konwen-
cj¡. Zauwa»y¢, »e wynika to z relatywistycznej kowariancji równania Diraca i
przyj¦tej normalizacji.

• • • • •

Pr¡d zachowywany dla p0 > 0 najªatwiej jest wyliczy¢ w dwu krokach. W
ukªadzie spoczynkowym cz¡stki p = 0 , y = 0 i

u(p) =

(
ξλ
ξλ

)
, J0 = u†u = 2, (5.68)

gdzie pomin¦li±my nieistotny dla naszej dyskusji staªy czynnik w de�nicji pr¡du.
Skªadowe przestrzenne tego pr¡du J = 0, bo »aden kierunek w przestrzeni nie
jest wyró»niony. Poniewa» Jµ jest czterowektorem, mo»na go jednoznacznie
okre±li¢ jako ten czterowektor, który w ukªadzie spoczynkowym ma skªadowe
{2,0}. Tym czterowektorem jest

Jµ = 2
pµ

m
. (5.69)

�wiczenie Znale¹¢ skªadowe pr¡du Jµ wprost z de�nicji, nie u»ywaj¡c po-
danego w tek±cie skrótu.

• • • • •

�eby uzyska¢ rozwi¡zania dla pozytonów, trzeba dokona¢ sprz¦»enia ªadun-
kowego rozwi¡za« z p0 < 0

ψCλ (x) ≡ uCλ (pC)e+ipx =

(
0 −ε
ε 0

)
u∗λ(p)e−ipCx, (5.70)

gdzie zastosowali±my oznaczenie pC = −p. Antycz¡stka ma p¦d przeciwny do
p¦du cz¡stki, a skr¦tno±¢ tak¡ jak cz¡stka. W powy»szym wzorze zale»no±¢
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od czasu i wspóªrz¦dnych jest taka jak dla cz¡stki o p¦dzie pC . Pozostaje do
sprawdzenia skr¦tno±¢. Wykonuj¡c mno»enie otrzymujemy

uCλ (pC) =

(
0 −ε
ε 0

)
u∗λ(p) =

(
eλyεξ∗λ
e−λyεξ∗λ

)
. (5.71)

�eby zinterpretowa¢ spinory wyst¦puj¡ce w tym wyra»eniu przyda si¦ to»samo±¢epsist

εσ∗i = iσyσ
∗
i = −σiε, i = x, y, z. (5.72)

Bior¡c sprz¦»enie zespolone równo±ci (5.61), mno»¡c obie strony lewostronnie
przez macierz −ε i korzystaj¡c z powy»szej to»samo±ci dostajemy

σpεξ∗λ = −2λ|p|εξ∗λ, (5.73)

lub równowa»nie

σpCεξ
∗
λ = 2λ|pC |εξ∗λ. (5.74)

Spinor εξ∗λ opisuje wi¦c cz¡stk¦ o rzucie spinu na kierunek pC równym λ i
mo»na wprowadzi¢ oznaczenie

εξ∗λ = ξCλ . (5.75)

Mamy wi¦c ostatecznie

ψCλ (x) =

(
eλyξCλ
e−λyξCλ

)
e−ipCx, (5.76)

czyli rozwi¡zanie ró»ni¡ce si¦ od rozwi¡zania dla p0 > 0 tylko zmian¡ ozna-
cze« z p na pC i ξ na ξC . Wida¢ tu peªn¡ symetri¦ mi¦dzy cz¡stkami i ich
antycz¡stkami. Mo»na by równie dobrze nazwa¢ pozytony cz¡stkami, przypisa¢
im funkcje falowe ψC(x) i uzyska¢ funkcje falowe dla elektronów przez sprz¦»e-
nie ªadunkowe. Warto jeszcze wiedzie¢, »e w praktycznych rachunkach cz¦sto
wygodniej jest operowa¢ cz¡stkami z ujemn¡ energi¡ ni» odpowiadaj¡cymi im
antycz¡stkami.

Innym problemem, dla którego równanie Diraca da si¦ dokªadnie rozwi¡-
za¢, jest ruch elektronu poruszaj¡cego si¦ w polu kulombowskim punktowego,
niesko«czenie ci¦»kiego ªadunku. Mo»na wyliczy¢ amplitudy rozpraszania oraz
energie i funkcje falowe stanów zwi¡zanych. Do tych stanów zwi¡zanych wró-
cimy w paragrafach 5.9 i 5.10, ale b¦dziemy stosowali metody przybli»one, któ-
rych wyniki s¡ znacznie bardziej pouczaj¡ce ni» wyniki dokªadne.

5.6 Cz¡stka swobodna � reprezentacja Diraca

Reprezentacja Diraca jest cz¦sto u»ywana w praktyce. Jest szczególnie dogodna,
kiedy jeste±my blisko granicy nierelatywistycznej i poprawki relatywistyczne s¡
maªe. Macierze gamma w reprezentacji Diraca, γµD, s¡ zwi¡zanie z macierzami
gamma w reprezentacji spinorowej γµS wzorem

γµD = UγµSU
†, (5.77)

gdzie macierz unitarnauspidi
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U = U† =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
=

1√
2

(γ0
S + γ5

S). (5.78)

�wiczenie Pokaza¢, »e w reprezentacji Diraca dolna skªadowa bispinora jest
proporcjonalna do ξI(x)−ηİ(x) i zeruje si¦ dla cz¡stki swobodnej w spoczynku.
Jakie zastosowannia mo»e mie¢ ten wynik?

• • • • •

Mno»¡c macierze, lub pro±ciej korzystaj¡c z wªasno±ci komutacyjnych macierzy
gamma, otrzymujemy

γ0
D =

(
1 0
0 −1

)
= γ5

S , (5.79)

γD =

(
0 σ
−σ 0

)
= −γS , (5.80)

γ5
D =

(
0 1
1 0

)
= γ0

S . (5.81)

�eby rozwi¡za¢ w reprezentacji Diraca równanie Diraca dla cz¡stki swobod-
nej, robimy zwykªe podstawienie w funkcji falowej

ψ(x) = N

(
φ(p)
χ(p)

)
e−ipx. (5.82)

Wielko±ci φ i χ, s¡ spinorami wzgl¦dem grupy obrotów, ale przy transformacjach
Lorentza transformuj¡ si¦ jak superpozycje spinorów kropkowanych i niekropko-
wanych. Mimo to, dla wygody, b¦dziemy je nazywali spinorami. Podstawiaj¡c
do równania Diraca, otrzymujemy równania macierzowe na spinory φ i χ: dirdir

(p0 −m)φ = σpχ, (p0 +m)χ = σpφ. (5.83)

Rozpatrzymy najpierw przypadek

p0 = E > 0. (5.84)

Rozwi¡zanie równania Diraca mo»na uzyska¢, wybieraj¡c dowolnie spinor φ
i wyliczaj¡c odpowiadaj¡cy mu spinor χ. Wybieramy spinory φs speªniaj¡ce
równo±ci defxil

σzφs = 2sφs, φ†sφs = 1. (5.85)

Jak wida¢ z tego równania, s = ± 1
2 jest rzutem spinu cz¡stki opisywanej przez

spinor φs na o± z. U»ywaj¡c drugiego z równa« (5.83), wyra»amy spinor χs
przez spinor φs i otrzymujemy dwa niezale»ne rozwi¡zania dirpoz

ψ+,s(x) = N+

(
φs
σp
E+mφs

)
e−ipx, p0 > 0, s = ±1

2
. (5.86)

Zauwa»my, »e blisko granicy nierelatywistycznej, kiedy pr¦dko±¢ |v| = |p|
E � 1,

spinory χs s¡ maªe w tym sensie, »e χ†sχs � 1. To jest wa»na w zastosowaniach
wªasno±¢ funkcji falowych cz¡stek swobodnych w reprezentacji Diraca.
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Funkcj¦ ψ+,s(x) normalizujemy jak w poprzednim paragra�e, kªad¡c

ψ+,sψ+,s = 2. (5.87)

Iloczyn

2 = ψ+,sψ+,s = N2
+

(
φ†s, φ

†
s

σp

E +m

)(
1 0
0 −1

)(
φs
σp
E+mφs

)
(5.88)

wyliczamy, uwzgl¦dniaj¡c »e

(σp)2 = p2 = E2 −m2 = (E +m)(E −m). (5.89)

Rozwi¡zuj¡c na N+, otrzymujemy:

N+ =

√
E +m

m
. (5.90)

Mo»emy wi¦c wypisa¢ pierwsze dwa znormalizowane rozwi¡zania:dinopl

ψ+,s(x) =

√
E +m

m

(
φs
σp
E+mφs

)
e−ipx, p0 > 0, s = ±1

2
. (5.91)

Przechodzimy teraz do przypadku

p0 = −E < 0. (5.92)

Tym razem wybieramy spinory χs speªniaj¡ce zwi¡zkidefetl

σzχs = 2sχs, χ†sχs = 1. (5.93)

Teraz s oznacza wi¦c rzut spinu cz¡stki z ujemn¡ energi¡ na o± z. Przypo-
minamy, »e rzut spinu na staª¡ o±, w przeciwie«stwie do skr¦tno±ci, powinien
zmieni¢ znak przy sprz¦»eniu ªadunkowym. Wyliczaj¡c spinor φs z pierwszego
z równa« (5.83) otrzymujemy

ψ−,s = N−

(
− σpE+mχs

χs

)
e−ipx, p0 < 0, s = ±1

2
, (5.94)

Rachunek bardzo podobny do poprzedniego daje

ψ−,sψ−,s = −N2
−

2m

E +m
. (5.95)

Normalizacja do liczby dodatniej jest wi¦c niemo»liwa. Normalizuj¡c do liczby
−2, otrzymujemy

N− = N+ =

√
E +m

m
, (5.96)

i w ko«cudirneg

ψ−,s =

√
E +m

m

(
− σpE+mχs

χs

)
e−ipx, p0 < 0, s = ±1

2
. (5.97)
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Wzory (5.91) i (5.97) daj¡ wszystkie cztery rozwi¡zania równania Diraca dla
cz¡stki swobodnej w reprezentacji Diraca. Zauwa»my jeszcze, »e komplet czte-
rech rozwi¡za« mo»na by te» otrzyma¢ mno»¡c rozwi¡zania otrzymane w repre-
zentacji spinorowej przez macierz U dan¡ wzorem (5.78).

�wiczenie Powtórzy¢ to wyprowadzenie, wyra»aj¡c spinory χs przez spi-
nory φs. Zwróci¢ uwag¦, »e wtedy pojawia si¦ mianownik d¡»¡cy do zera w
granicy nierelatywistycznej, czyli kiedy reprezentacja Diraca jest szczególnie
wygodna. Nie jest to bª¡d, bo licznik tak»e d¡»y do zera i otrzymujemy wynik
sko«czony, ale czasem komplikuje rachunki. Dlatego, w miar¦ mo»no±ci opªaca
si¦ takich mianowników unika¢.

• • • • •

Sprawdzimy, »e sprz¦»enie ªadunkowe przeprowadza rozwi¡zania (5.97) w
rozwi¡zania (5.86). Na podstawie wyników z paragrafu 5.4, macierz UC w re-
prezentacji Diraca dana jest wzorem

UC = iγyD =

(
0 ε
−ε 0

)
. (5.98)

St¡d

ψC−,s(x) =

(
0 ε
−ε 0

)√
E +m

m

(
−σ

∗p
E+mχ

∗
s

χ∗s

)
e+ipx. (5.99)

Wykonuj¡c mno»enie macierzowe i pami¦taj¡c, »e wedªug wzoru (5.72), εσ∗i =
−σiε otrzymujemy

ψC−,s(x) =

√
E +m

m

(
+εχ∗s

− σpE+mεχ
∗
s

)
e+ipx. (5.100)

Bior¡c sprz¦»enie zespolone pierwszej równo±ci we wzorze (5.93), potem mno»¡c
stronami lewostronnie otrzyman¡ równo±¢ przez macierz ε mamy

σzεχ
∗
s = −2sεχ∗s. (5.101)

Porównuj¡c to równanie z pierwszym równaniem we wzorze (5.85) wida¢, »e
mo»na poªo»y¢

εχ∗s = φ−s. (5.102)

Robi¡c w funkcji ψC to podstawienie i podstawienie

pµ = −pµC (5.103)

otrzymujemy

ψCs (x) =

√
E +m

m

(
+φ−s
σpc
E+mφ−s

)
e−ipCx, (5.104)

a zatem rozwi¡zanie równania dla cz¡stki z dodatni¡ energi¡ pC0 = −p0, z
p¦dem pC = −p i z rzutem spinu na o± z równym −s.
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5.7 Poprawki relatywistyczne do opisu cz¡stki w

polu elektromagnetycznym: pierwsze przy-

bli»enie

W tym paragra�e i w nast¦pnym rozpatrzymy wynikaj¡ce z równania Diraca
poprawki relatywistyczne do opisu cz¡stki o spinie S = 1

2 , oddziaªuj¡cej z nieza-
le»nym od czasu, sªabym polem elektromagnetycznym. Przyjmujemy sprz¦»enie
minimalne. Ograniczamy si¦ do obszaru niskich energii i do rozwi¡za« opisuj¡-
cych cz¡stki. B¦dziemy wi¦c dyskutowali rozwi¡zania z p0 > 0, dla równania
Diraca w reprezentacji Diraca. W obecno±ci zewn¦trznego pola niezale»nego od
czasu, operator w równaniu nie jest ju» na ogóª niezmienniczy wzgl¦dem przesu-
ni¦¢ przestrzennych, pozostaje natomiast niezmienniczo±¢ wzgl¦dem przesuni¦¢
w czasie. Wobec tego funkcj¦ falow¡ mo»na zapisa¢ w postaci (3.14)

ψ(x, t) =

(
ψA(x)
ψB(x)

)
e−iEt, E = p0 > 0. (5.105)

Wprowadzaj¡c do równa« (5.83) sprz¦»one minimalnie pole elektromagnetyczne,
mo»emy napisa¢ potrzebne nam równanie Diraca jako

(E − qA0 −m)ψA(x)− σ(p̂− qA)ψB(x) = 0,

σ(p̂− qA)ψA(x)− (E − qA0 +m)ψB(x) = 0, (5.106)

gdzie czterowektor A jest potencjaªem wektorowym pola elektromagnetycznego,
m mas¡ cz¡stki, a q jej ªadunkiem elektrycznym. W szczególno±ci dla elektronu
q = −e.

Rozwa»amy sytuacj¦, kiedy efekty relatywistyczne daj¡ tylko niewielkie po-
prawki do wyników nierelatywistycznych. �eby tak byªo, jedynym du»ym pa-
rametrem w problemie musi by¢ masa cz¡stki m. Inne wielko±ci o wymiarze
energii, |p| i |qAµ|, musz¡ by¢ znacznie mniejsze. Energia E jest bliska m, ale
energia nierelatywistyczna

ENR = E −m (5.107)

jest rz¦du p2

2m i co za tym idzie te» znacznie mniejsza od m. Metoda, któr¡
zastosujemy, polega na wyeliminowaniu z równa« "maªej" skªadowej ψB(x) i
rozwini¦ciu operatora w równaniu na du»¡ skªadow¡ w szereg pot¦gowy w ma-
ªym parametrze 1

m .
�wiczenie Przez odpowiedni dobór jednostek mo»na spowodowa¢, »e pa-

rametr 1
m b¦dzie dowolnie du»y. Wyja±ni¢ dlaczego mimo to rozwa»ane tu

rozwini¦cie ma sens.
• • • • •

Rozwi¡zuj¡c drugie równanie na funkcj¦ ψB(x) i podstawiaj¡c wynik do pierw-
szego równania otrzymujemy

(E − qA0 −m)ψA(x)−σ(p̂− qA)
1

E − qA0 +m
σ(p̂− qA)ψA(x) = 0. (5.108)
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Zauwa»my, »e funkcja (E−qA0+m)−1 na ogóª nie komutuje z operatorem σ(p̂−
qA), wi¦c kolejno±¢ czynników jest tu istotna. To równanie mo»na przepisa¢ w
postaci podobnej do równania Schrödingera niezale»nego od czasu

ĤψA(x) = ENRψA(x), Ĥ = σ(p̂− qA)
1

ENR − qA0 + 2m
σ(p̂− qA) + qA0.

(5.109)
Drugi czªon w hamiltonianie daje po prostu energi¦ potencjaln¡ cz¡stki punkto-
wej o ªadunku q w polu potencjaªu elektrostatycznego A0. Pierwszy jest trud-
niejszy do interpretacji.

Pierwsze przybli»enie otrzymujemy kªad¡c

1

ENR − qA0 + 2m
=

1

2m
+O(m−2) (5.110)

i zaniedbuj¡c poprawk¦. Wtedy

Ĥ =
[σ(p̂− qA)]2

2m
+ qA0. (5.111)

Ten hamiltonian ró»ni si¦ od hamiltonianu wprowadzonego w rozdziale drugim
tylko obecno±ci¡ macierzy σj . Gdyby skªadowe wektora â = p̂−qA komutowaªy
mi¦dzy sob¡, to zachodziªaby równo±¢ (σâ)2 = â2 i wróciliby±my do tamtego
równania. Ale w ogólnym przypadku, jak ªatwo sprawdzi¢,

(σâ)2 = â2 + iσ(â× â). (5.112)

W rozwa»anym przybli»eniu mo»emy napisa¢ hamiltonian w postaci

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1, (5.113)

gdzie Ĥ0 jest hamiltonianem z rozdziaªu drugiego, a Ĥ1 poprawk¡ pochodz¡c¡
od czªonu z iloczynem wektorowym operatorów â. Pozostaje do obliczenia

[(p̂− qA)× (p̂− qA)] = iq(∇×A+A×∇), (5.114)

gdzie uwzgl¦dnili±my fakt, »e iloczyn wektorowy dwu identycznych wektorów
znika, je±li skªadowe wektora komutuj¡ miedzy sob¡, i wstawili±my wyra»enia
na operatory skªadowych p¦du. Operatory ró»niczkowe w pierwszym wyrazie po
prawej stronie dziaªaj¡ nie tylko na wektor A, ale i na wszystko, co si¦ znajduje
na prawo od niego. Mo»emy wi¦c napisa¢

∇×A = B−A×∇, (5.115)

gdzie wykorzystali±my to»samo±¢ B = (∇×A) i antysymetri¦ iloczynu wekto-
rowego. Pami¦taj¡c, »e spin elektronu S = 1

2σ otrzymujemy

Ĥ1 = − q

m
SB. (5.116)

Ta poprawka do hamiltonianu jest znana jako czªon Pauli'ego i byªa ju» dysku-
towana w paragra�e 2.4.

Dla zwykle spotykanych pól poprawka do energii wynikaj¡ca z czªonu Ĥ1

jest niewielka. Na przykªad, dla elektronu w polu o nat¦»eniu jednej tesli (104
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gaussów) wynosi okoªo ±5.8 × 10−5 eV, do porównania z ró»nic¡ energii mi¦-
dzy stanem podstawowym i pierwszym stanem wzbudzonym atomu wodoru,
która wynosi okoªo 10 eV. Wyj¡tkiem od tej praktycznej reguªy s¡ atomy na
powierzchni gwiazdy neutronowej, ale tam pole magnetyczne jest tak silne, »e
podana tu prosta metoda uwzgl¦dnienia tego pola zawodzi. Rozszczepienie po-
ziomów energetycznych atomów pod wpªywem pola magnetycznego jest znane
jako efekt Zeemana, ale w praktyce zwykle ma si¦ do czynienia z tak zwanym
anomalnym efektem Zeemana, kiedy rozszczepienia pochodz¡ce od poprawki
(5.116) nakªadaj¡ si¦ z innymi, porównywalnymi co do wielko±ci, poprawkami,
które dyskutujemy w nast¦pnym paragra�e.

Porównuj¡c czªon Pauli'ego z ogólnym wzorem na energi¦ cz¡stki z momen-
tem magnetycznym µ w polu magnetycznym o nat¦»eniu B,

Emagn = −µB, (5.117)

otrzymujemy wzór na moment magnetyczny cz¡stki

µ =
~q

2mc
gS, g = 2. (5.118)

Ten wynik byª ju» zapowiedziany w paragra�e 2.4. Otrzymanie (prawie) po-
prawnej warto±ci wspóªczynnika »yromagnetycznego g dla elektronu, zakªadaj¡c
tylko sprz¦»enie minimalne z polem elektromagnetycznym, byªo wielkim sukce-
sem teorii Diraca.

Poka»emy teraz, »e w teoriach, w których obowi¡zuje zachowanie parzy-
sto±ci, cz¡stka punktowa, chocia» mo»e mie¢ moment (dipolowy) magnetyczny,
nie mo»e mie¢ momentu dipolowego elektrycznego. W takich teoriach energia
nie mo»e zmienia¢ znaku przy inwersji przestrzennej. Dla energii magnetycz-
nej pseudowektor B jest mno»ony przez moment magnetyczny proporcjonalny
do pseudowektora S, wi¦c ten warunek jest speªniony. Pole elektryczne E jest
zwykªym wektorem. Ewentualny moment dipolowy elektryczny musiaªby wi¦c
te» by¢ zwykªym wektorem. Ale dla cz¡stki punktowej w spoczynku nie ma
»adnego ró»nego od zera wektora opisuj¡cego jej stan (p = 0). St¡d nie mo»e
te» by¢ ró»nego od zera momentu dipolowego elektrycznego. Je»eli teoria nie
zachowuje parzysto±ci, to nie ma podstaw do twierdzenia, »e energia nie zmie-
nia si¦ przy inwersji przestrzennej. Wtedy mo»e, cho¢ nie musi, wyst¡pi¢ ró»ny
od zera elektryczny moment dipolowy. Teoria sªabych oddziaªywa« nie zacho-
wuje parzysto±ci. Ze wzgl¦du na to trwaj¡ poszukiwania dipolowego momentu
elektrycznego neutronu. Na razie otrzymuje si¦ tylko górne granice. Obecnie
wiadomo [15], »e ten moment jest mniejszy ni» okoªo 3× 10−26e cm.

5.8 Poprawki relatywistyczne do opisu cz¡stki w

polu elektromagnetycznym: drugie przybli-

»enie

W drugim przybli»eniu rachunek, którego tu nie pokazujemy3, daje, przy zaªo-
»eniu B = 0, dodatkowy przyczynek do hamiltonianu

3Ten rachunek mo»na znale¹¢ na przykªad w podr¦czniku [16]
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Ĥ2 = Ĥ2,1 + Ĥ2,2 + Ĥ2,3, (5.119)

gdzie

Ĥ2,1 = − (p̂2)2

8m3
, (5.120)

Ĥ2,2 = − q

4m2
σ(E× p̂), (5.121)

Ĥ2,3 = − q

8m2
(∇ ·E). (5.122)

W tych wzorach E jest nat¦»eniem pola elektrycznego. Nawias w ostatnim
wzorze zaznacza, »e operator nabla dziaªa tylko na wektor E, a nie na dalsze
wyra»enia, które mogªyby by¢ dopisane dalej na prawo. �adunek elektronu
q = −e wi¡»e si¦ ze staª¡ struktury subtelnej

α = e2 ≈ 1

137
. (5.123)

Ta staªa jest bezwymiarowa. Wszyscy si¦ zgadzaj¡ co do jej warto±ci numerycz-
nej, ale zwi¡zek z ªadunkiem elektronu zale»y od przyj¦tego ukªadu jednostek.
Tu, jak zwykle w mechanice kwantowej, u»ywamy systemu Gaussa, ale spotyka
si¦ tak»e α = e2

4π (ukªad Heaviside'a-Lorentza), czy α = 10−7e2 (ukªad MKSA).
Bardzo dobry, bezstronny opis ró»nych ukªadów jednostek u»ywanych w elek-
trodynamice mo»na znale¹¢ w podr¦czniku Jacksona [9]. Poprawka do energii
ukªadu opisywanego przez funkcj¦ falow¡ ψ(x), pochodz¡ca od poprawki do
hamiltonianu Ĥ2, jest w bardzo dobrym przybli»eniu dana wzi¦tym z metody
zaburze« wzorem mepert

4E2 =

∫
dx ψ∗(x)Ĥ2ψ(x), (5.124)

gdzie funkcje falowe ψ(x) s¡ rozwiazaniami nierelatywistycznego równania Schrödin-
gera. Przedyskutujemy teraz interpretacj¦ �zyczn¡ trzech poprawek Ĥ2,i.

Rozwijaj¡c relatywistyczny wzór na energi¦ kinetyczn¡ w szereg pot¦g ma-

ªego parametru p2

m2 otrzymujemy

E(p) =
√
p2 +m2 = m+

p2

2m
− (p2)2

8m3
+ · · · . (5.125)

Przyczynek Ĥ2,1 jest wi¦c relatywistyczn¡ poprawk¡ do nierelatywistycz-
nego wzoru na energi¦ kinetyczn¡ cz¡stki. W stanie podstawowym i niskich
stanach wzbudzonych atomu wodoru, pr¦dko±¢ elektronu |p|m jest rz¦du α, st¡d
poprawka Ĥ2,1 jest rz¦du mα4.

Poprawk¦ Ĥ2,2 przedyskutujemy dla sferycznie symetrycznego potencjaªu
elektrostatycznego, gdzie

E = −∇V (r) = −x
r

∂V (r)

∂r
. (5.126)

Podstawiaj¡c to wyra»enie do wzoru na Ĥ2,2 otrzymujemy
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Ĥ2,2 =
q

4m2r

∂V (r)

∂r
σ(x× p̂) =

q

2m2r

∂V (r)

∂r
SL̂. (5.127)

To jest sprz¦»enie spin-orbita, odpowiedzialne za struktur¦ subteln¡ linii
widmowych. Nierelatywistyczne funkje falowe we wzorze (5.124) wybieramy tak,
»eby byªy wspólnymi funkcjamiami wªasnymi operatorów J2, L2 i S2. Poniewa»
J = L+S, operator LS te» jest diagonalny w tej reprezentacji i mo»na go zapisa¢
w postaci:

LS =
1

2

[
J(J + 1)− L(L+ 1)− 3

4

]
=

1

2
[(J − L)(J + L+ 1)− 3

4
], (5.128)

gdzie uwzgl¦dnili±my fakt, »e S2 = S(S + 1) = 3
4 . Sprz¦»enie spin-orbita wpro-

wadza zale»no±¢ energii stanu od tego, czy w tym stanie spin jest równolegªy
(J = L + 1

2 ), czy te» antyrównolegªy (J = L − 1
2 ) do kr¦tu orbitalnego L. Na

skutek tego, ka»dy poziom schrödingerowski, za wyj¡tkiem poziomów z L = 0
dla których sprz¦»enie spin-orbita zeruje si¦, zostaje rozszczepiony na dwa bli-
skie siebie poziomy. W szczególno±ci, podstawiaj¡c za potencjaª qV (r) potencjaª
coulombowski −αr otrzymujemy

Ĥ2,2 =
α

2m2r3
SL (5.129)

Przyjmuj¡c, »e typowy promie« r jest rz¦du odwrotno±ci typowego p¦du |p|,
któr¡ podali±my przy dyskusji poprawki H2,1, mamy r ≈ 1

mα . Wida¢, »e i
ta poprawka jest rz¦du mα4. Sprz¦»enie spin-orbita ma prost¡ interpretacj¦
�zyczn¡. Elektron kr¡»¡c wytwarza, jak ka»dy kr¡»¡cy ªadunek elektryczny,
pole magnetyczne. To pole oddziaªuje z momentem magnetycznym elektronu.

Przyczynek Ĥ2,3 nazywa si¦ czªonem Darwina. Zauwa»my, »e wedªug
równa« Maxwella dywergencja z nat¦»enia pola elektrycznego, ∇·E, jest równa
pomno»onej przez 4π g¦sto±ci ªadunku wytwarzaj¡cego pole. Zakªadaj¡c, »e
¹ródªem pola jest punktowy proton spoczywaj¡cy w pocz¡tku ukªadu wspóª-
rz¦dnych, mamy wi¦c

∇ ·E = 4π|e|δ3(x). (5.130)

Podstawiaj¡c do wzoru na Ĥ2,3, otrzymujemy

Ĥ2,3 =
πα

2m2
δ3(x). (5.131)

Temu wyra»eniu odpowiada zmiana energii o∫
dx ψ∗(x)Ĥ2,3ψ(x) =

πα

2m2
|ψ(0)|2, (5.132)

gdzie caªkowanie wykonali±my wykorzystuj¡c delt¦ Diraca. Dla wszystkich funk-
cji falowych stanów stacjonarnych atomu wodoru z L 6= 0: ψ(0) = 0. Poprawka
Darwina jest wi¦c ró»na od zera tylko dla tak zwanych stanów S, czyli dla sta-
nów z L = 0. Dla g¦sto±ci |ψ(x)|2 rozªo»onej równomiernie wewn¡trz kostki,
której dªugo±¢ kraw¦dzi jest równa typowemu r, czyli 1

mα , mieliby±my g¦sto±¢
w ±rodku

|ψ(0)|2 ≈ m3α3. (5.133)
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przyjmuj¡c to oszacowanie tak»e dla stanu podstawowego i niewysoko wzbudzo-
nych stanów S atomu wodoru widzimy, »e czªon Darwina, podobnie jak dwa
poprzednie, daje przyczynek do energii rz¦du mα4.

Czªon Darwina mo»na rozumie¢ jako wynik rozmycia elektronu w chmur¦
o promieniu rz¦du 1

m , które omawiali±my w paragra�e 5.3 (twierdzenie New-
tona i Wignera). To oszacowanie promienia mo»na by te» oprze¢ na zasadzie
nieokre±lono±ci dla energii i czasu. Fluktuacja polegaj¡ca na powstaniu pary
e+e− zwi¦ksza energi¦ o okoªo 2m, a zatem trwa przez czas rz¦du 1

m . Przez
ten czas cz¡stki mog¡ oddali¢ si¦ od siebie w ukªadzie swojego ±rodka masy na
odlegªo±¢ rz¦du 1

m . Poka»emy teraz, jak proste oszacowanie oparte na zaªo»eniu
takiego rozmycia pozwala w przybli»eniu odtworzy¢ Ĥ2,3. To oszacowanie mo»e
sie wydawa¢ naiwne, ale nale»y pami¦ta¢, »e chodzi nam tylko o rz¡d wielko±ci
wspóªczynnika i ogóln¡ posta¢ wzoru.

Przyjmiemy dla chmury, w któr¡ rozmyty jest elektron,

〈δxi〉 = 0, 〈δxiδxj〉 =
δij

3m2
, (5.134)

gdzie δij jest delt¡ Kroneckera, przesuni¦cia δx s¡ liczone wzgl¦dem ±rodka
chmury a ±redniowania s¡ po chmurze. Trójka w mianowniku jest potrzebna,
bo (δx)2 = (δx1)2 + (δx2)2 + (δx3)2. Obliczymy teraz energi¦ potencjaln¡
oddziaªywania tej chmury z protonem. Poniewa» chmura jest maªa, ograniczymy
si¦ do przybli»enia z dokªadno±ci¡ do czªonów drugiego rz¦du w skªadowych δx:

〈V (x+ δx)〉 = V (x) +

3∑
i=1

∂V (x)

∂xi
〈δxi〉+

1

2

∑
j,k

∂2V (x)

∂xj∂xk
〈δxjδxk〉, (5.135)

gdzie wszystkie pochodne s¡ liczone w punkcie x. St¡d

〈V (x+ δx)〉 − V (x) =
1

6m2
∇2V (x) = − q

6m2
∇ ·E. (5.136)

Poprawka do energii potencjalnej ma struktur¦ czªonu Darwina i staªy wspóª-
czynnik te» zostaª nie¹le odtworzony.

Na koniec przedyskutujemy poprawki, relatywistyczne, i niektóre inne, do
schrödingerowskich poziomów energetycznych elektronu w atomie wodoru. Do-
daj¡c do warto±ci wªasnych energii otrzymanych z nierelatywistycznego równa-
nia Schrödingera warto±ci ±rednie poprawek do hamiltonianu Ĥ2,i, i = 1, 2, 3,
otrzymujemy dirhyd

ENR(n, J) = −mα
2

2n2
+
mα4

n4

(
3

8
− n

2J + 1

)
, (5.137)

gdzie n = 1, 2, . . . jest tak zwan¡ gªówn¡ liczb¡ kwantow¡, a J = L± 1
2 oznacza

caªkowity (orbitalny + spin) kr¦t elektronu. Ten sam wzór mo»na uzyska¢ roz-
wi¡zuj¡c dokªadnie równanie Diraca dla elektronu w polu kulombowskim j¡dra,
rozwijaj¡c wzór na warto±ci wªasne energii w szereg pot¦gowy w α i zaniedbuj¡c
czªony rz¦dów wy»szych ni» α4. Z dokªadnego rozwi¡zania mo»na uzyska¢ dalsze
czªony tego rozwini¦cia, ale porównanie z wynikami elektrodynamiki kwantowej,
lub z do±wiadczeniem, wskazuje, »e te dalsze czªony nie s¡ ju» poprawne, wi¦c
ograniczymy si¦ do pierwszych dwu. Podstawiaj¡c za mas¦ elektronu 0, 511
MeV otrzymujemy
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mα2 ≈ 27, 2eV, mα4 ≈ 0, 00145eV, (5.138)

wi¦c poprawki s¡ niedu»e. Mimo to s¡ wa»ne, bo rozszczepienia poziomów
zmieniaj¡ jako±ciowo widmo.

Dla stanów S (L = 0) sprz¦»enie spin-orbita nie daje przyczynku i w roz-
wa»anym przybli»eniu poziomy si¦ nie rozszczepiaj¡, cho¢ nieco si¦ przesuwaj¡
dzi¦ki poprawce do energii kinetycznej i czªonowi Darwina. Dla stanów z L 6= 0
s¡ dwie mo»liwe warto±ci J i odpowiadaj¡ im dwie ró»ne energie � poziomy
zostaj¡ rozszczepione. Te rozszczepienia s¡ nazywane struktur¡ subteln¡ pozio-
mów energetycznch, i co za tym idzie linii widmowych emitowanego lub pochªa-
nianego ±wiatªa. Na przykªad dla stanu 2P , (n = 2, L = 1) ze wzoru (5.137)
otrzymujemy wielko±¢ tego rozszczepienia ∆E ≈ 4, 53× 10−5eV, co odpowiada
dªugo±ci fali λ ≈ 2, 74cm, a wi¦c w zakresie mikrofal. Te wyniki zupeªnie dobrze
zgadzaj¡ si¦ z do±wiadczeniem, ale s¡ dwie bardzo wa»ne, cho¢ numerycznie
niedu»e, rozbie»no±ci. Poziomy S maj¡ jednak niewielkie rozszczepienia. W
szczególno±ci dla stanu 1S 1

2
rozszczepienie wynosi okoªo 5.9× 10−6eV, co odpo-

wiada fali o dªugo±ci 21cm. To jest tak zwane rozszczepienie nadsubtelne,
widoczne i dla innych poziomów, które wynika z oddziaªywania momentu ma-
gnetycznego elektronu z momentem magnetycznym j¡dra, w tym przypadku
protonu. Linia 21cm w promieniowaniu elektromagnetycznym dochodz¡cym z
przestrzeni kosmicznej do Ziemi ma wielkie znaczenie dla astronomii, bo jest
sªabo absorbowana w przestrzeni mi¦dzygwiezdnej i jej nat¦»enie pozwala oce-
nia¢ ilo±ci wodoru w odlegªych obszarach kosmosu, a jej döpplerowskie przesu-
ni¦cie okre±la pr¦dko±¢ emituj¡cej chmury wodoru. Historia jej zaobserwowania
� jednego z wielkich sukcesów uczonych, którzy w czasie wojny pracowali nad
radarem � jest interesuj¡co opisana w ksi¡»ce [17]. Poniewa» przy danym n ener-
gia zale»y tylko od J , równanie Diraca przewiduje, »e stany 2S 1

2
i 2P 1

2
powinny

mie¢ t¦ sama energi¦. Do±wiadczalnie obserwuje si¦ tak zwane przesuni¦cie
Lamba � energia stanu 2P 1

2
jest ni»sza o okoªo 4× 10−6eV, co odpowiada dªu-

go±ci fali okoªo 29cm, lub cz¦sto±ci okoªo 1040MHz. Wyja±nienie tego efektu,
podobnie jak wyliczenie anomalnego momentu magnetycznego elektronu, wy-
maga zastosowania elektrodynamiki kwantowej, a wi¦c przekracza mo»liwo±ci
równania Diraca. Zauwa»my, »e przesuni¦cie Lamba jest tylko o rz¡d wielko±ci
mniejsze od rozszczepienia subtelnego, wi¦c uwzgl¦dnianie znacznie mniejszego
nast¦pnego czªonu w rozwini¦ciu (5.137) byªoby nieuzasadnione. Kwantowa teo-
ria pola pozwala na zgodne z do±wiadczeniem wyliczenie przesuni¦cia Lamba.

5.9 Paradoks Kleina

Jako kolejny przykªad zastosowania równania Diraca, rozwa»ymy problem jed-
nowymiarowy, z minimalnym sprz¦»eniem elektronu z polem elektromagnetycz-
nym, które ma tylko skªadow¡ A0 potencjaªu wektorowego ró»n¡ od zera. Dla tej
skªadowej przyjmiemy: qA0 = V (z), gdzie V (z) = 0 dla z < 0 i V (z) = V0 > 2m
dla z > 0. Gradient potencjaªu, czyli siªa, jest wi¦c niesko«czony w punkcie
z = 0 i znika poza tym punktem. Jest to oczywi±cie daleko id¡ca idealizacja, ale
prowadzi do ciekawych wniosków. Rozwi¡zuj¡c problem rozpraszania elektronu
na progu potencjaªu w z = 0 dojdziemy do tak zwanego paradoksu Kleina.

Szczególnie ciekawe wyniki otrzymuje si¦, je±li energia cz¡stki E speªnia
nierówno±ci
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m < E < V0 −m. (5.139)

Dalej rozpatrujemy tylko ten przypadek. Elektron nadlatuj¡cy z p¦dem pz > 0
i rzutem spinu na o± z równym + 1

2 mo»e odbi¢ si¦, ze zmian¡ kierunku spinu lub
bez, albo mo»e polecie¢ dalej, znów ze zmian¡ kierunku spinu lub bez. Klasycz-
nie, przej±cie elektronu do obszaru z > 0 jest oczywi±cie zakazane przez zasad¦
zachowania energii. Problem rozpraszania rozwi¡»emy metod¡ stanów stacjo-
narnych4, czyli znajduj¡c rozwi¡zanie niezale»nego od czasu równania Schrödin-
gera i odpowiednio je interpretuj¡c. U»yjemy reprezentacji Diraca. Rozwi¡zania
uzyskane w paragra�e 5.6 odpowiadaj¡ staªej energii, a wi¦c stanom stacjonar-
nym. W tym paragra�e b¦dziemy je stosowa¢ pomijaj¡c czynniki e−ip0t, które
si¦ wsz¦dzie upraszczaj¡.

Warunki brzegowe musz¡ odpowiada¢ rozwa»anej sytuacji �zycznej. W na-
szym przypadku, dla z → −∞ chcemy mie¢ funkcj¦ falow¡ cz¡stki padaj¡cej
ψin+(z), czyli cz¡stki swobodnej z p¦dem pz = +

√
E2 −m2 i Sz = + 1

2 oraz
funkcje falowe cz¡stek odbitych ψR±(x) z p¦dem −pz i rzutem spinu na o± z
równym odpowiednio + 1

2 lub − 1
2 . Poniewa» cz¡stki pozostaj¡ swobodne w ca-

ªym obszarze z < 0, mamy dla caªego tego przedziaªu funkcj¦ falow¡

ψ(z) = uin+(pz)e
ipzz +R+uR+(−pz)e−ipzz +R−uR−(−pz)e−ipzz, z < 0,

(5.140)
gdzie staªe R± wyznacza si¦ z równania. Zauwa»my, »e poniewa» równanie Di-
raca jest jednorodne, mo»emy wybra¢ wspóªczynnik przy uin+ równy jeden i
to dla dowolnej normalizacji tej funkcji. Normalizacje bispinorów uR± s¡ te»
dowolne, bo ich zmiany mo»na skompensowa¢ odpowiednimi zmianami wspóª-
czynników R±. Uwzgl¦dniaj¡c to wszystko i korzystaj¡c z wyników paragrafu
5.6 dla reprezentacji Diraca otrzymujemy dla obszaru z < 0

ψ(z) =


1
0
pz

E+m

0

 eipzz+R+


1
0
−pz
E+m

0

 e−ipzz+R−


0
1
0
pz

E+m

 e−ipzz, z < 0.

(5.141)
W obszarze z > 0 mamy cz¡stki, które przeleciaªy przez próg potencjaªu i

lec¡ w kierunku +z, bez zmiany energii E i z rzutami spinu na o± z równymi od-
powiednio ± 1

2 . Ich funkcje falowe s¡ funkcjami falowymi cz¡stek poruszaj¡cych
si¦ w polu staªego potencjaªu V0, b¦d¡cego zerow¡ skªadow¡ czterowektora. Te
funkcje otrzymuje si¦ z funkcji falowych cz¡stek swobodnych zast¦puj¡c wsz¦-
dzie E przez E − V0. P¦d pz zostaje wi¦c zast¡piony przez

p′z =
√

(E − V0)2 −m2. (5.142)

Zauwa»my, »e w interesuj¡cym nas obszarze energii funkcja p′z(E, V0,m) jest rze-
czywista. Znak pierwiastka wynika z przyj¦tych warunków brzegowych. Funkcja
falowa ma posta¢

4Ta metoda jest dla naszego przypadku poprawna, ale jej uzasadnienie, które kiedy± w
podr¦cznikach przedstawiano jako oczywiste, jest w rzeczywisto±ci do±¢ skomplikowane, nawet
dla przypadku rozpraszania nierelatywistycznego. Dobr¡ dyskusj¦ tego zagadnienia mo»na
znale¹¢ w monogra�i [12].
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ψ(z) = T+


1
0
p′z

E−V0+m

0

 eip
′
zz + T−


0
1
0
−p′z

E−V0+m

 eip
′
zz, z > 0, (5.143)

gdzie znów staªe T± nale»y wyznaczy¢ z równania.
�eby otrzyma¢ funkcj¦ falow¡ wa»n¡ w caªym obszarze −∞ < z <∞, trzeba

dobra¢ staªe R± i T± tak, »eby funkcja ψ(z) byªa ci¡gªa w punkcie z = 0.
Wygodnie jest wprowadzi¢ parametr

r =
p′z
pz

E +m

E − V0 +m
. (5.144)

Zauwa»my, »e w interesuj¡cym nas obszarze energii, r jest ujemne. Podstawiaj¡c
wzory na pz i p′z oraz upraszczaj¡c uªamki otrzymujemy

r = −

√
(E +m)(V0 − E +m)

(E −m)(V0 − E −m)
. (5.145)

Poniewa» pod pierwiastkiem licznik (m2 − E2 + V0E + V0m) jest wi¦kszy od
mianownika (m2 − E2 + V0E − V0m), mamy nierówno±¢

r < −1. (5.146)

Warunki ci¡gªo±ci dla czterech skªadowych bispinora w punkcie z = 0 daj¡
cztery równania:

1 +R+ = T+

R− = T−

1−R+ = rT+

R− = −rT−, (5.147)

gdzie równania trzecie i czwarte zostaªy podzielone stronami przez pz
E+M . Wobec

r < −1, jedynym rozwi¡zaniem równa« drugiego i czwartego jest

R− = T− = 0. (5.148)

Mo»na byªo przewidzie¢, »e orientacja spinu nie mo»e si¦ zmieni¢, bo hamilto-
nian nie zale»y od spinu. Rozwi¡zuj¡c ukªad pozostaªych dwu równa« otrzymu-
jemy

T+ =
2

1 + r
, R+ =

1− r
1 + r

. (5.149)

To ju» jest peªne rozwi¡zanie. Pozostaje je zinterpretowa¢.
Korzystaj¡c z wyników paragrafu 5.5 obliczamy z-owe skªadowe pr¡dów:

cz¡stek padaj¡cych (Jin), cz¡stek odbitych (JR) i cz¡stek przepuszczonych (JT ).
Otrzymujemy

Jzin =
2pz

E +m
, JzR = −R2

+

2pz
E +m

, JzT = T 2
+

2p′z
E − V0 +m

. (5.150)
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Poniewa» te strumienie s¡ liczone z dokªadno±ci¡ do wspólnego staªego czynnika,
ciekawsze s¡ ich stosunki

JzR
Jzin

= −
(

1− r
1 + r

)2

,
JzT
Jzin

=
4r

(1 + r)2
,

−JzR + JzT
Jzin

= 1. (5.151)

W trzecim wzorze zmienili±my znak JzR, »eby otrzyma¢ caªkowity strumie« cz¡-
stek rozproszonych, czyli oddalaj¡cych si¦ od progu. Ten ostatni wzór mo»na
byªo przewidzie¢: ª¡czny strumie« cz¡stek rozproszonych, w przód i w tyª, jest
równy strumieniowi cz¡stek padaj¡cych. Pozostaªe dwa wyniki s¡ tak zaska-
kuj¡ce, »e caªy ten problem jest znany jako paradoks Kleina. Poniew» r < 0,
strumie« cz¡stek rozproszonych do tyªu jest wi¦kszy ni» strumie« cz¡stek pa-
daj¡cych, a strumie« cz¡stek przepuszczonych jest ujemny! Tªumaczy si¦ ten
wynik jako przejaw produkcji par e+e− na skoku potencjaªu. Elektrony z tych
par zasilaj¡ strumie« odbity, a dodatni strumie« pozytonów jest przedstawiony
jako ujemny strumie« elektronów.

Rachunek oparty na kwantowej teorii pola [14], na razie niezbyt dokªadny,
sugeruje, »e rzeczywi±cie ma miejsce produkcja par na progu, ale do tego nie
potrzeba padaj¡cych cz¡stek. Wystarczy samo pole, jak w efekcie Hawkinga,
który omówimy w nast¦pnym paragra�e. Padaj¡ce cz¡stki nawet nieco tªumi¡
t¦ produkcj¦. Równanie Diraca sªusznie wi¦c sugeruje, »e na skoku potencjaªu
jest produkcja cz¡stek, ale nie nadaje si¦ do ilo±ciowego opisu tego procesu.

5.10 Promieniowanie Hawkinga

Innym przykªadem produkcji par w silnym polu, tym razem grawitacyjnym, jest
promieniowanie Hawkinga. Wedªug elektrodynamiki kwantowej pró»nia jest wy-
peªniona wirtualnymi (to znaczy takimi, »e dla nich p2 6= 0) fotonami. Teoria
Diraca sugeruje, »e te fotony mogªyby produkowa¢ pary cz�astka-antycz�astka.
�eby taka wirtualna para mogªa si�e utrwali¢, trzeba jej dostarczy¢ energii zanim
zanihiluje. Znanym przykªadem jest produkcja par e+e− pod dziaªaniem pola
fali elektromagnetycznej, która w tym wypadku dostarcza potrzebn�a energi�e.
Je»eli energia nie zostaje dostarczona, to na mocy zasady nieokre±lono±ci dla
energii i czasu, para powstaªa z pró»ni mo»e »y¢ przez czas rz�edu 1

2m , gdzie m
jest mas�a cz�astki, a potem musi zanihilowa¢. Hawking zauwa»yª, »e w obsza-
rze tu» przy horyzoncie czarnej dziury pole grawitacyjne jest dostatecznie silne,
»eby dostarczy¢ potrzebnej energii i to w dostatecznie krótkim czasie. Wtedy
jedna cz�astka z pary zostaje wchªoni�eta przez czarn�a dziur�e, a druga odlatuje
jako cz�astka której czterop�ed speªnia zwykª�a relacj�e p2 = m2. Powstaªy w ten
sposób strumie« cz�astek emitowanych z najbli»szego otoczenia czarnej dziury
nazywa si�e promieniowaniem Hawkinga. Dowodzi si�e, »e emitowane cz�astki
maj�a termiczny rozkªad energii, odpowiadaj�acy temperaturze znanej jako tem-
peratura Hawkinga,

TH =
~c3

4kBMG
, (5.152)

gdzie kB jest staª�a Boltzmanna, M mas�a czarnej dziury, a G staª�a Newtona.
Podstawiaj�ac liczby, otrzymujemy w kelvinach

101



TH ≈ 3.9× 10−7
M⊙
M

K, (5.153)

gdzie M⊙ oznacza mas�e sªo«ca, to znaczy okoªo 2 × 1030kg. Jak wida¢, dla

czarnych dziur, które nie s�a znacznie l»ejsze od Sªo«ca, temperatura Hawkinga
jest znikomo maªa.

Czarna dziura traci energi�e na promieniowanie Hawkinga i staje si�e coraz
l»ejsza. Kiedy jej masa maleje, temperatura Hawkinga si�e podnosi i energia jest
wynoszona coraz pr�edzej. Czarna dziura o masie okoªo 106kg ma przed sob�a
jeszcze sekund�e »ycia i w tym czasie wypromieniowuje caª�a swoj�a energi�e, czyli
okoªo 1023 d»uli. W skali astronomicznej nie jest to bardzo du»o, bo na przykªad
Sªo«ce w ci�agu jednej sekundy wypromieniowuje energi�e okoªo 4 × 1026 d»uli,
ale jest to jednak pot�e»ny wybuch. Wynika st�ad, »e lekkie czarne dziury nie
mog�a »y¢ dªugo. �eby czarna dziura miaªa szans�e prze»y¢ od Wielkiego Wybu-
chu do naszych czasów, musi mie¢ mas�e co najmniej 1012kg. Znów nie jest to
du»o w skali astronomicznej, ale wynik jest wa»ny dla kosmologii. �cisªe wypro-
wadzenie teorii promieniowania Hawkinga musiaªoby si�e opiera¢ na kwantowej
teorii grawitacji, a ta teoria nie zostaªa jeszcze odkryta. U»ywane uzasadnienia
wªasno±ci promieniowania Hawkinga s�a wi�ec z konieczno±ci nie caªkiem ±cisªe,
ale uchodz�a za wiarygodne.

5.11 Cz¡stki Majorany

Dyskutuj¡c symetrie równania Kleina-Gordona zwrócili±my uwag¦, »e niektóre
bozony s¡ identyczne ze swoimi antycz¡stkami. Mogªoby tak by¢ i dla fermionów
(Majorana 1937). Fermiony identyczne ze swoimi antycz¡stkami nazywamy dzi±
cz¡stkami Majorany. Cz¡stk¡ Majorany nie mo»e by¢ cz¡stka, która ma ró»ny
od zera ªadunek elektryczny, bo sprz¦»enie ªadunkowe zmienia jego znak, cz¡stki
z ró»nymi ªadunkami nie mog¡ by¢ identyczne.

Póki wierzono w zachowanie liczby barionowej i liczby leptonowej, rozumo-
wanie analogiczne do rozumowania dla cz¡stek z niezerowym ªadunkiem elek-
trycznym prowadziªo do wniosku, »e fermiony nie mog¡ by¢ cz¡stkami Majo-
rany. Dzi± pow¡tpiewa si¦ w prawa zachowania, które nie wynikaj¡ z jakich±
zasad symetrii, a dla liczby leptonowej czy barionowej takie zasady nie s¡ znane.
Je±li liczba barionowa czy leptonowa nie jest zachowywana, to mo»e tak by¢,
»e jaki± barion czy lepton jest identyczny ze swoj¡ antycz¡stk¡. Pary barion-
antybarion, zderzaj¡c si¦ przy niskiej energii, maj¡ du»e prawdopodobie«stwo
anihilacji. Poniewa» nie obserwuje si¦ anihilacji par barion-barion, bariony s¡
ró»ne od swoich antycz¡stek, a wi¦c nie s¡ cz¡stkami Majorany. Natomiast hi-
poteza, »e cz¡stkami Majorany s¡ neutrina, ma wielu zwolenników, cho¢ nie ma
jeszcze »adnego dowodu do±wiadczalnego, »e tak jest. Poza �zyk¡ cz¡stek, teo-
ria fermionów Majorany, odpowiednio zmody�kowanana, znajduje zastosowanie
w teorii nadprzewodników.

Zaªo»enie, »e neutrina s¡ cz¡stkmi Majorany ma ciekawe konsekwencje. Do
najsªynniejszych nale»y mo»liwo±¢ bezneutrinowego rozpadu β. Rozwa»my j¡-
dro o ªadunku Z, takie »e j¡dro o tej samej liczbie masowej i ªadunku Z + 1
jest od niego ci¦»sze, a j¡dro o tej samej liczbie masowej i ªadunku Z + 2 l»ej-
sze. Takie j¡dra istniej¡. Przykªadem jest 76Ge. W zwykªym, pojedynczym
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rozpadzie β, neutron rozpada si¦ na proton, elektron i antyneutrino, liczba ma-
sowa j¡dra nie zmienia si¦, a jego ªadunek wzrasta o jeden. Z j¡dra wylatuj¡
elektron i antyneutrino. Dla j¡der, o których tu mówimy, pojedynczy rozpad β
jest zakazany przez zasad¦ zachowania energii. Mo»liwy jest natomiast, prze-
widziany przez pani¡ Göppert Mayer (1935) i stwierdzony do±wiadczalnie, po-
dwójny rozpad β, gdzie dwa neutrony rozpadaj¡ si¦, ka»dy na proton, elektron i
antyneutrino. Liczba masowa j¡dra nie ulega zmianie, a ªadunek wzrasta o dwa.
Z j¡dra wylatuj¡ dwa elektrony i dwa antyneutrina. Je»eli ukªad dwu antyneu-
trin jest identyczny z ukªadem neutrino-antyneutrino, to mo»e anihilowa¢, co
prowadzi do podwójnego, bezneutrinowego rozpadu β, przy którym z j¡dra wy-
latuj¡ tylko dwa elektrony. Odkrycie tego efektu byªoby dowodem, »e neutrina
s¡ cz¡stkami Majorany5. Poszukiwania trwaj¡, ale s¡ trudne, bo prawdopodo-
bie«stwo takiego rozpadu jest bardzo maªe. To prawdopodobie«stwo szacuje
si¦ teoretycznie, ale rachunki wymagaj¡ robienia nie caªkiem pewnych zaªo»e« z
zakresu �zyki j¡drowej, wi¦c wyniki mog¡ by¢ zawodne. Na razie nie ma przeko-
nywaj¡cego dowodu do±wiadczalnego, »e takie rozpady istniej¡. Fundamentalny
problem, czy neutrina s¡ cz¡stkami Majorany, pozostaje otwarty.

Z punktu widzenia teorii wa»ne jest, »e je»eli neutrino jest cz¡stk¡ Majorany
i je»eli funkcja ψ(x) opisuje jaki± stan neutrina, to sprz¦»ona do niej ªadunkowo
funkcja ψC(x) te» opisuje stan neutrina, na ogóª zreszt¡ inny ni» stan opisany
funkcj¡ ψ(x). Przestrze« funkcji falowych neutrina jest wi¦c niezmiennicza nie
tylko wzgl¦dem wªa±ciwych transformacji Lorentza, ale tak»e wzgl¦dem sprz¦-
»enia ªadunkowego.

�wiczenie Pokaza¢, »e dla dowolnej funkcji falowej ψ(x) funkcje

1√
2

(ψ(x) + ψC(x)),
1

i
√

2
(ψ(x)− ψC(x))

nie zmieniaj¡ si¦ przy sprz¦»eniu ªadunkowym i »e z takich funkcji mo»na zbudo-
wa¢ baz¦ w przestrzeni stanów cz¡stki Majorany. Wyja±ni¢ dlaczego nie mo»na
tak rozumowa¢ dla cz¡stek, które nie s¡ cz¡stkami Majorany.

• • • • •

Poniewa» sprz¦»enie ªadunkowe dodaje lub usuwa kropk¦ nad wska¹nikiem
spinora, dla cz¡stek Majorany mo»na napisa¢ równania, w których, jak w równa-
niu Diraca, masa cz¡stki jest ró»na od zera. Interpretacja �zyczna tych równa«
wymaga jednak kwantowej teorii pola, nie b¦dziemy wi¦c ich tu omawia¢. Wi¦-
cej informacji o teorii Majorany mo»na znale¹¢ w artykule [18].

5Istnieje i taka mo»liwo±¢, »e podwójny, bezneutrinowy rozpad β b¦dzie dominowany przez
jaki± efekt nie wynikaj¡cy z obecnej teorii. Poszukiwanie �nowej �zyki� jest jedn¡ z motywacji
badania procesów, które wedªug znanej �zyki s¡ bardzo maªo prawdopodobne.

103



104



Bibliogra�a

[1] K. Zalewski, Wykªady z nierelatywistycznej mechaniki kwantowej PWN
Warszawa (1997).

[2] B.F. Schutz,Wst¦p do ogólnej teorii wzgl¦dno±ci PWNWarszawa (2002).

[3] A.K. Wróblewski, Historia Fizyki PWN Warszawa (2006).

[4] A. Staruszkiewicz, Algebra i Geometria Kraków (1993).

[5] V.F. Weisskopf, The visual appearance of rapidly moving objects Physics
Today 13(1960)24.

[6] Ch. Misner, K.S. Thorn i J.A. Wheeler, Gravitation Freeman, San Fran-
cisco, (1973).

[7] F. Halzen i A.D. Martin, Quarks and Leptons: An Introductory Course
in Modern Particle Physics John Wiley and Sons, New York (1984).

[8] S. Weinberg, Teoria pól kwantowych PWN Warszawa (1999) tom I.

[9] J.D. Jackson, Elektrodynamika klasyczna PWN Warszawa (1987).

[10] J. �opusza«ski, Rachunek spinorów PWN Warszawa 1985.

[11] J.J. Sakurai, Invariance Principles and Elementary Particles Princeton
Univebrsity Press, Princeton, New Jersey (1964).

[12] J.R. Taylor, Scattering Theory John Wiley and Sons, New York, London,
Sydney, Toronto (1972).

[13] J.J. Sakurai, Advanced Quantum Mechanics Adison Wesley (1967).

[14] P.Krekora, Q. Su and R. Grobe, Klein paradox in spatial and temporal
resolution Phys.Rev.Letters 92(2004)040406.

[15] J. Beringer et al. (Particle Data Group), Review of Particle Physics
Phys. Rev D86(2012)010001.

[16] V.B. Berestecki, E.M. Lifszyc i L.P. Pitajewski, Elektrodynamika kwan-
towa PWN Warszawa (2011).

[17] R. Buderi, Radar Wynalazek, który zmieniª �wiat Prószy«ski i ska, War-
szawa.

[18] F. Wilczek, Majorana returns Nature Physics, 5(2009)614.

105


