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Stan wiedzy

1916 K. Schwarzschild - jako pierwszy uzyskat prézniowe
rozwigzanie réwnan Einsteina.

1917 J. Droste - niezaleznie otrzymat to samo rozwigzanie jak
Schwarzschild. Dodatkowo rozwigzat réwnania ruchu czastki prébne;j

uzywajac funkgcji eliptycznych Weierstrassa.

1930 Y. Hagihara - podat peten opis ruchu czastek prébnych
bazujac na pracy Droste’a.

1959-62 C. Darwin, J. Plebanski, B. Mielnik - opisali ruch czastek
przy uzyciu funkgcji eliptycznych Jacobiego i Legendre'a.

2011 G. Scharf - opis ruchu przy uzyciu uproszczonego twierdzenia
Biermanna Weierstrassa.

2014 U. Kosti¢ - zgrabny opis zagadnienia przy uzyciu potencjatu i
funkgcji specjalnych.
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Metryka

Pracujemy w sferycznym uktadzie wspétrzednych (t, r, 0, ). Metryke

Schwarzschilda mozemy zapisaé nastepujaco
L S S S 2
g = —Ndt +W+r do° + r“sin“ 0dy?,
gdzie
N=1- r_fv
r
oraz r¢ = 2M jest promieniem Schwarzschilda.

By unikna¢ nieregularnosci na horyzoncie, wybieramy nowa foliacje

t:f+/F[ﬁ—n(s)] ds. r=F.

gdzie n = n(F) jest funkcja promienia 7. W skutek podstawienia

czasowa

dostajemy metryke w nowej formie

g = —Ndt? +2(1 — Np)dtdr +n(2 — Ni)dr? + rd6* + r?sin® 0d?. (1)
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Wielkosci zachowane
Hamiltonian H pojedynczej czastki poruszajacej sie wzdtuz geodezyjnej

mozemy zapisa¢ nastepujaco

1 v
H =g (x*)pupv-

Gdzie (x*, p,) traktujemy jako wspodtrzedne kanoniczne, H zalezy od x®

poprzez gh¥(x®). Latwo sprawdzi¢, ze réwnania Hamiltona

¢ _OH  db_ oM "
ds  Op,. d§  Oxe

prowadza do réwnania geodezyjnych

d?xH p dx” dx?®

d2 TlabTgE qz T

Woybralismy tutaj parametr § jako przeskalowany czas wtasny § = 7/m,

gdzie m to masa spoczynkowa czastki.

JAGIELLONIAN UNIVERSITY 4 maja 2022
IN KRAKOW aja 2022




Czteropredko$¢ ut = dx* /d7 jest znormalizowana poprzez warunek
guvutu” = —1. Przyjmujemy p* = dx*/d$, dzieki czemu dostajemy
H = %gl“/p,upu = *%mz-

Dla metryki (1) Hamiltonian przybiera ponizsza postaé

1 tt 2 tr rr 1 'D2
H=3 e (r)p: + 28" (r)pepr + & ()p,+*

n%6

Poniewaz H nie zalezy od t i ¢, to wspétrzedna czasowa i azymutalna
pedu sg zachowane, innymi stowy E = —p; (energia) oraz I, = p,, (kret
azymutalny). Hamiltonian jest réwniez niezalezny od 3, dzieki czemu jest
réwniez wielkoscig zachowanga. Prostymi obliczeniami mozna sprawdzi¢,

ze kolejng zachowana wielko$cia jest catkowity moment pedu
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Rdéwnania ruchu

Dzigki réwnig Hamiltona (2), mozemy zapisa¢ teraz réwnania ruchu

czastki
% _ g: — e/ E2 — Upml(r), (42)
2
1 e 1 (4)
% = Z—Z = % + 6,1 _NNn\/ E2 — Uy m(r), (4d)
gdzie

b= 5-2) (w4

jest potencjatem efektywnym, a €9 = +1 oraz ¢, = +1 odpowiadaja za
kierunek ruchu.
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Nowy uktad wspétrzednych

Wygodnie jest pracowaé z réwnaniami ruchu, ktére zaleza w jak
najmniejszym stopniu od réznych zmiennych. Mozemy wprowadzi¢ to
uproszczenie do réwnan (4b) i (4c). Wystarczy przeprowadzié
reparametryzacje geodezyjnych w nastepujacy sposéb

dxt 5 dx*

FERRATH

5
§= / r’ds.
0

Warto réowniez wprowadzi¢ bezwymiarowe zmienne

lub

t= Mr,r=M¢, pr = mm¢, pgp = Mmmg, E = me, | = MmA, [; = Mm,.

W takim uktadzie parametr afiniczny definiujemy nastepujaco

. M
§=—s.
m
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Po wprowadzeniu zmian, réwnania ruchu (4) przybieraja postaé

d

%~ VT 0, (52)
do Az

¥ = ) 5b
ds  sin’0 (5b)
dé A2

- = )\2 _ z

ds sin?@’ (5¢)

dr &€ (1= N(En(E)) &
E _N(f) + €, N(§) V€2 — U)\(ﬁ)7 (5d)

gdzie N(§) =1 —2/¢, a bezwymiarowy potencjat efektywny

2 A2 2 A2 2)?
wO=(1-¢) (1rg)=1-tre
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Poniewaz metryka, w ktérej pracujemy jest sferycznie symetryczna, to

zawsze mozemy znalez¢ ptaszczyzne w ktdrej czastka sie porusza.
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Opis katowy mozemy uzalezni¢ od anomalii prawdziwej 1. W tym celu

nalezy zauwazy¢, ponizsza zaleznos¢ miedzy inklinacja a zachowanymi

kretami
Az
cos/ = —. 6
. ©)
Po wykonaniu stosownych obliczen mozna przedstawi¢ zalezno$¢ miedzy
Yap, 0

cos ldy = %dw = sin® Odp,

1 2
S e - 2k
A sin% 6

d?,[) = Egda.
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W skutek tych dwéch relacji rézniczkowych, oba réwnania (5b) i (5¢)
moga zostaé zastapione przez di)/ds = \/£2. To znaczy, ze mozemy

zapisa¢ réwnania ruchu (5) w nowej formie

% e VE 0@, (7a)

dy A

ds 25_2’ (7b)
dr e 1-NOW) o ]
e LN N

Powyzszy uktad réwnani opisuje ruch masywnych czastek prébnych po
swoich geodezyjnych w czterowymiarowej czasoprzestrzeni

Schwarzschilda.
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Rozwiazanie réownan ruchu

Analizujac réwnia (7), mozna doj$é do wniosku, ze warto potraktowaé ¢ jako
parametr i szuka¢ rozwigzania w formie £ = £(v). Z réwnan (7a) i (7b) dostajemy

d
== VO = S e Be e (®)
Zdefiniujmy
F(€) = ao” +4a1€> + 6226’ + 4a3E + as, )
gdzie
e2 -1
=270 dm=30 bm=-1 4m=6&, =0, (10)
dzieki temu mozemy zapisaé réwnanie (8) nastepujaco
d¢
— = ¢,4/F(E). 11
20 = V@ (a1
Dla czesci trajektorii, dla ktérej e, jest state, dostajemy
13
d !/
v=e / < (12)
£o f(gl)

gdzie &y jest dowolnie wybranym promieniem odpowiadajacym katowi ¢ = 0.
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Funkcja eliptyczna Weierstrassa @

Def.1 Funkcje dwuokresowe
Funkcje, ktére spetniaja réwnanie

f(z+42wy) =f(z), f(z+2w)="f(z), VzeC,

gdzie wy, wp € C.

Def.2 Funkcje eliptyczne

Funkcje dwuokresowe, ktére s3 analityczne i ktére nie maja innych
osobliwosci niz bieguny w skonczonej czesci ptaszczyzny.

Def.3 Funkcja eliptyczna Weierstrassa

1 / 1 1
o(z) = 22 + ; <(z —2mwy — 2nwp)? (2mwy + 2nw2)2> ’

gdzie prim oznacza, ze elementy sumy z mianownikiem réwnym zero s3a

pomijane.
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Twierdzenie Biermanna-Weierstrassa

Niech
f(x) = aox* + 4ayx® + 6asx® + dasx + ag, (13)

bedzie wielomianem czwartego stopnia, i niech jego niezmienniki beda

& = apas —4ajaz + 333, (14a)

g3 = apaxas +2ajazas — ag’ — aoa§ - a§a4. (14b)

X dX/
W= | (%)

gdzie xg jest dowolng statfa, nie koniecznie zerem f(x).

Niech
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—V/F(x0)¢'(2) + 3 (x0) (9(2) — 53" (x0)) + 257 (x0) " (x0)

X =X+ )
° 2 (p(2) — & F(x0))? — & F(x0)F® (x0)
(16)
oraz
V(X)) (x0) + f(x0) n ' (x0) n (o) (172)

plz) = 2(x — xp)? 4(x — xp) 24
f(x f'(x f(xo f'(xo
0(2) = = [ - | VIGo) - [ + 52| VB

gdzie p(z) = p(z; g, g3) jest funkcja Weierstrassa z niezmiennikami g i
&3-
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/Zastosowanie twierdzenia

Dzieki twierdzeniu Biermanna-Weierstrassa, mozemy zapisa¢ rozwigzanie

réwnania ruchu (8) w nastepujacy sposéb

—er/F(€0)9 (V) + 3/ (&0) [p(v) — %" (&0)] + 2*147((50)'(”'(50).

£(v) = &+
i 2 [0(0) — HF"(€)] ~ & () (c)
(18)
Niezmienniki funkcji o maja postaé
B P Rty

70 4 BT 82 16 N
a f jest zdefiniowana jak w réwnaniu (11).
Powyzsze réwnanie jest ogdlnym rozwiazaniem réwnania (8) i jest
poprawne dla wszystkich typéw dozwolonych trajektorii, niezaleznie od

znaku €,. Mozna to sprawdzi¢ numerycznie oraz dowie$¢ analitycznie.
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Przyblizenie post-Newtonowskie
Jako pierwszy test naszego rozwigzania mozemy rozwazy¢ granice
post-Newtonowska. Najwygodniejszym do tego sposobem jest odniesienie
sie do pery/apocentrum, czyli pkt. dla ktérego f(&;) = 0. Wtedy
réwnanie (18) przybiera postaé

f'(&1)

(W) =&+ .

4p() = 2 f"(&)]

tatwo sprawdzi¢, ze dla granicy post-Newtonowskiej niezmienniki
g — 35, & — &. Dla tych wartosci p ma posta¢

0(127,67%) = _% * 2(1 —1cos¢)'
Dodatkowo przedstawmy jeszcze mimosrdd e
& l-—e
& 1+e
gdzie f(&) = 0. Uzywajac powyzszych elementéw, tatwo pokazad, ze
(1+e)&
W) = 1+ ecost
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WHtasciwosci potencjatu efektywnego

I1la
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Testy numeryczne

4
r AN ———y
[ e . — €=1.00, §=3
r EE_%OJZS' ;"_33'2155 4 —€=0015, 2315
[ o L — €20.02, £=3.25
i . Num. r T Nom.
wn 2l
1*
ol el I B B B
6 -4 -2 0 2 4 " 2 0 2 4
v X

Rysunek: Prébka wewnetrznych orbit zwigzanych (typ Ila) dla A = 4.2.
Jednolito kolorowe linie odpowiadaja rozwigzaniom uzyskanym z Réw.
(18). Kropkowane linie odpowiadaja rozwigzaniom numerycznym.
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Rysunek: Prébka zewnetrznych orbit zwiazanych (typ llv) dla A = 4.2.
Jednolito kolorowe linie odpowiadaja rozwigzaniom uzyskanym z Réw.
(18). Kropkowane linie odpowiadaja rozwigzaniom numerycznym.
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Rysunek: Prébka zewnetrznych orbit zaabsorbowanych (typ Illa) dla
A = 4.8. Jednolito kolorowe linie odpowiadaja rozwigzaniom uzyskanym z
Réw. (18). Kropkowane linie odpowiadaja rozwiazaniom numerycznym.
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R e S
— €=1.95 207 L ]
100F — el B H — =173 1
r — €=1.54 ] L _ 6:1'54 B
: — e=1.38 : —e=138 1
L . Num. 1 10:\ ----- Num. |
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Rysunek: Prébka zewnetrznych orbit rozproszonych (typ Illb) dla
A = 9.68. Jednolito kolorowe linie odpowiadaja rozwigzaniom uzyskanym
z Réw. (18). Kropkowane linie odpowiadaja rozwigzaniom numerycznym.
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Czas wiasny

Znajac postaé wyrazenia £ = £(1), mozemy obliczy¢ odpowiadajacy ruchowi
czas wtasny poprzez scatkowanie réwnania (7b), czyli

P
s(y) = % / & (v') dy'. (20)

Bezposrednie scatkowanie kwadratu wyrazenia (18) jest mozliwe, ale
skomplikowane. O wiele tatwiej jest uzyé uproszczonej wersji tego wyrazenia

f'(&) .
o(v) — % f"(&)]

Innymi stowy opisujemy ruch wzgledem perycentrum. Czas wtasciwy ktéry
uptynat podczas ruchu z ¢ = 0 do jakiego$ ¥ = ¥» mozemy zapisal poprzez

RN B el 3 (&)& % [F (&)
aic) = A/o {51 T o)~ HE) " Totw) - & rE)]) } "
(21)

Powyzsza catke mozna policzyé korzystajac z podstawowych wiasnosci funkcji
eliptycznych Weierstrassa.

£(¢)=£1+4[
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Rozwazmy teraz ruch czastki z dowolnego potozenia &, do poczatku uktadu
wspdtrzednych (w strone czarnej dziury), az do perycentrum w &;. Nastepnie
czastka porusza sie w przeciwng strone, na zewnatrz uktadu wspétrzednych, do
potozenia w odlegtosci €. Katy 1 i 12 mozemy zdefiniowaé nastepujaco

31 / o dfl

[ Y/ f(E &V 'r(g,)7
3 /

e = de

&1V f(f/)
Oba katy sa wieksze lub réwne od zera. Niech ¥ = 1)1 + 1. Dzieki symetrii,
czas wtasny catego ruchu moze zostaé zapisany poprzez

s(¥) = se(V1:61) + 5:(¥2: &) = se(P1: &) + 5 (¢ — Y1 &) (22)

Mozemy interpretowaé powyzsze wyrazenie jako zastepcze dla catki (20) z £(v)
danym przez réwnanie (18). Funkcja s.(1)2; &1) jest nieparzysta funkcja 12,
dzieki czemu dostajemy s(¢) = 0) = 0. Mozna sprawdzi, ze takie samo
wyrazenie opisuje ruch wzgledem apocentrum.

Wspétrzedng czasowa 7 liczymy w analogiczny sposéb.
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Whioski

¢ Otrzymalismy nowy opis ruchu czastek prébnych.
* Mocne strony naszego opisu:

- zalezy tylko od statych ruchu A, \,, € i wyboru
potozen poczatkowych (&g, 1),
* tylko jedna funkcja &(v)) dla wszystkich rodzajéw
ruchéw,
« funkcja £(v)) jest analityczne dobrze zdefiniowane (w
Mathematice).
Staboscia opisu jest to, ze funkcje s(¢) i 7(¢)) nie sa
analityczne.

Idealna metoda do opisu czastek gazu Vlasowa.
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